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Srednicg figury nazywamy kres gorny odleglosci d(a, b) jej punkiow. Srednice figury A4
oznaczymy symbolem diam 4. Na ogol siéw , kres gorny odlegtosei” nie wolno zamieni¢ na
prostsze stowa ,,najwigksza odlegloéé”. Na przyklad koto bez brzegu nie ma pary punktow
maksymalnie odleglych. Wiadomo jednak, Ze powyisza zamiana jest poprawna w przypadku
figur domknigtych i ograniczonych (zob. np. rys. 2). Takimi wiasnie, jak si¢ okaze, beda
figury rozwazane w tym artykule. :

Definicja. Ograniczong figure nazywamy kompletna, jezeli dolozenie do niej jakiegokolwiek
nowego punktu powoduje zwigkszenie Srednicy. Czyli.

A jest kompletna <> /;\ diam(Au {a}) > diam 4.
agA

Mowiac jeszcze inaczej: ograniczona figura A jest kompletna, jezeli jest ona maksymalnym
zbiorem o $rednicy diam A.

Najprostszym przykladem figury kompletnej na plaszczyZnie jest kolo, natomiast w przestrzeni
Kkula. Inng plaska figura kompletna jest tzw. trojkat Reuleaux (zob, rys. 3). Jest on czgscia
wsp6lna trzech kol o rownych promieniach dhugosci A i §rodkach bedacych wierzchotkami
rownobocznego trojkata o srednicy A. Z rysunku natychmiast odczytujemy, ze érednica trojkata
Reuleaux wynosi takze 4. Kazdy punkt lezacy poza trojkatem Reuleaux T jest wige odlegly od
jednego z jego ,,wierzcholkow™ wigeej niz 4 = diam T. Swiadczy to o kompletnosci figury T.

Jezeli troikat Reuleaux T obrocimy wokot jednej z osi symetrii [, to otrzymana bryla obrotowa
F (zob. rys. 4) jest tez kompletna. Aby to sprawdzi¢, wezmy dowolny punkt a ¢ F. Przetnijmy F
plaszczyzna zawierajaca a i of symetrii / (zob. rys. 5). W przekroju otrzymujemy trojkat
Reuleaux T! Poniewaz a ¢ T, wiec @ musi by¢ odlegly od jednego z jego wierzchotkow (ktory
jest oczywiscie punktem bryly F) wiecej niz diam 77 = diam F. Z dowolnosci punktu a wynika,
e bryla obrotowa F jest kompletna. Ogolniej, jezeli plaska figure kompletng majacg of symetrii
obrocimy dookola tej osi, to otrzymamy przestrzenna figure kompletna.

Rys. 5. Tlustracja dowodu kompletnosci bryly Rys. 6. Tworzenic kompletnej figury
obrotowej z rys. 4. posredniej w zadaniu 2,

Zadanie 1. Analogicznie do konstrukgji trojkata Reuleaux zbudowac ,,wielokat Reuleaux”.
Wykaza¢, ze tylko dla nieparzystej liczby kot jest on kompletny.

Zadanie 2. Z trojkata Reuleaux T'i kola K o wspélnych §rodkach budujemy figure posrednia
(zob. rys. 6) zlozona z punktéw bedacych érodkami odeinkow, ktorych jeden koniec lezy w T
a drugi w K. Wykaza¢ kompletnoé¢ tej figury.

Zadanie 3. Analogicznie do konstrukcji trojkata Reuleaux budujemy w przestrzeni
..czworo$cian Reuleaux” (rys. 7) jako wspélna czesé czterech kul o promieniach diugoéci 4

i érodkach bedacych wierzcholkami czworoécianu foremnego o $rednicy A. Uzasadni¢, ze
otrzymana bryla nie jest kompletna.

Zadanie 4. Podaé przykiad nieobrotowej przestrzennej figury kompletnej.

Wskazowka: ulepszy¢ konstrukcje czworoscianu Reuleaux.

Zbudujemy plaska figure bedgea uogdlnieniem zaréwno trojkata Reuleaux jak i kola. Wezmy
trojkat o wierzchotkach a, b, ¢ (rys. 8). Niech a lezy naprzeciwko najdiuzszego boku, ¢ za$
naprzeciwko najkrétszego. Niech 4, oznacza < cab, A, za$ kat wierzcholkowy do 4. Podobnie
okre§lamy katy B, , B, i C;, C,. W kacie A, kre$limy tuk o §rodku a i promieniu r > d(a, ).
Teraz w kacie B, kre§limy fuk o §rodku b zaczynajacy si¢ tam, gdzie koriczy! sig poprzedni tuk.
Analogicznie, po kolei kre§limy hiki w katach Cy, 4;, B, i C; (zob. rys. 8).

Zadanie’S. Wykaza¢, ze skonstruowana powyzej krzywa jest zamknigta i ze figura ograniczona

ta krzywa jest kompletna.
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matematyk i inkynier, profesor Politechniki
w Zurychu, a potem Wyiszej Szkoly
Technicznej w Berlinie.

Twierdzenie. Figura A jest kompletna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona czesciq wspding wszystkich
kul, ktérych $rodki lezq w A, promienie zas majq dlugosé¢ diam A.

Dowdd. Oczywiscie kazda kula o promieniu dlugosci diam A i srodku w figurze A zawiera

A, a wiec A miesci sie¢ w czesci wspolnej wszystkich kul, ktérych $rodki leza w A4, a promienie
maja dlugos¢ diam 4. Pokazemy, ze kompletnos¢ figury pozwala stowa ,,miesci sie” zamienié¢
na ,,rowna sig”. W tym celu wystarczy pokazac, ze dla dowolnego punktu @ ¢ A znajdzie sie
taka kula K, o Srodku lezacym w A4 i promieniu rownym diam A, ze a ¢ K,. Znajdzmy wiec te
kule K,. Z kompletnosci figury 4 wynika, ze diam (AU {a}) > diam A. Oznacza to, ze istnieje
punkt b € 4, dla ktorego d(a, b) > diam 4. A zatem kula o Srodku b € 4 i promieniu dlugosci
diam A nie zawiera punktu a, mozemy wigc przyjac ja jako szukang kulg K.

Reasumujgc: figura kompletna A jest czescia wspolna wszystkich kul o $rodkach lezacych w 4
i promieniach dlugosci diam A. Zalézmy, ze figura A jest identyczna z czg$cig wspalng
wszystkich kul o srodkach lezacych w A i promieniach dlugosci diam 4. Wezmy dowolny
punkt ¢ ¢ A. Istnieje taka kula K o §rodku p € 4 i promieniu dlugosci diam 4, Zze c ¢ K 5 A.
Stad d(e, p) > diam 4. Widac zatem, ze dolozenie do figury A dodatkowego punktu powoduje
zwiekszenie sie §rednicy. Swiadczy to o kompletnosci figury A4,

Zadanie 6. Wykazaé, ze kazda figura kompletna jest wypukla i domknieta.

Proste rachunki wykazuja, ze obwod trojkata Reuleaux o srednicy 4 wynosi 74, a jego pole
u—;/‘i + A2. Co wigcej ma miejsce nastepujacy zdumiewajacy fakt.

Twierdzenie. Wiszystkie kompletne figury plaskie o Srednicy A majq obwdd dlugosci ml. Wirdd
nich najwieksze pole ma kolo, a najmniejsze tréojkat Reuleaux.

Dowéd tego twierdzenia jest trudny. Nie jest ponadto prawdziwy jego przestrzenny

" odpowiednik. Na przykiad pole powierzchni kompletnej bryly obrotowej F (zob. rys. 4) o

P 4
srednicy A wynosi 3(2— ?) < A% = - 0,93+ A% (co latwo obliczy¢ wzorem calkowym na pole

powierzchni obrotowej), zas pole powierzchni kuli o $rednicy 4 rowna sig =A%,

Zadanie 7. Wykazaé, ze w odleglosci diam 4 od dowolnego punktu brzegowego figury
kompletnej 4 lezy co najmniej jeden jej punkt brzegowy. Powyzsze zadanie ulatwia rozwigzanie
trzech nastepnych.

Zadanie 8. Jedyna figura kompletng majaca srodek symetrii jest na plaszczyznie kolo, a w
przestrzeni kula. Dlaczego?

Zadanie 9. Udowodnié, ze przez kazdy punkt figury kompletnej 4 przechodzi co najmniej
jeden odcinek o dlugosci diam 4 zawarty w A.

Zadanie 10. Wykazad, ze odcinek o dlugosci diam A4 lezacy w plaskiej figurze kompletnej A4
mozna tak przemieszczaé w tej figurze, aby jego konce zamienily si¢ miejscami (na rys. 9
pokazano to dla tréjkata Reuleaux).

Szerokoscia figury A w kierunku (k) nazywamy szerokos$¢ najmniejszego pasa zawierajgcego
figure A i ograniczonego prostymi (a w przestrzeni trojwymiarowej plaszczyznami)
prostopadlymi do (k) (rys. 10).

Zadanie 11. Kazda figura kompletna o érednicy 4 ma we wszystkich kierunkach t¢ sama
szerokos¢ 4. Dlaczego?

Zadanie 12. Wykazac, ze jezeli domknigta wypukla figura ma stalg szeroko$¢ 4 w kazdym
kierunku, to jest ona kompletna i ma $rednice A.

Dlatego figury kompletne nazywane sa czgsto figurami o statej szerokosci. Zadania 101 11
mowia, ze kazda figura kompletna moze by¢ ,,toczona™ w pasie majac zawsze punkty wspolne
z prostymi lub plaszczyznami ograniczajacymi ten pas (zob. rys. 11) i Zze Zadne inne wypukle
domkniete figury wlasnosci tej nie maja.

Na zakonczenie trzy trudniejsze zadania.

Zadanie 13. Na kazdej kompletnej plaskiej figurze mozna opisa¢ kolo i wpisa¢ w nia kolo. Kola
te sg wspolSrodkowe, a suma ich promieni réwna si¢ Srednicy figury. Ekstremalne wartosci
stosunku tych promieni osiggane s3 odpowiednio dla kola i trojkata Reuleaux.

Zadanie 14. Na kazdej przestrzennej figurze kompletnej o srednicy A mozna opisaé kule, a takze
wpisa¢ w nia kule. Kule te sa wspolérodkowe, suma ich promieni wynosi A. Najwiekszy promien

kuli opisanej wynosi ‘l/% 4.

Zadanie 15. Kazda figure mozna dopelni¢ (czesto na wiele sposobow) do figury kompletnej nie
zwiekszajac przy tym Srednicy.




