- O geometrii wewnetrznej

Prof. dr Karol BORSUK, czlonek rzeczywisty PAN

W artykule obok profesor Karol Borsuk,

tworca teorii retraktdw (patrz Delta 3/1979)

i teorii ksztaltu (patrz Delta 5/1980),
! ia nowe podejicie do probl yki

-.

£ ctrznci, doty
si¢ w ramach geometrii rézniczkowej

i riemannowskiej.

Delta ma zaszczyt przedstawic pierwszy
pracg z zakresu stworzonej w ten sposdb
problematyki. Bardziej szczegblowe
opracowanie podanych wynikéw ukate sig
w Biuletynie Polskiej Akademii Nauk (seria
nauk matematycznych), w nadchodzacym
roku,
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Ta przestrzen nie spelnia warunku (1.4).

rl dod L 1.2 '-:_. Il'. A ‘.ﬁnmidYOQ
pomigdzy dwoma kolejnymi grzbietami sg
wigksze od odpowiednich wyrazdéw szeregu
harmonicznego —;~+%+—i-+%+

Z rozbietnosei tego szeregu wynika, ze
dlugoéé widocznej na rysunku krzywej jest
nieskoriczona,

Ta prrzestrzed nie spelnia warunku (1.5),
witc takss nie jest n_eometryunie
dopuszcralna,

1. Metryka wewngtrzna. Podstawowym dla geometrii jést pojecie odleglodci.
W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E", odlegtos¢ dwoch punktow
X = (Xy, . Xn) 1y = (¥y, --., V) Wyraza si¢ wzorem

(L.D) olx, y) = l/z (xi—y)*,
f=1
a w przestrzeni Hilberta H, ktorej punktami sg ciagi liczb x = (x,, X3, ...)
spelniajace warunek Y, x? < oo, odlegloéé punktu x od punktu y = (y,, ya, .-.)
i=1

 wyraZa si¢ wzorem

: e
(12) ox, y) = ]/ ;(x.-—y.-f.

Wzor (1.2) jest ogdlniejszy od wzoru (1.1), poniewaZ przestrzen E" moZemy
uwazaé za podzbidr przestrzeni H, zloZony ze wszystkich punktéw postaci

(X, .05 %,,0,0, ...). Wz6r (1.2) okresla metryke p dla kazdej przestrzeni 4
bedacej podzbiorem przestrzeni H.
Zauwazmy jednak, Ze takie pojecie odleglosci odbiega od potocznego rozumienia
odleglosci punktéw x, y € 4, poniewaz mowiac o odleglosci migdzy x i y
w przestrzeni A, bierzemy pod uwage nie tyle liczbe p(x, y), ile dlugos¢ drog
w przestrzeni A, ktére nalezy przebyé, aby od x przejé¢ do y. Tak np., jezeli
powierzchnie Ziemi traktujemy jako sfere S? poloZzona w przestrzeni E3, to
méwiac o odleglo$ci migdzy punktami x, y € S? mamy zazwyczaj na mys$li dlugosé
drogi, ktorg trzeba na S przeby¢, aby od x przejéé do y, a wigc liczbe, ktdra dla
x # y jest wieksza od odlegloéci tych punktéw w sensie metryki o. Przez tuk L
laczgcy punkty x, y w przestrzeni A rozumiemy obraz przedzialu liczbowego

{0, 1) przy homeomorfizmie s: {0, 1> -+ L< A4, zwanym przedstawieniem
parametrycznym huku L zawierajgcego oba punkty x i y. Przez dlugosé tego tuku
rozumiemy liczbg | L], ktérag moZemy okresli¢ jako kres gérny liczb postaci

k

izne(s(h)' S(ti+1)), gdZie 0= ‘o < tl < e s fk < ri+1 =1.

Wiadomo, Ze tak okre§lona liczba | L| nie zalezy od sposobu obrania
przedstawienia parametrycznego luku L. Kiadac

(13) {gg(x, ¥) = kres dolny liczb |L|, gdzie L przebiega

wszystkie tuki laczace x i y w przestrzeni A,

otrzymamy pojecie odleglo$ci punktéw x, y w przestrzeni A. Jasne jest jednak, ze
nie w kazdej przestrzeni 4 (o danej metryce p) liczba g (x, y) jest okre§lona

i skoniczona dla kaZdej pary punktéw x, y € A: potrzeba, by przestrzen A
spelniala warunek

(1.4) Dla kazdych punktéw x, y € 4 istnieje w 4 tuk L o skoficzonej
£ dlugosci taki, Ze x,ve L.

Przy spelnieniu przez przestrzen A warunku (1.4), wzor (1.3) przyporzadkowuje
kazdej parze punktdw x, y € A liczbg g4(x, y), ktéra spelnia wszystkie aksjomaty
odleglosci. Tak okre§long funkcj¢ g, nazywamy metryka wewnetrzng

w przestrzeni A. Speinia ona warunek

o(x, ) < g4 (x,y) dla kazdej pary punktéw x,y € 4.

Aby jednak przejicie od danej metryki ¢ do metryki wewnetrznej o, nie
powodowato zmiany topologicznych wlasno$ci przestrzeni A, nalezy jeszcze
zalozy€, Ze przestrzen ta speinia warunek

Dla kazdego punktu x € A4 i kazdej liczby ¢ > 0,
(1.5) . {istnieje otoczenie U, , dla x w A takie, Ze dla

kazdego punktu y € U, , jest p,4 (%, y) < &.



Przestrzen metryczna nazywa si¢ lokalnie
sphijna, jezeli kazdy ie; pnnkt ma dowolnie
male spdjne ot Ci to
przestrzen metryczna zwarta i spdjna,

R itosé topologiczna to spdj

przestrzen lokalnie homeomorficzna

z przestrzenig euklidesowg E", Méwimy, 2e na
takiej rozmaitosci dana jest metryka
riemannowska, gdy kwadrat rozniczki
diugodci luku w tej przestrzeni w lokalnych
ukladach wspélrzgdnych wyraia si¢ wzorem

n

ds? = Z 8y(xy, -
ii=1

gdzic g ;53 funkcjami réimiczkowalnymi,

xp)dxidxy,

W ii el nej przez sympleks
rozumiemy najmniejszy zbior wypukly
(poloiony w przestrzeni E™) zawierajacy n+1
punktéw ,,w polozeniu ogélnym" (zadne

trzy nie leza na linii prostej, zadne cztery nie
sg wspoipl venowe itd.). Sympleksy
jednowymiarowe to odecinki, dwuwymiarowe —
trojkaty, a tréjwymiarowe — czworosciany.

W topologii nazywamy sympleksem kazdy
2biér homeomorficzny z takim sympleksem
s»elementarnym™. Przez triangulacj¢

wicloécianu rozumiemy taki jego podzial

na sympleksy, przy ktfn-ym kazde dwa

jesli sig przeci , to z calej
wspoinej k- wym:arow:} icmny krawedzi czy
wierzcholka, Na mr ku widzimy

dwa podzialy kwadralu na trojkaty, z ktorych
tylko pierwszy jest triangulacjs.

- Folitop” jest pojeciem nieco ogdlnicjszym
od wielokata czy wicloscianu. Rysujac na
plaszczyinie siatke tréjkatéw réwnobocznych
tak, jakbyimy ukladali kafelki, otrzymujemy
jei triangulacjg. P jest wige
politopem. Z kolei politopem nie jest
przestrzen przedstawiona na rysunku
ponitej a nawet zwykle kolo.

Powiemy, Ze przestrzen A (z metryka p) jest geometrycznie dopuszczalna

(w terminologii angielskiej geometrically acceptable), w skroceniu A € GA, jezeli
spelnione s3 oba warunki (1.4) i (1.5).

Przyklady: Przestrzenie wypukie sa geometrycznie dopuszczalne, przy czym metryka
wewngtrzna g4 nie rozni si¢ od danej w A metryki g. Tak jest np. w przestrzeni
A=E"lub A= H.

Jasne jest, Zze kazda przestrzen A € GA jest spdjna i lokalnie spdjna. Z drugiej

. strony wiadomo, Ze kazde lokalnie spdjne continuum jest homeomorficzne

z pewng przestrzenig wypukla, a wigc z przestrzenig GA.

Do klasy przestrzeni GA nalezg tez wszystkie spdjne przestrzenie riemannowskie,
Jjak rowniez wszystkie spéjne wieloSciany w sensie elementarno-geometrycznym,
a takze ogodlniejsze od nich spdjne politopy, a wigc przestrzenie P, dla ktérych
istnieje skoniczona lub przeliczalna triangulacja T, ktdrej sympleksy sa rozumiane
w sensie geometrii elementarnej i spelniony jest warunek, Ze dla kazdego

punktu x € P istnieje w triangulacji T skonczona liczba symplekséw, ktérych
suma stanowi otoczenie punktu x w P. Zauwazmy tez, Ze jezeli A i Bsg
przestrzeniami GA, to ich iloczyn kartezjaniski A x B jest teZ przestrzenig GA,
jezeli za§ A i B sa podzbiorami domknigetymi przestrzeni metrycznej X, a ich
czegSE wspolna nie jest pusta, to AUB € GA.

Przez izometri¢ wewnetrzng rozumiemy taka funkcje przeksztalcajacy przestrzen
A € GA na przestrzen A’ € GA, Ze p (x, y) = ou (f(x) f(y)) dla kazdej pary
punktéw x, y € A. Jezeli taka funkcja f istnieje, to méwimy, Ze przestrzenie
AiA sa chngtrznje izometryczne. Jasne jest, ze kazda izometria (w sensie
metryki g) jest izometria wewngtrzna (ale nie na odwrot), natomiast kazda
izometria wewng¢trzna jest homeomorfizmem. ZioZenie dwoch izometrii
wewnetrznych, jak réwniez odwrécenie izometrii wewnegtrznej 3 izometriami
wewngtrznymi. A wigc relacja wewngtrznej izometrii jest relacja
rownowaznosciowg.

Zauwazmy, ze w mysl przyjetej tu definicji dlugodci luku L < A, przy izometrii
wewnetrznej f: A -+ A" luk Lprzechodzi na luk L' = A taki, Zze |L| = | L|.

Z drugiej strony, kazdy homeomorfizm f spelniajacy ten warunek jest izometrig
wewnetrzng.

Przez geometri¢ wewnetrzng rozumiemy tu teori¢ tych wlasnoéci przestrzeni GA,
ktdére zachowuja si¢ przy wszystkich izometriach wewngtrznych. A wigc z punktu
widzenia geometrii wewnetrznej, dwie przestrzenie A, A’ € GA wewnetrznie
izometryczne s3 jednakowe. Natomiast ich wlasnoéci geometryczne (tj. wlasnosci
zalezne od pierwotnie przyjetych w nich metryk g i ¢’) moga by¢ istotnie rézne.
2. Podzbiory GA przestrzeni E". Podamy tu dowdd (w postaci nieco szkicowej)
twierdzenia nastepujacego:

(2.1) Twierdzenie. Jezeli A jest GA-podzbiorem przestrzeni E", to dla kazdego
& > 0 istnieje w przestrzeni E*" zbiér wewnetrznie izometryczny z A, kidry
w sensie metryki ¢ ma Srednice mniejszq od e.

Dowdd. Niech d bedzie dang liczbg dodatnig i niech D bedzie kwadratem
w plaszczyznie E? o wierzchotkach (0, 0), (d, 0), (0, d) i (d, d). Przyporzadkujmy

kazdej liczbie catkowitej k punkt a; = (% d -(1 + £ ), 0) polozony na

Tk[+1.
odcinku (0, 0), (d, 0).
Wéwezas ((0, 0), ax) < ¢((0, 0), ax ) dla kazdego catkowitego k.
- Oznaczmy przez by b, wiserzcholek tréjkqta rownoramiennego leZzacego w D
o podstawie a,a;,, i bokach by, byay,, o diugosci d. Niech teraz A, oznacza
przedziat (k- d, (k+1)-d> = E'. Wéwczas E' = L;:' Ay. Kladac B,y = ayby,

Biiyy = biay,, dla kazdego calkowitego k, zauwazmy, Ze istnieje przeksztalcenie ¢

prostej E* na zbiér |_) B; = D takie, 2e dla kazdego catkowitego k,
@ przeksztalca izom:trycznie odcinek A; na odcinek B; i to tak, Ze
_ ¢Q2k-d) = ay, @((2k+1):d) = by.
Jasne jest, Ze @ jest homeomorfizmem przeksztalcajacym calg prosta E*' na zbidr

k-



Alikta A

go obok
twierdzenia (2.1) pozwala tez na wykazanie,
e prrzestrzefi Hilberta H moie byé wewngtrznie
izometrycznie zanurzona w dowolnie malg
kostke w niej.

Ted z podst

ych twierdzefi
geomelrii przestrzeni riemannowskich jest

Th gregium (,,Wspaniale twierdzenie™):
krzywizna calkowita powicrzchni nie zmienia
si¢ przy wewngtrznych izometriach,

Przedstawiamy tu dwa sposoby takiego

kladania kwadratu, by zmiedcil sig w d
malej kulce przestrzeni tréjwymiarowej.
Linia czerwona znaczy ,,zagiaé do gory”,
czarna — , ,zagigé do dolu™. Za pomocsy
drugiego z tych sposobdéw moina i caly
plaszczyzng E? przeksztalcié przez izometrig
wewngtrzng na podzbidr przestrzeni E*
0 dowolnie malej Srednicy i jest to pozytywne
rozwigzanie postawionego w tekicie
artykulu probl A tego ig
jest dr J. Olgdazki.

Cala przestrzefi E" jest suma wszystkich n-wymiarowych kostek postaci

= A”lx R XAFJ’

gdzie u,, ..., u, przebiega wszystkie uklady zloZzone z n liczb catkowitych. Kiadac
P(xy, ooy X0) = (@(x)), ..., @(x,)) dla kazdego (xy, ..., x,) € E",

otrzymamy homeomorfizm y przeksztalcajacy cala przestrzen E" na pewien
podzbiér zbioru C bedacego iloczynem kartezjaniskim n kwadratow D. Zbiér C
mozemy traktowac jako kostke 2n-wymiarowa, polozong w przestrzeni E*",
identyfikujac punkty postaci ((x,, x2), (X3, Xs), ..., (X24—1, X24)) € C z punktami
(X, X2, ..y X2,) Przestrzeni E3",

Homeomorfizm g przeksztalca izometrycznie kazda kostke postaci D,,,, .. ., =
= A,, X ... x A,, na zbiér B, x ... x B, , skad wynika, ze kazdy tuk

Le A, x ... x A,, przechodzi izometrycznie na tuk y(L) = B, x ... x B,,. To
pozwala okaza¢, Zze przy homeomorfizmie y zachowujg sig dlugosci wszystkich
lukéw Lpolozonych w przestrzeni E". A wige, dla kazdego zbioru 4 € GA
polozonego w E", przeksztalcenie czgsciowe y|A jest izometria wewnetrzng
przeksztalcajaca A na zbior A" = y(A4) = C. Ale érednica kostki C, bedace;j

iloczynem kartezjaniskim n kwadratéw o boku d, jest réwna l/nh/ 2d)* = d-y/2n.
Jezeli wige, dotychczas dowolng liczbg dodatnig d obierzemy tak, by byla

mniejsza od -—z_—-, to Srednica zbioru A’ stanie si¢ mniejsza od ¢. To koriczy
n

dowdd twierdzenia (2.1).

3. Uwagi w zwigzku z twierdzeniem (2.1). Z twierdzenia (2.1) wynika

w szczegolnoéci, ze cala przestrzen E3 (a wiec przestrzen, ktérg czasami skionni
jeste$my uwaza¢ za matematyczny schemat naszej przestrzeni kosmicznej), daje

si¢ potraktowa¢ jako podzbidr przestrzeni E® majacy dowolnie malg $rednice.

Przy takim ujeciu punkty polozone w przestrzeni E* w dowolnie wielkiej odlegtosci
jeden od drugiego staja si¢ w przestrzeni E® (w sensie zwyklej metryki ¢) dowolnie
bliskie.

W kosmologii wspélczesnej, zaklada si¢ zwykle, Ze rozpatrywane przestrzenie sa
riemannowskie — co zresztg moze byé kwestionowane. Jeéli jednak ograniczymy
si¢ do przestrzeni riemannowskich i do wewnetrznych izometrii przeprowadzajacych
takie przestrzenie na przestrzenie riemannowskie, to twierdzenie (2.1) nie da si¢

~utrzyma¢, wiadomo bowiem, Ze np. powierzchnia riemannowska wewnetrznie

izometryczna ze sferg S musi by¢ ze sferg tg izometryczna.

Geometria wewnetrzna, ograniczona do zakresu przestrzeni riemannowskich jest
jednym z klasycznych dzialéw geometrii réZzniczkowej. Gdy ograniczenie to si¢
odrzuci, to konieczna staje sie rezygnacja z takich klasycznych niezmiennikow jak
krzywizna caltkowita (gaussowska), natomiast pojawiaja si¢ nowe fakty (jak np.
twierdzenie (2.1)) i powstaje nowa, obszerna problematyka.

Powstaje pytanie, czy wymiar 2n przestrzeni, w ktérej GA-podzbiory przestrzeni E"
daja si¢ umiesci¢ bez zmiany ich wewnetrznych wiasnosci, ale z dowolnym
zmniejszeniem $rednicy, daje sig zastapié¢ przez liczbe mniejsza. Ostatnio

S. Nowak i J. Oledzki okazali, ze liczba 2n daje sig¢ zastapi¢ przez liczbg n+ 1.




Zhitw pierwszej kategorii w sensie Baire'a
i zbiér bedacy przeliczalng sumg zbioréw
domknigtych o pustym wnetrzu — a takize
kazdy jego podzbiér. Waine twierdzenie
Baire'n glosi, te niepusta zupelna przestrzefi
metryczna nie jest pierwszej kategorii.

Przy przeksztalceni plicjalnym obraz
sympleksu jest zawarty w pewnym sympleksie.

Nie wiadomo tez, czy dla kazdego n istnieje w przestrzeni E"

zbidr A € GA (czy nawet spdjny wieloScian), ktéry nie moze by¢ przez izometrie
wewnetrzng przeprowadzony na podzbidr przestrzeni E2"~! o dowolnie malej
$rednicy (w sensie metryki g). Nasuwa si¢ tez naturalne pytanie, czy kazda
o$rodkowa przestrzen A € GA o wymiarze < n, daje si¢ przez izometri¢ wewnetrzna
przeprowadzi¢ na podzbiér przestrzeni E?"*'. Pozytywne rozwiazanie tego
zagadnienia stanowiloby naturalny odpowiednik twierdzenia Mengera-Nobelinga
o tym, Ze kazda ofrodkowa przestrzen metryczna wymiaru nie wigkszego niz n
jest homeomorficzna z pewnym podzbiorem przestrzeni E*"*+?,

Ponizej podamy twierdzenie, ktére w zakresie spéjnych politopéw 1-wymiarowych
daje pozytywna odpowiedz na to pytanie.

4. Spdjne politopy 1-wymiarowe. Podamy ideg dowodu (z pominieciem niektérych
szczegOlow o charakterze technicznym) twierdzenia nastgpujacego:

(4.1) Twierdzenie. Dla kazdego spdjnego I-wymiarowego politopu P (polozonego

w przestrzeni H) i kazdej liczby dodatniej & istnieje w E® politop P’ o Srednicy < e,
wewnetrznie izometryczny z P.

Dowdd. Niech T bedzie triangulacja politopu P o 1-wymiarowych sympleksach

(a wigc odcinkach) L,, L,, ... (moze by¢ ich liczba skoniczona). Mozemy przyjaé,

E
< Kiadac

P, =L,y ..Ul mamy P; = Py, oraz P = | JP,.
k

ze §rednica kazdego z tych odcinkow jest <

Kazdemu wskaznikowi k przyporzadkujmy liczbg 7, < —2 taka, ze kazdy odcinek

L;, ktérego choé jeden koniec nalezy do P,, ma dlugo$é wigksza od 7. Obierzmy
punkt b, € E? i kazdemu wskaZnikowi k przyporzadkujmy kule Q; = E® o §rodku
by i promieniu ry < 7, tak, by ry,., < ry dla kazdego k. Ustawmy teraz wszystkie
wierzcholki triangulacji T w ciag (by¢ moze skoniczony) a,, a,, ... tak, by wskazniki
wierzcholkéw nalezacych do Py byly mniejsze od wskaznikdw wierzchotkow
nalezacych do Py, \P;.

Kazdemu u = 1, 2, ... przyporzadkujemy punkt b, € E? tak, by spelnione byly
warunki:

(4.2) Jezelia, € Py, to b, € Qyy,y.

Zadna plaszczyzna poloZzona w E? nie zawiera wigcej niz

4.3) 3 punkty z ciagu by, by, ....

Zauwazmy, Ze jezeli odcinek a,a, nalezy do triangulacji T oraz a, € Py, to
e(a,, a,) > m;, a wigc oba punkty b,, b, lezag w kuli Q,. Stad

o(b,, b,) < ne < o(ay,a,) < —Z—

Weimy teraz pod uwagg elipsoide obrotowa M, , bedaca zbiorem wszystkich
punktéw x € E? spelniajgcych warunek

(4.9 o(x, b)) +o(x,b,) = o(a,, a,).

Jasne jest, ze skoniczony lub przeliczalny zbidr plaszczyzn polozonych w E?
przecina elipsoide M,, , w zbiorze pierwszej kategorii (w sensie Baire’a). Stosujac
wigc proste rozumg_\ia}nie indukcyjne, mozemy kolejnym odcinkom L;, z ktérych
kazdy ma posta¢ a,a,, przyporzadkowa¢ punkty b; € M, , tak, by zadna

z plaszezyzn w przestrzeni E* nie zawierala wigcej niz 3 sposréd punktéw

bo, by, ... oraz b, b;, .... Ponadto, na odcinku L; = a,a, mozemy obraé punkt
a; taki, ze

(4.5) o(a,, ap) = o(b,, b)) oraz o(a,, aj) = e(b,, b).

Wprowadzenie na kazdym odcinku b; postaci a,a, wierzcholka a; daje podpodziat
T’ triangulacji T politopu P. Przyporzadkowujac kazdemu a, punkt b,, a punktowi
a; — punkt b}, otrzymamy wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie zbioru
wierzchotkéw triangulacji T na zbiér punktéw potozonych w przestrzeni E* taki,
e zadne cztery punkty tego zbioru nie leza w jednej plaszczyZnie.

Przeksztalcenie to indukuje pewne przeksztalcenie symp_ljc:jalne politopu P na
politop P’ bedacy suma wszystkich odcinkéw postaci b, bj oraz b,b), gdzie

L; = a,a,. Z uwagi na (4.4) i (4.5) przeksztalcenie to jest izometrig wewngtrzna.
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Kazdy z punktéw b, lezy jednak w kuli Q, o $rodku b, i promieniu r < 7, < %,

a kazdy punkt b; lezy na obrotowej elipsoidzie M, , dla ktérej b, jest ogniskiem,
&

a Srednica jest rowna p(a,, a,) < 3

. A wigc zbiér wszystkich wierzcholkéw

politopu P’ ma $rednice mniejsza niz 2 - (% - %) = & Wigc i Srednica calego

politopu P’ jest mniejsza od & i dowdd twierdzenia (4.1) jest zakonczony.

Przeniesienie tego twierdzenia na spdjne politopy wymiaru wigkszego niz 1
nastrgcza istotne trudnosci. Nierozstrzygnigte jest nawet proste pytanie, czy kazdy
spojny wieloscian dwuwymiarowy jest wewngtrznie izometryczny z wielo$cianem
polozonym w przestrzeni E®, a w szczegdlnosci z wielo§cianem o dowolnie malej
$rednicy. Nie wiadomo réwniez, czy kazde 1-wymiarowe continuum naleZace do
klasy GA jest wewnetrznie izometryczne z continuum poloZonym w przestrzeni E>.
W geometrii wewngtrznej, rozumianej w sensie tu podanym, istnieje wiele
zagadnien, ktdre oczekuja rozstrzygnigcia. Nie wiem np. czy miara k-wymiarowa
(odpowiednio zdefiniowana w przestrzeni GA) zachowuje si¢ niezmienniczo przy
izometriach wewngtrznych. Nie wiadomo tez kiedy izometria wewngtrzna f: A — A’
(gdzie A i A" sa GA-zbiorami poloZzonymi w przestrzeni Hilberta H) daje sig
otrzymac przez ciagla deformacje zbioru A4, zachowujacg diugosé krzywych,

tj. czy istnieje przeksztalcenie ciagle

fiAx©, D> H

takie, ze f(x, 0) = x, f(x, 1) = f(x) dia kazdego punktu x A oraz, e dla kazdego
t €0, 1) przeksztalcenie f;: A - H dane przez wzor f,(x) = f(x, t) jest

izometrig wewnetrzng.

Nie wiadomo tez kiedy zbiér 4 € GA polozony w przestrzeni E" daje sig przez
izometrig wewnetrzng przeprowadzié¢ na zbiér A’ = E", ktdry nie jest izometryczny
z A w sensie metryki g.

Lista nierozstrzygnigtych pytan geometrii wewngtrznej jest bardzo obszerna.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

1 1
M 241. Wykazad, ze log;(l +—) > — dla kazdego naturalnego n = 2.
n n

Rozwigzanie na str. 8.

M 242. Korzystajac z wyniku zadania M 241 wykazac, ze szereg % + —;— + %+ = ﬁ +
=+ —l— + —l— + ... jest rozbiezny.
P2 P3
(pa jest n-ta liczba pierwsza).
Rozwiagzanie na str, 8.
M 243.

a) Mr Smith ma dwoje dzieci. Jedno jest chlopcem. Jakie jest prawdopodobienstwo, e s to
dwaj chiopcy?

b) Mr Jones ma dwoje dzieci. Starsze jest dziewczynka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze 5§
to dwie dziewczynki?

Rozwiazanie na str. 13.

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 82, Zestawiono uklad taki, jak na rysunku obok, gdzie:

Z, — zaroéwka oéwietleniowa dostosowana do napigcia 220V,

2, — sardweczka od latarki kieszonkowej.

Jedli na dany uklad poda si¢ napiecie z sieci 220V, to zaréwka od latarki ulega

natychmiastowemu przepaleniu. Natomiast, gdy wlaczanie do obwodu odbywa si¢ przy
zamknietym wylaczniku W, wtedy rowniez po jego otwarciu obie zaréwki §wiecg normalnie
(sprawdzcie). Jak wyjasni¢ roznicg w zachowaniu zarowek? (T. Tratkiewicz)
Rozwigzanie na str. 12.



