
Dualnosc w programowaniu liniowym

c(x) = CIXt + o •• +CI'lXn

na zbiorze A okreslonym nastepujacymi nierównosci~mi:

Najprostsza wersje zagadnienia programowania liniowego mozna
sformulowac nastepujaco: '.
Znalezc najwieksza (lub najmniejsza) wartosc funkcji liniowej
zwanej funkcja celu

(Zbiór A jest wiec wieloscianem wypuklym).
Z punktu widzenia "matematyki czystej" teoria tego problemu
sprowadza sie do stwierdzenia, ze o ile poszukiwane maksimum
istnieje, to jest przyjmowane w jednym z wierzcholków
wieloscianu A.
Wierzcholek taki mozemy znalezc rozwiazujac ukladn równan
liniowych wybranych z równan

Xl = o

WI ~~o

Wk ~ o

QIIWt+ P' +aktMlk ~ CI

Wsród wychodzacych z tego wierzcholka krawedzi szukamy
teraz tych, w kierunku których rosnie funkcja celu. Jezeli takich
krawedzi nie ma, jestesmy juz w wierzcholku poszukiwanym
i mozemy zakonczyc prace. W przeciwnym przypadku wybieramy
krawedz "najbardziej obiecujaca" i przechodzimy po niej do
nastepnego wierzcholka, aby opisana procedure powtórzyc.
Wierzcholek optymalny znajdziemy wykonujac co najwyzej
k takich kroków.
Pora teraz na zapowiedziana w tytule dualnosc. Otóz
zagadnienie dualne polega na zamianie ról ograniczen (materialów
w naszej interpretacji ekonomicznej) i zmiennych - czyli przejsciu
do przestrzeni sprzezonych - p. artykul M. Szurka
i gastronomiczny.
Otrzymujemy w ten sposób problem nastepujacy:
Znalezc minimum funkcji

d(w) = bl w, + ... +bkWk

na zbiorze A wyznaczonym warunkami

VlnWt + 0.0 +OknWk ~ Cn"

Mgr Krzysztof Nowinskl

Zagadnienie jest poprawnie sformulowane, wystepuja w nim te
same wspólczynniki co w zagadnieniu pierwotnym, ale co
maja ze soba wspólnego ich rozwiazania? I jaki jest ich sens?
Zauwazmy, ze w rozwiazaniu zagadnienia zl zmiennymi i m
warunkami wartosc niezerowa moze przybierac co najwyzej
min (l, m) zmiennych (dlaczego?). ,
Jezeli wiec np.k > n, to rozwiazaniem zagadnienia dualnego
bedzie punkt (w?, ... , w~), w którym co najwyzej n wspólrzednych
bedzie róznych od zera. Wiemy, ze zmiennew/ odpowiadaja
ograniczeniom (nierównosciom) zagadnienia pierwotnego -
wobec {ego dokonalismy w ten sposób pewnego wyboru
warunków. pkazuje sie, ze sa to dokladnie te nierównosci, które

'okreslaja wierzcholek poszukiwany w zagadnieniu pierwotnym.
Warto zauwazyc, ze gdyk # n, rozwiazywanie zagadnienia
pierwotnego i dualnego moze sie róznic zlozonoscia rachunków
i wobec tego w niektórych przypadkach rozwazanie problemu
dualnego moze przyniesc istotny zysk czasowy.
Czy mozna jeszcze dokladniej sprecyzowac sens rozwiazania
dualnego?
Okazuje sie, ze tak. Rozwazmy mianowicie plaszczyzny
wyznaczajace poszukiwany wierzcholekxO• Beda to plaszczyzny
odpowiadajace pewnym zmiennymw/ rozwiazania dualnego.
Jezeli terazal1X, + ... +a,.x. = bl jest równaniem takiej
plaszczyzny, toal1Xl + ... +al.x. = b/+e bedzie równaniem
bliskiej plaszczyzny równoleglej. Takie "rozluznienie" i-tego
warunku spowoduje,te rozwiazanie optymalneXO przesunie sie
do polozenia xo" dajac pewien zysk na funkcji celu - zysk
proporcjonalny doe. Okazuje sie, ze wspólczynnikiem tej
proporcjonalnosci jest wlasniewY.
Gdybysmy dokonali "analizy wymiarowej" problemu
programowania liniowego w ipterpretacji ekonomicznej,
okazaloby sie, zew/ ma "wymiar" ceny zl/jednostka. Jest to tzw.
cena dualna i-tego materialu, bedaca miernikiem jego wzglednej
wartosci w okreslonej naszymi warunkami (*) sytuacji: materialy,
których mamy w nadmiarze maja "cene"O, a materialy
najbardziej potrzebne z punktu widzenia naszych celów - cene
najwyzsza· '

aktXl+ •.• +aknXn ~ bk.

x, ~ o

Xn;:= o

Ul1X, + o •• +alnX" ~ hl

Xn = O

QllXl+ ••• +alnXh = hl

QklXl + 0.0 +aknXn = bil:.

(U)

Tak wiec, aby nasz problem rozwiazac, wystarczy:

1. rozwiazac wszystkier:k)uzyskanych w ten sposób ukladów
równan,
2. sprawdzic, czy rozwiazanie takiego ukladu spelnia pozostalek
warunków (*), czyli czy nalezy. do zbioruA,
3. wybrac sposród znalezionych wierzcholków ten, w którym
wartosc funkcji c jest najwieksza.
Niestety, "rozwiazanie" to nie ma wartosci praktycznej: dla
rozwiazania zagadnienia, w którymn = 50 zmiennych jest
zwiazane k = 150 warunkami, musielibysmy rozpatrzyc

r:k)= (25~) ~ lO'sO ukladów 50 równan z 50 niewia~omymi,
co gwarantowaloby nam zajecie na co najmniej1010 lat.
Tak wiec nalezaloby poszukac sprawniejszego algorytmu
rozwiazywania naszego zagadniej)ia. Pytanie jeszcze, po co?
Otóz okazuje sie, ze wiele problemów "zyciowych" (glównie
natury ekonomicznej) formuluje sie wlasnie w terminach
programowania liniowego.
Oto najprostszy'przyklad.
Mozemy produkowac n róznych wyrobów, przy czym zysk z
produkcji jednostki i-tego wyrobu wynosiCt, a jej
wyprodukowanie wymagaal} jednostek j-tego surowca. Mamy
do dyspozycji b) jednostek j-tego materialu. Ile jednostek
poszczególnych wyrobów powinnismy wyprodukowac, aby
osiagnac maksymalny zysk? Takie i podobne problemy pojawiaja
sie dostatecznie czesto, aby bylo warto zajac sie powaznie
szukaniem metody ich rozwiazywania.
Nie bedziemy tu omawiaC szczególowo najbardziej znanego
takiego algorytmu (tzw. metodysimplex), podamy tylko jej
sens geometryczny.
Droge do rozwiazania optymalnego zaczynamy od dowolnego
wierzcholka Wl wieloscianu A (zwykle od punktu (O, ..• ,0))..

(.)

Pojecia pierwotne
w geometrii

euklidesowej

Doc. dr Leslaw W.
SZCZERBA

Najbardziej znany uklad pojec pierwotnych pochodzi od Dawida Hi/berta (1899). Pojeciami
tymi sa:punkt, prosta, plaszczyzna, lezy na, lezy miedzyi przystaje. Punkty beda oznaczane malymi
literami lacinskimi, duze litery lacinskie zarezerwujemy dla prostych, a male greckie dla plaszczyzn
(chyba, ze zaznaczono inaczej). Relacja incydencji(lezy na)bedzie oznaczana przez I. Moze ona
zachodzic miedzy punktami a prostymi lub plaszczyznami, a takze miedzy prostymi
a plaszczyznami. Relacjalezenia miedzybedzie oznaczana przez B i moze zachodzic miedzy
trzema punktami. Wreszcie relacjaprzystawania, ==, moze zachodzic dla dwu par punktów lub
dwu par prostych. W pierwszym przypadku mówi sie o przystawaniu odcirików, w drugim-
katów.

Nie jest to ani jedyny, ani nawet naj prostszy uklad pojec pierwotnych. Prostszy zaproponowal
Alfred Tarski (1951). Sklada sie on z pojec wystepujacych juz u Hi/berta. Pojeciami tymi sa

mianowicie: punkt, lezy miedzy, przystaje.Ten uklad pojec pierwotnych tez nie jest

najekonomiczniejszy: relacjelezenia miedzymozna zdefiniowac za pomoca ~rzystawania.
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Aby to pokazac, zdefiniujm)" najpierw relacjewspólliniowosci:

L(abc) •...•a = b V 1\dd'(da =' ad' /\ d/J=' bd' -+ dc =' cd') (czytamy: a, b, c sa wspólliniowe).

Nastepnym pojeciem, które nalezy zdefiniowac jest kat prosty:L(abc) (czytamy: abc tworza kat
prosty (o wierzcholku b).

L(abc) •...•a= bVVa'(ab =' ba'/\ac =' ca'/\a#-a'/\L(aba'».

Pojecie kata prostego pozwala zdefiniowac relacje lezenia miedzy:

c B(abc) •...•L(abc)1\ Vb'(L(abb') 1\ L(b'bc)/\ L(ab'c».

W ten sposób otrzymalismy system pojec pierwotnych, równowazny systemowi Tarskiego .
. Sklada sie on z pojec:punkt,przystaje. Relacja przystawania jest relacja czteroargumentowa.

Oszczedniej byloby miec relacje trójargumentowa. Taki uklad pojec pierwotnych zaproponowal

a b o szczególnym przypadkiem przystawania odcinków: dlatego zamiast"abc tworza trójkat
równoramienny" bedziemy pisac"ab =' bc". Latwo zauwazyc, ze definicja wspólliniowosci
w terminach przystawania, podana powyzej, jest w istocie definicja w terminach Pieriego.

d b' c Podobnie jest z definicja kata prostego i relacji lezenia miedzy. Mozna wiec przyjac, ze wszystkie
te trzy relacje zostaly zdefiniowane w systemie Pieriego. Teraz zdefiniujemy relacjesrodka

. ; (abc) •...•B(abc)/\ ab=' bc,

a za jej pomoca. relacje przystawania

ab =' cd •...•Vee'(: (aec)/\ ;(bee')/\e'c =,cd).

Nie tylko relacja trójkata równoramiennego moze byc jedyna relacja pic;rwotna. Innym
przykladem takiej relacji jestkat prosty wspomiany juz powyzej. Za pomoca tego pojecia mozna
zdefiniowac rt<lacje srodka:

a

d ; (abc) •...•V ed(L (abd)/\L(abe)/\L(cbd)/\ L(cbe)/\ L(adc)/\ L(dce)/\ L(cea)/\ L(ead»,

a to wystarcza do zdefiniowania relacji Pieriego

ab=, bc •...•Vd(;(adc)/\L(adb».

c ~a Skoro chcemy zdefiniowac w systemie Tarskiego pojecia systemu Hilberta, to nie mozemy

ograniczyc sie do definiowania relacji. Musimy jeszcze zdefiniowac prostelplaszczyzny.
b d Zaczniemy od funkcji L(ab) = {c: L(abc)} .

. Funkcja ta przyporzadkowuje parom punktów zbiory p·unktów. Na przyklad jeslia = b, to
c L(ab) jest zbiorem wszystkich punktów, jesli jednaka #- b, to L(ab) jest prosta. Pojecie prostej

mozemy zatem zdefiniowac nastepujaco: zbiór punktówX jest prosta wówczas, gdy istnieja
takie dwa rózne punktya i b, ze X = L(ab) (w tym kontekscie X oznacza dowolny zbiór
punktów). Przy tak zdefiniowanych prostych relacje incydencji mozna zdefiniowac jako relacje
nalezenia:

aIL •...•aeL.

c

Zdefiniujemy dwie relacje zachodzace pomiedzy prostymi:
Relacje wspólpekowosci:

p(KLM) •...•V a(a eK(') L(') M)

iprostopadlosci:

Kl.L •...•Vabc(L(abc)" a#- b #- c/\a, be K/\b, c e L).

Uklad: proste, wspólpekowosci prostopadlosc tez moze sluzycjako uklad pojec pierwotnych. Wezmy
L bowiem pod uwage dwie rózne prosteKiL. Proste te wyznaczaja pekp(KL) = {M: p(KLM)}.

Pek taki moze byc pusty (gdy proste sa, intuicyjnie rzecz biorac, równolegle). Peki niepuste
bedziemy nazywac wlasciwymi i oznaczac malymi, lecz pólgrubymi literami lacinskimi. Mozna

latwo zdefiniowac pojecie: pekia, b, ctworza kat prosty:

L(abc) •...•VKLMN(Ll. M/\a = p(KL)/\b = p(LM)/\c = p(MN».

M

K

/

W tym momencie chcialoby sie juz powiedziec, ze to koniec dowodu: zdefiniowalismy pojecia,
o których juz wiemy, ze tworza uklad równowazny ukladowi Tarskiego. Trudnosc polega jednak-
na tym, ze nie zdefiniowalismy bynajmniej pojecia punktu, a tylko pojecie peku
wierzcholkowego i postanowilismy te peki nazywac punktami. Powyzszy uklad pojec pierwotnych
mozna uproscic: zamiast relacji wspólpekowosci prostych wystarczy wziac relacjeprzecinania sie
prostych, x, gdyz

p(KLM) •...•Kx LxMxK/\ VPQ(Kl.P l.Ll.Q l.M/\PxQ).

Ciekawe, ze definicja ta jest istotnie przestrzenna. Mozna udowodnic, ze w geometrii plaskiej
relacja wspólpekowosci nie daje sie zdefiniowac za pomoca zadnego ukladu relacji
dwuargumentowych. Natomiast autor nie wie, czy relacja przecinania jest w przypadku
geometrii przestrzennej naprawde potrzebna, tzn. czy nie mozna jej zdefiniowac za pomoca
relacji przecinania sie pod katem prostym.
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W hilbertowskim ukladzie pojec pierwotnych relacjaprzystawania-moze zachodzic dla dwu par
prostych (przednajacych sie). Musimy zatem rozszerzyc relacje przystawania na pary prostych:

KL ~ MN <-> Vabca'b'c'(a # b-lo c/\a, b E K/\ b, c E L/\a', b' E M /\b', c' E N/\ab ==

== a'b' /\ be == b'c' /\ ca == c'a').

Wreszcie pozostaje nam do zdefiniowania pojecie plaszczyzny w terminach pojec Tarskiego.
W tym celu wprowadzimy najpierw pojecie symetralnej odcinka:P(a, b) = {c: ac. == cbl.
Plaszczyzny sa to akurat symetralne odcinków niezdegenerowanych, a wiec odcinków, których
konce nie sa tym samym punktem. Mówimy, ze punkta lezy na plaszczyznie(x, gdy do niej
nalezy:

al(X <-> a E (X,

a prosta L na niej lezy, gdy sie w niej zawiera:

L I (X <-> L s: (x.

~ (

W ten sposób przekonalismy sie, ze ukladów pojec pierwotnych dla geometrii moze byc duzo.
Wszystkie uklady wspomniane powyzej sa równowazne ukladowi Hilberta, to znaczy:
pojecie jest definiowalne w ukladzie pojec pierwotnych Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy jest
definiowall)t: w ukladzie Tarskiego (Pieriego, etc.).
Powyzsze wyliczenie nie wyczerpuje oczywiscie wszystkich mozliwych ukladów pojec pierwotnych
dla geometrii euklidesowej. Nie wyczerpuje równiez wszystkich znanych, a nawet wszystkich
ciekawych. Na dowód pokazemy jeszcze dwa przyklady. Pierwszy z nich pochodzi w zasadzie
od Friedricha Bachmanna (1951). Sklada sie on z pojec: izometria i zlozenie. Przez izometrie

rozu~ie sie tu dowolne przeksztalcenie przestrzeni na siebie, które spelnia warunek

I\ab(ab == rarb).

Izometrie bedziemy oznaczac duzymi literami greckimi. Zlozenie przy tym rozumiemy jako
. zlozenie (superpozycje) funkcji. Jest to tym ciekawszy uklad pojec, ze traktuje geometrie jako
teorie pewnych, bardzo szczególnych, grup - grup izometrii. (Jak wiadomo, wszystko
w matematyce jest algebra!) Aby to wykazac, trzeba zdefiniowac w tej grupie pojecia jakiegos
ukladu równowaznego ukladowi Hilberta. Wyróznijmy najpierw wsród izometrii inwolucje ~ to
znaczy izometrie, które sa same do siebie odwrotne, ale jednak rózne od przeksztalcenia
tozsamosciowego:

r # I /\rr = l.
(I oznacza tu przeksztalcenie tozsamosciowe). Zauwazmy prZy tym, ze wsród izometrii inwolucjami
sa tylko symetrie (srodkowe, osiowe i plaszczyznowe). Wprowadzmy oznaczenie

AIQ <-> AQ = QA

(gdy AIQ, mówimy, ze izometrieA i Q sa przemienne). Niech terazr, r beda róznymi symetriami
o srodkach (odpowiednio)a i a', LI, LI' -róznymi symetriami o osiachK, K', zas E, E'-
róznymi symetriami wzgledem plaszczyzn(x, (x'. Wówczas nie moze zachodzicnr,rlLl oznacza
ze a lezy na K, rlE - ze a lezy na (x, LlIE - ze K lezy na (X lub K jest prostopadla do(x,

LIILI' - ze proste Ki K' przecinaja sie pod katem prostym, wreszcieElE' - ze (X i (x' sa
prostopadle. Latwo wiec zauwazyc, zer jest symetria osiowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
izometria LI taka, ze dowolne dwie inwolucjer', LI' które sa jednoczesnie przemienne zr i z
obrazem r przy izometrii LI (a wiec i z inwolucja LlrLl-') musza same byc przemienne. Poniewaz
symetrie osiowe mozna identyfikowac z ich osiami, mozna zatem uwazac, ze zdefiniowalismy
pojecie prostej. Bedziemy wiec dalej oznaczac symetrie osiowe duzymi literami lacinskimi.
Relacje przecinania sie pod katem prostym zdefiniowac jest bardzo latwo:

K.l..L-KIL/\K# L.

Nieco trudniej zdefiniowac relacje przecinania pod dowolnym katem: dwie proste przecinaja sie
wówczas, gdy sa równe lub istnieja dokladnie trzy inwolucje przemienne z kazda z nich. W ten
sposób pokazalismy, ze geometrie mozna rozpatrywac jako teorie pewnych, specjalnych, grup.
Ostatnim ukladem, jaki zostanie tu przedstawiony jest' geometria bryl, pochodzaca od Tarskiego

(1929). Skladaja sie na nia pojecia: kula otw~rta oraz zawieranie. Najpierw jednak omówimy
modyfikacje tego ukladu pochodzaca od Jaskowskiego (1949). Modyfikacja polega na
zastapieniu pojecia kuli otwartej przez pojecie kuli domknietej (wraz z brzegiem). Kule
(w zaleznosci od potrzeby domkniete lub otwarte) bedziemy oznaczac literami ozdobnymi,
a relacje zawierania znakiems:.
Wsród kul domknietych latwo wyróznicpunkty. Sa to kule minimalne, nie zawierajace innych,
to znaczy spelniajace warunek:

dla dowolnego f?4: f?4 s: .Pi' -> f?4 = .Pi'.

Bedziemy je zatem oznaczac malymi literami lacinskimi. Nastepnie zdefiniujemy relacje

zewnetrznej stJ!cznosci

.Pi' 00 f?4 <-> istnieje dokladnie jedno 'l}, takie ze 'l} S .Pi', f?4
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Waznym problemem w badaniu rzeczywistosci
jest pytanie, jak ja opi~ac. Chodzi tu, wbrew
pozorom o dwie zupelnie rózne sprawy.
Po pierwsze musimy wybrac, jaki aspekt
realnego swiata bedziemy poznawali - tu

dokonuje sie podzial na dyscypliny
naukowe. Jest jednak jeszcze i drugie

pytanie - w jakim jezyku. Ludzie badajacy

nasze dokonania i mozliwosci w tym
zakresie uprawiaja, jak przyjeto mówic,
podstawy danej dyscypliny. Warto wiec

zwrócic uwage na fakt, ze dla autora
ponizszego artykulu proste, punkty, katy,
odcinki itp. to jednoznaczne, realne obiekty.
A jesli definiuje jedne z nich za pomoca

drugich, to dlatego, ze bada problem
w jakich jezykach dyscypline, której podstawy

uprawia - geometrie - mozna opisac
w sposób pelny. Definiujac nie krwje bytów,

a .nazywa w róznych jezykach stwierdzajac

tym samym ich przydatnosc do uprawiania

geometrii.

Patrz w niebo

lezenia punktu na brzegu

a Ód +-+ aoo dA V fftJ(a00!?doo.of)I\!?d "# a)

Dowolne dwa punkty a, b wyznaczaja kule, w której leza na koncach srednicy:

a' O· b = 0' ~ a, b O «(fA ~[V,#, fftJ, .Jt'"(a S dAb S ~l\doo"6'oofftJ /\.Jt'"S d!\.Jt'" S fftJ)]

Wreszcie mozemy zdefiniowac relacje kata prostego dla punktów:

L(abc) +-+ bO (a' O· c).

Zatem uklad pojec piewotnych zaproponowany przez Jaskowskiego jest równowazny ukladowi
Hilberta.

Z ukladem Tarskiego jest nieco trudniej. Zauwazmy jednak, ze czesc wspólna zstepujacego
(nieskonczonego) ciagu kul otwartych jest zawsze kula domknieta. Mówi sie wówczas, ze ów
ciag jest zbiezny do kuli domknietej. Niech{.rd n} bedzie zbiezny dod i {!?d n} - do :Jl.
Wówczas

,rd S !?d +-+ I\nV m(dn SfftJm).

W takiej sytuacji bedziemy pisac{dn} S { !?dn}; Dwie kule, które sie nawzajem zawieraja, musza
byc równe, zatem trzeba przyjac, ze jesli{,rd n} S {fftJ,,} S {dn}, to oba ciagi sa zbiezne
do tej samej kuli. Mozemy wiec przyjac, ze kola domkni~ta jest klasa ciagów zstepujacych kul
otwartych zbieznych do tej samej kuli. W rezultacie zdefiniowalismy w ukladzie Tarskiego
pojecia ukladu JaSkowskiego. Poniewaz zdefiniowanie kuli otwartej w ukladzie Hilberta nie
przedstawia trudnosci, wiec mozna uznac, ze równiez i system geometrii bryl jest równowazny
ukladowi Hilberta.

Na zakonczenie zauwazmy ciekawa wlasnosc systemu geometrii bryl: umozliwia ona traktowanie

geometrii jako teorii pewnych porzadków czesciowych. Nic w tym zreszta dziwnego; nie tylko
geometria, ale cala matematyka jest porzadkiem (czesciowym). '

Wsród górujacych na pazdziernikowym niebie gwiazdozbiorów latwo jest
zauwazyc charakterystyczna konstelacje Kasjopei, tworzaca nieco skrzywiona
litere W. W najblizszych dniach, 7 listopada minie rocznica zjawiska, które
mialo duzy wplyw na rozwój astronomii nie tylko XVI i XVII w. Tego dnia
1572 roku W. Shuler zauwazyl w gwiazdozbiorze Kasjopei "nowa gwiazde",
która potem okazala sie najja~niejsza supernowa od 500 lat. W ciagu nastepnych

o kilku dni byla ona obserwowana przez wielu znanych astronomów tamtych lat.
Wiele czasu poswiecil jej Tycho de Brahe, pisal on o "nowej gwiezdzie" mniej
wiecej w tych slowach:
"Jedenastego dnia listopada po zachodzie Slonca ... podziwialem gwiazdy na
bezchmurnym niebie ... zauwazylem, ze nowa, niezwykla gwiazda przewyzszajaca
pozostale swoja jasnoscia, swieci prawie dokladnie nad moja glowa; a poniewaz
znalem od dziecinstwa dokladnie wszystkie gwiazdy na niebie, bylo dla mnie
oczywiste, ze w tym miejscu zadna, nawet najmniejsza gwiazda nigdy nie swiecila,
nie mówiac juz o tak wyraznej i jasnej jak ta. Bylem tak zdziwiony tym widokiem,
ze przez chwile watpilem'tV wiarygodnosc moich oczu. Kiedy stwierdzilem,
ze inni, po wskazaniu im miejsca, równiez widzieli tam gwiazde, nie miale/ll
dalszych watpliwosci. Byl to prawdziwy cud, jakiego nikt nigdy nie widzial od
poczatku swiata".
W uznaniu duzego wkladu pracy w wyznaczeniu jasnosci i dokladnego polozenia
gwiazdy (z dokladnoscia do 30" bez lunety, która wynaleziono kilkadziesiat
lat pózniej) nazywa sie ja czesto gwiazda Tychona (lubB Cassiopeia).
Przez dwa tygodnie gwiazda przewyzszala jasnoscia wszystkie gwiazdy na niebieibyla widoczna nawet w ciagu dnia. W koncu listopada zaczela slabnac i zmieniac
kolor. Na poczatku biala, zaczela zólknac, a w koncu, coraz bardziej.
pomaranczowa a potem czerwona, znikla z zasiegu wzroku w marcu 1574 r.
Dzieki badaniom radiowym przeprowadzonym w latach szescdziesiatych naszego
wieku udalo sie odnalezc pozostalosc po poteznym wybuchu, jaki wstrzasnal
gwiazda 400 lat temu. Pozostala ciemna mglawica emitujaca fale radiowe,
rqzszerzajaca sie w przestrzen z ogromna, nawet na warunki 'kosmiczne,
predkoscia 9000 km/s.
Dzisiaj coraz lepiej rozumiemy, co jest przyczyna tak silnych eksplozji, mogacych
rozerwac cala gwiazde. Mimo, ze wiele szczególów jest ciagle niejasnychinumeryczne modele czesto "nie chca wybuchac", ogólny obraz jest coraz
jasniejszy - napiszemy o nim w jednym z najblizszych numerów.
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