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Dla dowolnych elementow a, b, ¢ € B:
1) a+b = b+a
2Dab=ba

3) a+(b+c) = (a+b)+c¢

Y a(b-cy=(ab)c

5) at+(a-b)y=a

6) a*(a+b)=a

7) a+(b-¢) = (a+b): (a+c)
8) a:(b+c)=(a*b)+(a-c)
9) (a+(—a))-b=5b

10) (a- (—a)+b =05
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Powiadaja, ze dobry matematyk potrafi dowodzi¢ wlasnosci pewnych pojec, wybitny —
potrafi dostrzec analogie migdzy pojgciami, genialny — dostrzega analogie migdzy

analogiami. O pewnych analogiach wlasnie, ktorych zauwazenie i ujecie w Sciste ramy
matematycznego opisu i rgzumowania zawdzigczamy matematykom wybitnym i genialnym, -
bedzie mowa w niniejszym artykule. W latach 1847 i 1854 George Boole, angielski matematyk
samouk, opublikowal dwie prace (ktérych tytuly przywodza na my$l XIX-wieczne biblioteki,
pelne grubych tomow oprawnych w skory): ,,The mathematical analysis of logic, being an essay
towards a calculus of deductive réasoning™ (czyli ,,Matematyczna analiza logiki, bedaca proba
opisu rachunku rozumowania dedukcyjirego™) i ,.An investigation of the laws of thought, on which
are founded the mathematical theories of logic and probability™ (czyli ,,Badanie praw myslenia,
na ktorych opierajg si¢ matematyczne teorie logiki i prawdopodobienstwa’), w ktorych wskazat
na to, ze dzialania na zdaniach logicznych podlegaja podobnym prawom formalnym co
dzialania na zbiorach. Spostrzezenie to spowodowalo, ze od drugiej polowy XIX wieku wiele
uwagi poswiecono tzw. algebrom Boole’a. Algebra Boole’a jest kazdy system (B,+, - ,—) zlozony
z niepustego zbioru B, z dwoch operacji (dziatan) dwuargumentowych +i- oraz jednej

operacji jednoargumentowej —, spetniajacych wypisane na marginesie warunki.

Jesli zbiorem B bedzie zbior wartosci logicznych {0, 1}, a operacjami na 0 i 1 beda dzialania
odpowiadajace kolejno alternatywie, koniunkcji i negacji zdan, to wszystkie powyzsze

warunki beda spelnione, a taka algebra Boole’a bedzie stanowila pelny opis rachunku zdar.
Podobnie warunki 1) — 10) bedg zachowane, gdy B bedzie rodzing wszystkich podzbiorow
pewnego ustalonego zbioru X, a operacjami beda odpowiednio: suma, iloczyn zbioréw oraz
dopeinienie zbioru w X. Algebre Boole'a, ktdrej elementami sa zbiory, a operacjami wlasnie *
suma, iloczyn i d_opelnienie teoriomnogosciowe (czyli ,,zwykle™ dzialania na zbiorach) nazywa
si¢ cialem zbiorow. Oczywiscie nie kazda algebra Boole’a jest cialem zbiorow: algebra opisujaca
rachunek zdan cialem zbioréw przeciez nie jest, a kazda ksigzka o algebrach Boole'a dostarczy
zainteresowanemu czytelnikowi wielu przykladow roznych algebr. Pojecie algebry Boole’a jest
wigc formalizacjg analogii miedzy wieloma réznymi systemami; kazda wlasnosc dajaca sig
wywies¢ w sposob formalny (tj. bez wnikania w to, czym sa elementy zbioru B, ani w znaczenie
symboli ,,+", ,,*" i,,—"") z warunkow 1) — 10) przystuguje kazdemu takiemu systemowi,
kazdej algebrze Boole’a.

Okazuje si¢ jedinak, ze ciala zbiorow sa najbardziej typowymi algebrami Boole’a. W latach
trzydziestych naszego wieku amerykanski matematyk M. H. Stone pokazal, ze kazda algebra
Boole’a jest izomorficzna z pewnym cialem zbiorow. Naszkicujmy pokrotce rozumowanie, na
ktorym opiera si¢ dowod tego twierdzenia: Niech (B, +, +, —) bedzie dowolna algebrg Boole'a.
Podzbior F zbioru B taki, ze zawsze, gdy a, be Forazce B, to a* b € Fi a+ ¢ € F, nazwiemy
Sfiltrem w B. Filtr F jest maksymalny, jesli jedynym zawierajacym go i roznym od niego filtrem
w B jest caly zbior B. Niech & » oznacza rodzine wszystkich filtrow maksymainych

w algebrze (B, +, -, —). Przyporzadkujmy kazdemu elementowi a € B zbior f(a) zlozony
dokladnie ze wszystkich filtréw maksymalnych, do ktorych nalezy element a; f(a) jest wigc
zawsze podzbiorem zbioru 5 5. Mozna wykazadé, ze takie przyporzadkowanie jest wzajemnie
jednoznaczna funkcjg ze zbioru B na rodzine {f(a): a € B} wszystkich podzbiorow zbioru

& postaci f(a). Ponadto, f(a+b) = f(a)wf(b), f(a* b) = f(a) nf(b) oraz f(—a) = Fs—f(a).
Przyporzadkowanie f jest wigc izomorfizmem algebry (B, +, -, —) na cialo zbioréw

({fla):a e B}, u, n, —). Twierdzenie Stone'a oznacza, ze kazda algebra Boole’a moze by¢
reprezentowana przez pewne cialo zbiorow, ktére ma dokiadnie te same wlasnosci

algebraiczne co algebra wyjsciowa. Stad np. jesli chcemy sprawdzi¢ prawdziwosé jakigls rownosci
(w ktorej wystgpuja symbole operacji algebry Boole’a) dla dowolnych elementow dowolnej
algebry Boole’a, to wystarczy przekona¢ sie, czy rownosc ta jest prawdziwa dla dowolnych
zbiorow, interpretujac operacje jako odpowiednie dzialania na zbiorach.

Opusémy na chwilg ciala zbioréw i algebry Boole'a i wejdZzmy w inny $wiat pojec.

W poczatkach XX wieku powstala i rozwijala si¢ (przy duzym zreszta udziale matematykow
polskich) dziedzina matematyki nazwana topologia, ktorej przedmiotem badan sa tzw,
przestrzenie topologiczne. Przestrzenia topologiczng jest kazdy zbior X z wyrdzniong rodzing

¢ jego podzbiorow taka, ze zbior pusty @ oraz caly zbiér X naleza do ¢, a ponadto suma
dowolnej rodziny zbiorow z ¢ i iloczyn dowolnej skoficzonej rodziny zbioréw z @ takze do @
naleza. Zbiory nalezgce do ¢ nazywa sie zbiorami otwartymi w X, a ich dopelnienia —
zbiorami domknietymi (zauwazmy, ze dopelnienie zbioru domknietego jest znow zbiorem
otwartym). I tak np. przestrzenia topologiczng jest zbiér R wszystkich liczb rzeczywistych,

w ktorym wyrdzniong rodzing zbiorow otwartych jest rodzina wszystkich takich

podzbiorow zbioru R, ktore sa sumami przedzialow otwartych na prostej (zbior pusty uwazamy
za przedzial otwarty). Przestrzenia topologiczna jest takze kazdy zbior X, w ktorym rodzing
zbioréw otwartych jest rodzina wszystkich podzbiorow tego zbioru: kazdy podzbior zbioru X'
jest zatem w tej przestrzeni zbiorem otwartym, a jednoczes$nie kazdy jest zbiorem domknigtym.
Taka przestrzen nazywa si¢ przestrzenig dyskretna; ale nie tylko w przestrzeniach dyskretnych
istnieja podzbiory, bedace jednocze$nie zbiorami otwartymi i domknietymi. W kazdej
przestrzeni topologicznej X takimi zbiorami (nazwijmy je otwarto-domknigtymi) sg zbiér @

16



i zbiér X — otwarte z definicji przestrzeni topologicznej, domknigte — bo s3 nawzajem swoimi
dopelnieniami.

Niech @2 bedzie rodzing wszystkich otwarto-domknigtych podzbioréw pewnej (dowolnej)
przestrzeni topologicznej X. Jesli A, B € 0%, to A UB jest zbiorem otwartym, gdyz jest suma
dwoch zbiorow otwartych; jednocze$nie —A i — B (bedac dopelnieniami zbiorow domknietych),
a wiec takze —A N— B, sa zbiorami otwartymi, skad wynika, ze zbiér A U B (réwny zbiorowi
—(—A n—B) na mocy praw de Morgana) jest zbiorem domkni¢tym. Okazuje si¢ zatem, ze

A UB jest zbiorem otwarto-domknigtym, gdy 4 i B sa takimi zbiorami. Podobne do
powyzszego rozumowanie pokazuje, ze rowniez zbior A N B jest wowczas otwarto-domknigty.
Latwo takze wywnioskowaé dalej, ze jesli A € 02, to i —A € 9. Tak wigc suma, iloczyn
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Chwila, w ktorej zapomnieli$émy o algebrach Boole’a i ciatach zbioréw okazala sig byé
stosunkowo krotka, rozwazania topologiczne doprowadzily nas do znalezienia nowej klasy
przykladow takich algebr. Ale czy sa to tylko kolejne przyklady? Powrdéémy do omowionego
wyzej twierdzenia Stone’a. Niech znéw (B, +, -, —) bedzie dowolng algebra Boole'a.

W zbiorze # » wszystkich filtréw maksymalnych w B wyrdznimy rodzine podzbiorow
otwartych @ w ten sposob, ze podzbior § zbioru # , nalezy do @ wtedy i tylko wtedy, gdy

S jest sumg pewnej rodziny zbioréw postaci f(a) (mowimy wowczas, ze rodzina {f(a): a € B}
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jest baza przestrzeni . ;). Nietrudno sprawdzi¢, ze w istocie % 5 z tak wyrdzniong rodzina
podzbiorow @ jest przestrzenia topologiczng (zauwazmy, ze @ € @ | F 5 € @, bo D jest sumg
pustej rodziny zbiordéw, a .# g jest suma rodziny wszystkich zbiordw postaci f(a)).

Z okreslenia rodziny @ wida¢, ze w szczegblnosci kazdy ze zbiorow f(a) jest zbiorem

otwartym; jednoczeénie kazdy z nich jest zbiorem domknigtym, bo dopelnieniem zbioru f(a)
jest zbior otwarty f(—a). Zbiory te sa wigec otwarto-domkniete i s3 to wszystkie otwarto-
domknigte podzbiory w opisywanej przez nas przestrzeni 5 5. Przestrzen, ktéra ma baz¢ zlozong
ze zbiorow otwarto-domknigtych nazywa sig przestrzenia calkowicie niespojng — taka jest
wlasnie nasza przestrzen. Ma ona ponadto nastepujace cieckawe wlasnosci:

a) dla dowolnych dwoch roéznych elementéw F i G tej przestrzeni istnieja dwa rozlaczne zbiory
otwarte P i S takie, z¢ Fe P i G € § (inaczej méwiac, kazde dwa rozne elementy tej

przestrzeni mozna rozdzieli¢ rozigcznymi zbiorami otwartymi),

b) z dowolnej rodziny zbioréw otwartych, ktorych suma jest cala przestrzen, mozna wybrad
rodzing skonficzong, ktorej sumg jest takze cala przestrzen.

Przestrzenie majgce wlasno$¢ a) nazywa si¢ przestrzeniami Hausdorffa, przestrzenie majgce
wilasnoé¢ b) — przestrzeniami zwartymi. Wreszcie — calkowicie niespsjne, zwarte przestrzenie
Hausdorffa okresla sig mianem przestrzeni Stone’a. Mozemy teraz podsumowa¢ dotychczasowe
rozwazania:

Kazda algebra Boole’a jest izomorficzna z cialem wszystkich podzbioréw otwarto-dombknigtych
pewnej przestrzeni Stone'a.

Tak wigc kazdej algebrze Boole'a B mozemy przyporzadkowaé odpowiadajacg jej na mocy
twierdzenia przestrzen Stone’a (oznaczmy ja przez S(B)); odwrotnie, kazdej przestrzeni Stone’a
(nie tylko zreszta takim przestrzeniom, jak widzielismy poprzednio) mozna przypoerzadkowad
algebre Boole’a jej podzbioréow otwarto-domknietych.

Twierdzenie powyisze jest przykladem czestego zjawiska dualizacji w matematyce: pojecia
wyrosle z réznych gruntoéw okazuja sig by¢ wymienne — tak jak wymienne sg dwa teksty,

z ktorych jeden powstal przez tlumaczenie drugiego na inny jezyk. Do badania algebr Boole’a
mozemy stosowac metody topologiczne, bo kazda algebra Boole'a jest — jak mowia matematycy:
z dokladnoscia do izomorfizmu — baza pewnej przestrzeni Stone’a; do badania pewnych
zagadnien topologicznych mozemy stosowaé metody algebraiczne, gdyz baza kazdej

przestrzeni Stone'a jest algebra Boole'a (a ogdlniej — algebrg taka jest rodzina wszystkich
otwarto-domknigtych podzbioréw dowolnej przestrzeni topologicznej). Taka dualizacja (czy
wymiennosc) nie grozi zagubieniem wlasnosci w procesie ,,tlumaczenia’ : dwie algebry Boole'a

A i B sg izomorficzne (a wigc majg te same wlasnosci algebraiczne) wtedy i tylko wtedy, gdy
przestrzenie Stone'a S(4) i S(B) sa homeomorficzne (czyli maja te same wilasnosci
topologiczne).

Oto prosty przyktad zastosowania stownika algebraiczno-topologicznego: wiasnosé ,,algebra
Boole’a B jest przeliczalna™ jest rownowazna wlasnosci ,,przestrzen Stone’a S(B) jest
metryzowalna”. Stosujac ,,stownik’ w drugg strone otrzymujemy twierdzenie nastepujace:

1w Przestrzen Stone'a jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy algebra jej otwarto-domknigtych
podzbiorow jest przeliczalna™.

Mozna oczywiscie podawa¢ przykiady bardziej ztozonych rownowaiznych wlasnosci algebraicznych
i topologicznych. Zamiast tego, przytoczmy cytat z ksiazki Paula Halmosa ,,Lectures on Boolean
Algebras”: ,,...Dzigki tej teorii mozna w zasadzie dualizowa¢ kazdy fakt i kazde pojecie,
przekladajac fakty i pojecia algebraiczne na topologiczne i odwrotnie. W prawie kazdym
przypadku taka dualizacja jest warta zachodu; czesto jest ona pozyteczna i pouczajgca, a juz
¢o najmniej — zabawna.™

17



