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Dla dowolnych elementówa, b, c E B:

l) a+b = b+a

2) a' b = b' a

3) a+(b+c) = (a+b)+c

4) a' (b· c) = (a' b)' c

5)a+(a'b)=a

6)a'(a+b)=a

7) a+(b' c) = (a+b)' (a+c)

8) a' (b+c) = (a' b)+(a' c)

9) (a+(-a»)' b = b

10) (a' {-a»)+b = b

Dualnosc na PKP

Jak wiadomo, kazdy pociag powinien miec
swój pociag dualny - ten kursujacy
" z powrotem". Pociagi dualne nazywaja sie
tak samo ("Kopernik", "Portowiec",
"Górnik", "Tatry", "Beskidy" ... ), maja
jednak rÓzne numery. Latwo sprawdzic, ze
duaJizacja pociagu pospiesznego tez jest
pospieszna, sezonowego - sezonowa, przy
czym sezony sa co najwyzej przesuniete'
o 1 dobe. A 'oto problemy do samodzielnego
rozwiazania:

1) Jaka regula rzadzi numerowaniem
pociagów dualnych

a) kursujacych w obrebie tej samej
Dyrekcji DOKP, ,

b) kursujacych miedzy róznymi Dyrekcjami;
2) Dlaczego duaJizacja pociagu "Beskidy"
relacji Warszawa Wschodnia-Bielsko-Biala
(planowy odjazd 14.03) jest pociagiem
.,Beskidy" relacji Gliwice-Warszawa
Wschodnia. Co robia w Bielsku z takim
nadmiarem wagonów (kilka tysiecy
rocznie)?
Literatura pom.ocnicza:Urzedowy Rozklad
Jazdy Pociagów1980/81, Wydawnictwa
Komunikacji i Laczno~ci. Warszawa 1980.

Powiadaja, ze dobry matematyk potrafi dowodzic wlasnosci pewnych pojec, wybitny-
potrafi dostrzec analogie miedzy pojeciami, genialny - dostrzega analogie miedzy
analogiami. O pewnych analogiach wlasnie, których zauwazenie i ujecie w scisle ramy
matematycznego opisu i rozumowania zawdzieczamy matematykom wybitnym i genialnym, -
bedzie mowa w niniejszy~ artykule ..W latach 1847 i 1854 George Boole, angielski matematyk
samouk, opub1ikowal dwie prace (których tytuly przywodza na mysl XIX-wieczne biblioteki,
pelne grubych tomów oprawnych w skóry):"The mathematical analysis oj logic,,geingan essay
towards a calculus oj deductive reasoning"(czyli "Matematyczna analiza logiki, bedaca próba
opisu rachunku rozumowania dedukcyjnego")i "An investigation oj the laws oj thought, on which

are Jounded the mathematical theories oj logic and probability"(czyli " Badanie praw myslenia,
na których opieraja sie matematyczne teorie logikiiprawdopodobienstwa"), w których wskazal
na to, ze dzialania na zdaniach logicznych podlegaja podobnym prawom formalnym co
dzialania na zbiorach. Spostrzezenie to spowodowalo, ze od drugiej polowy XIX wieku wiele
uwagi poswiecono tzw. algebrom Boole'a. Algebra B.oole'a jest kazdy system(B, +, . ,-) zlozony
z niepustego zbioruB, z dwóch operacji (dzialan) dwuargumentowych + i· oraz jednej

operacji jednoargument~wej -, spelniajacych wypisane na ,marginesie warunki.

Jesli zbiorem B bedzie zbiór wartosci logicznych{O, 1 }, a operacjami naO i 1 beda dzialania
odpowiadajace kolejno alternatywie, koniunkcji i negacji zdan, to wszystkie powyzsze

warunki beda spelnione, a taka algebra Boole'a bedzie stanowila pelny opis rachunku zdan.

Podobnie warunki I) - 10) beda zachowane, gdyB bedzie rodzina wszystkich podzbiorów
pewnego ustalonego zbioruX, a operacjami beda odpowiednio: suma, iloczyn zbiorów oraz

dopelnienie zbioru wX. Algebre Boole'a, której elementami sa zbiory, a operacjami wlasnie'

suma, iloczyn i dopelnienie teoriomnogosCiowe (czyli "zwykle" dzialania na zbiorach) nazywa
sie cialem zbiorów. Oczywiscie nie kazda algebra Boole'a jest cialem zbiorów: algebra opisujaca
rachunek zdan cialem zbiorów przeciez nie jest, a kazda ksiazka o algebrach Boole'a dostarczy
zainteresowanemu czytelnikowi wielu przykladów r9znych algebr. Pojecie algebry Boole'a jest
wiec formalizacja analogii miedzy wieloma róznymi systemami; kazda wlasnosc dajaca sie
wywiesc w sposób formalny (tj. bez wnikania w to, czym sa elementy zbioruB, ani w znaczenie
symboli" + ", " ." i ,,-") z warunkow 1) - 10) przysluguje kazdemu takiemu systemowi,
kazdej algebrze Boole'a.

Okaiuje sie jednak, ze ciala zbiorów sa najbardziej typowymi algebrami Boole'a. W latach
trzydziestych naszego wieku amerykanski matematyk M. H. Stone pokazal, ze kazda algebra

Boole'a jest izomorficzna z pewnym cialem zbiorów. Naszkic,!jmy pokrótce rozumowanie, na
którym opiera sie dowód tego twierdzenia: Niech(B, +, ., -) bedzie dowolna algebra Boole'a.
Podzbiór F zbioru B taki, ze zawsze, gdya, b E F oraz c E B, to a' b E F i a+ c E F, nazwiemy
Jiltrem w B. Filtr F jest maksymalny, jesli jedynym zawierajacym go i róznym od niego filtrem
w B jest caly zbiór B. Niech fF B oznacza rodzine wszystkich filtrów maksymalnych
w algebrze (B, +, ., -). Przyporzadkujmy kazdemu elementowia E B zbiór J(a) zlozony
dokladnie ze wszystkich filtrów maksymalnych, do których nalezy elementa; J(a) jest wiec
zawsze podzbiorem zbiorufF B,' Mozna wykazac, ze takie przyporzadkowanie jest wzajemni~
jednoznaczna funkcja ze zbioruB na rodzine {I(a): a E B} wszystkich podzbiorów zbioru
fF H postaciJ(a). Ponadto,J(a+b) = J(a) uJ(b),J(a· b)= J(a) nJ(b) orazJ( -a) = fFB-J(a).

Przyporzadkowanie J jest wiec izomorfizmem algebry(B, +, " -) na cialo zbiorów
({I(a): a E B}, u, n, -). Twierdzenie Stone'a oznacza, ze kazda algebra Boole'a moze byc
reprezentowana przez pewne cialo zbiorów, które ma dokladnie te same wlasnosci
algebraiczne co algebra wyjsciowa. Stad np. jesli chcemy sprawdzic prawdziwosc jakiejs równosci

(w której wystepuja symbole operacji algebry Boole'a) dla dowolnych elementów dowqlnej
algebry Boole'a, tQ wystarczy przekonac sie, czy równosc ta jest prawdziwa dla dowolnych
zbiorów, interpretujac operacje jako odpowiednie dzialania na zbiorach. -

Opuscmy na chwile ciala zbiorów i algebry Boole'a i wejdzmy w inny swiat pojec.

W poczatkach XX wieku powstala i rozwijala sie (przy duzym zreszta udziale matematyków
polskich) dziedzina matematyki nazwana topologia, której przedmiotem badan sa tzw.
przestrzenie topologiczne. Przestrzenia topologiczna jest kazdy zbiórX z wyrózniona rodzina
(!) jego podzbiorów taka, ze zbiór pusty 0 oraz caly zbiórX naleza do(!), a ponadto suma
dowolnej rodziny zbiorów z(!) i iloczyn dowolnej skonczonej rodziny zbiorów z(!) takze do (!)

naleza. Zbiory nalezace do(!) nazywa sie zbiorami otwartymi wX,a ich dopelnienia -
zbiorami domknietymi (zauwazmy, ze dopelnienie zbioru domknietego jest znów zbiorem
otwartym). I tak np. przestrzenia topologiczna jest zbiórR wszystkich liczb rzeczywistych,
w którym wyrózniona rodzina zbiorów otwartych jest rodzina wszystkich takich

_podzbiorów zbioruR, które sa sumami przedzialów otwartych na prostej (zbiór pusty uwazamy
za przedzial otwarty). Przestrzenia topologiczna jest takze kazdy zbiórX, w którym rodzina
zbiorów otwartych jest rodzina wszystkich podzbiorów tego zbioru: kazdy podzbiór zbioruX

jest zatem w tej przestrzeni zbiorem otwartym, a jednoczesnie kazdy jest zbiorem domknietym.
Taka przestrzen nazywa sie przestrzenia dyskretna; ale nie tylko w przestrzeniach dyskretnych
istnieja podzbiory, bedace jednoczesnie zbiorami otwartymi i domknietymi. W kazdej
przestrzeni topologicznej ~ takimi zbiorami (nazwijmy je otwarto-domknietymi) sa zbiór 0
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RZECZYWISTOSC J r:ST NIZPOf1IERNIE ZLOZO-

NA, a poznanie naszezbyt jest subie-

ktywne, abysmy spostrzegajac swiatlo
umieli zdecydowanie ocenic, gdzie
znajduje sie jego zródlo -w swiecie
zewnetrznym, w naszym oku, czy moze

jest to jedynie doznanie naszego 'mózgu?

{~

~
V:ielu zatem trzeb-..I. dokona~ selekcji,

'lby tak ogr:J.niczyc ze.kres naszychh1.-

d:1.n, t:7k okreslic pojeci3., tak sformu-
lowac pyt;tnia, t~k z:iwezi~ odpowiedzi,
'ibysmy sami zysk~li wrazeniet ze cos

na temat swi~t~ zosti.;.lo powiedzi~.lne

nam c zy prze z nas /gdyz to os t.<J. tnie

rozróznienie najmnie j jes t w:;.zne i
zn~czace/ •

r1amywówczas do czynienia z teoria,
która cieszy nas tak dlugo, az ten
czy ÓW zbawczy czynnik nasunie nam

spostrzezenie: rzeczywisto3(~ jest
niepomiernie zlozona wzgledem upro-

szczonego opisu, jakim dysponujemy

/cóz Z3. balw"'in z tego Aopernika,

Newtona, Darwina, Marksa, Cerwan-

te sa czy Lysenki! /.

Uwzgl~dniamy wiec wszelkie wyjatki,

niuanse, subtelnosci; bierzemy pod

uwage takie niewatpliwe wartosci,

jak indywidualne upodobania, su-

biektywne vlI'3zenia, intuicje i ape-

tyty, aby nareszcie osiagnac stan

wstepny naszych rozwazan i doformu-
lowac: RZECZYiiISTOSC J';ST NIEPO:-1IF.RNIE

ZLOZONA i nic pewnego nie da sie o niej

powiedziec.

i juz zaczelo sle przed;;tawienie.

Przycichla nieco orxiestra deta.
Na scene weszli dUJlscy ksiazeta;

chlopy jak byki z grzywa na k~i.rk<=lch,
przy kordelasach i przy zegarkach.

Bo po co aktor placze i sk::l.mle,
ze tylko on jest jedyny H::lmlet?

Dobra Dyrekcja, by te lzy otrzec,
z~daptowali1 sztuke s~motrzec.

Zami '1St dwudzies tu pieci u pas tac i
smi H':1mleci byli w dramacie.

Na diilbl8. Grab:lrz z ta Ofelija!
Chca grac chlop"ki, niech sie wyzyja.

ten sposób szl~gier pierwszy r<:tz
w swiecie!

Grali w IlHamleC'ie" sami Hamleci.

R':'?k;l na. sercu. l'w;'lrze ocnure.
"Byc 'i.lbo nie byc" wol;'.lli chórem. II

"Chryzos toma Bulwieci::\. podróz do
Ciemnoe;rodull

i\.J. Galczynski

i zbiór X - otwarte z definicji przestrzeni topologicznej, domkniete - bo sa nawzajem swoimi
dopelnieniami.
Niech (JP) bedzie rodzina wszystkich otwarto-domknietych podzbiorów pewnej (dowolnej)
przestrzeni topologicznejX. Jesli A, B E (JP),to A uB jest zbiorem otwartym, gdyz jest suma
dwóch zbiorów otwartych; jednoczesnie-A i - B (bedac dopelnieniami zbiorów domknietych),
a wiec takze -A n- B, sa zbiorami otwartymi, skad wynika, ze zbiórA u B (równy zbiorowi
- ( - A n- B) na mocy praw de Morgana) jest zbiorem domknietym. Okazuje sie zatem, ze
A uB jest zbiorem otwarto-domknietym, gdyA i B sa takimi zbiorami. Podobne do
powyzszego rozumowanie pokazuje, ze równiez zbiórA nB jest wówczas otwarto-domkniety.
Latwo takze wywnioskowac dalej, ze jesliA E (JP),to i -A E (JP).Tak wiec suma, iloczyn
zbiorów oraz dopelnie~ie zbioru wX sa operacjami w(J!!}, ich wyniki nie wyprowadzaja poza
te rodzine. Oczywiscie operacje te spelniaja wszystkie warunki l) - 10). System«(Jp), u, n, -)
jest zatem algebra Boole'a!
Chwila, w której zapomnielismy o algebrach Boole'a i cialach zbiorów okazala sie byc
stosunkowo krótka, rozwazania topologiczne doprowadzily nas do znalezienia nowej klasy
przykladów takich algebr. Ale czy sa to tylko kolejne przyklady? Powrócmy do omówionego
wyzej twierdzenia Stone'a. Niech znów(B, +, ., -) bedzie dowolna algebra Boole'a.
W zbiorze F B wszystkich filtrów maksymalnych wB wyróznimy rodzine podzbiorów
otwartych (J w ten sposób, ze podzbiór S zbioru FB nalezy do (J wtedy i tylko wtedy, gdy
S jest suma pewnej rodziny zbiorów postaci[(a) (mówimy wówczas, ze rodzina{f(a): a E B}
jest baza przestrzeni FB)' Nietrudno sprawdzic, ze w istocie FB Z tak wyrózniona rodzina
podzbiorów () jest przestrzenia topologiczna (zauwazmy, ze0 E (J i F B lO (J, bo 0 jest suma
pustej rodziny zbiorów, a FB jest suma rodziny wszystkich zbiorów postaci[(a».
Z okreslenia rodziny (J widac, ze w szczególnosci kazdy ze zbiorów[(a) jest zbiorem
otwartym; jednoczesnie kazdy z nich jest zbiorem domknietym, bo dopelnieniem zbioru[(a)
jest zbiór otwarty [(-a). Zbiory te sa wiec otwarto-domkniete i sa to wszystkie otwarto-
domkniete podzbiory w opisywanej przez nas przestrzeni:F B. Przestrzen, która ma baze zlozona
ze zbiorów otwarto-domknietych nazywa sie przestrzenia calkowicie niespójna - taka jest
wlasnie nasza przestrzen. Ma ona ponadto nastepujace ciekawe wlasnosci:
a) dla dowolnych dwóch róznych elementówF i G tej przestrzeni istnieja dwa rozlaczne zbiory

otwarte P i S takie, zeF E P i G E S (inaczej mówiac, kazde dwa rózne elementy tej
przestrzeni mozna rozdzielic rozlacznymi zbiorami otwartymi), ,
b) z dowolnej rodziny zbiorów otwartych, których suma jest cala przestrzen, mozna wybrac
rodzine skonczona, której suma jest takze cala przestrzen.
Przestrzenie majace wlasnosc a) nazywa sie przestrzeniami Hausdorffa, przestrzenie majace
wlasnosc b) - przestrzeniami zwartymi. Wreszcie - calkowicie niespójne, zwarte przestrzenie
Hausdorffa okresla sie mianem przestrzeni Stone'a. Mozemy teraz podsumowac dotychczasowe
rozwazania:

Kazda algebra Boole' a jest izomorficznaz cialem wszystkich podzbiorów otwarto-domknietych
pewnej przestrzeni Stone'a.

Tak wiec kazdej algebrze Boole'aB mozemy przyporzadkowac odpowiadajaca jej na mocy
twierdzenia przestrzen Stone'a (oznaczmy ja przez6(B»; odwrotnie, kazdej przestrzeni Stone'a
(nie tylko zreszta takim przestrzeniom, jak widzielismy poprzednio) mozna przyporzadkowac
algebre Boole'a jej podzbiorów otwarto-domknietych.
Twierdzenie powyzsze jest przykladem czestego zjawiska dualizacji w matematyce: pojecia
wyrosle z róznych gruntów okazuja sie byc wymienne - tak jak wymienne sa dwa teksty,
z których jeden powstal przez tlumaczenie drugiego na inny jezyk. Do badania algebr Boole'a
mozemy stosowac metody topologiczne, bo kazda algebra Boole'a jest - jak mówia matematycy:
z dokladnoscia do izomorfizmu - baza pewnej przestrzeni Stone'a; do badania pewnych
zagadnien topologicznych mozemy stosowac metody algebraiczne, gdyz baza kazdej
przestrzeni Stone'a jest algebra Boole'a (a ogólniej - algebra taka jest rodzina wszystkich
otwarto-domknietych podzbiorów dowolnej przestrzeni topologicznej). Taka dualizacja (czy
wymiennosc) nie grozi zagubieniem wlasnosci w procesie "tlumaczenia": dwie algebry Boole'a
A i B sa izomorficzne (a wiec maja te same wlasnosci algebraiczne) wtedy i tylko wtedy, gdy
przestrzenie Stone'a6(A) i 6(B) sa homeomorficzne (czyli maja te same wlasnosci
topologiczne).

Oto prosty przyklad zastosowania slownika algebraiczno-topologicznego: wlasnosc "algebra
Boole'a B jest przeliczalna" jest równowazna wlasnosci "przestrzen Stone'a6(B) jest
metryzowalna". Stosujac "slownik" w druga strone otrzymujemy twierdzenie nastepujace:

"Przestrzen Stone'a jest metryzowalna wtedyi tylko wtedy, gdy algebra jej otwarto-domknietych
podzbiorów jest przeliczalna".

Mozna oczywiscie podawac przyklady bardziej zlozonych równowaznych wlasnosci alg~[-lraicznych
i topologicznych. Zamiast tego, przytoczmy cytat z ksiazki Paula Halmosa"Lectures on Boolean
Algebras": " ... Dzieki tej teorii mozna w zasadzie dualizowac kazdy faktikazde pojecie,
przekladajac fakty i pojecia algebraiczne na topologiczne i odwrotnie. W prawie kazdym
przypadku taka dualizacja jest warta zachodu; czesto jest ona pozyteczna i pouczajaca, a juz
co najmniej - zabawna."
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