
statystyczny pozwalajacy przy pomocy modelu falowego na
wyznaczanie wartosci srednich. I na odwrót, dla duzych czestosci
energia fotonów jest duza, ich liczba jest nieduza, czasami mamy
nawet do czynienia z pojedynczymi fotonami. Dogodny wówczas
staje sie model korpuskularny, w którym oddzialywanie
promieniowania opisujemy jako zderzenia pojedynczych fotonów
z innymi czastkami. '
Dysponujac nowoczesna aparatura fizyczna mozemy wykonac
doswiadczenie doskonale ilustrujace podane wyzej wspólczesne
rozwiazanie dylematu: czastka czy fala? Wykorzystamy do tego
caly laser bedacy stabilnym zrbdlem monochromatycznego
promieniowania, charakteryzujacego sie doskonalymi
wlasnosciami interferencyjnymi w tradycyjnym sensie teorii
falowej. Promieniowanie lasera padajacego na ekr;m mozemy
wykryc za pomoca czulego fotomnoznika reagujacego na
pojedyncze fotony. Okazuje sie, ze rzeczywiscie liczba padajacych
fotonów jest proporcjonalna do natezenia fali. Tam gdzie na '
ekranie widac jasne prazki fotomnoznik wykazuje o'gromna
liczbe fotonów, zas tam gdzie widac ciemne miejsca liczba ta
jest duzo mniejsza.
Dla wielu fizyków, jednym z nich byl sam Einstein, niemoznosc
przewidzenia zachowania sie pojedynczych fotonów, czy tez
ogólnie kazdych pojedynczych mikroczastek: elektronów,
protonów itd., jest wada teorii i swiadczy o,jej przejsciowej
roli w rozwoju fizyki. Jest oczywiscie prawda, ze mamy tu do
czynienia z istotnym ograniczeniem naszej wiedzy o swiecie. Nie
wiemy dotad, czy jest to absolutne ograniczenie, czy tez
w przyszlosci potrafimy sie od niego uwolnic i podac bardziej.
szczególowe niz tylko statystyczne prawa dla ruchu fotonów
i innych mikroczastek. Na razie cieszy nas to, ze wszystkie
statystyczne przewidywania elektrodynamiki kwantowej pozostaja
w idealnej zgodnosci z danymi uzyskanymi w licznych', bardzo
precyzyjnych doswiadczeniach. Dla ilustracji tej tezy podam, ze
czestosc fali radiowej wysylanej przez atomy wodoru przy tak
zwanym przejsciu nadsubtelnym zmierzona w doswiadczeniu
wynosi 1420,4057517864 MHz, gdzie wszystkie podane cyfry
sa znaczace. Obliczona teoretycznie wartosc zgadza sie
z dokladno~lcia do jednej milionowej z wartoscia zmierzona.
Ta zadziwiajaca zgodnosc teorii z doswiadczeniem bardzo
krepuje swobode ruchów fizyków. Wielu z nich chcialoby
zmienic teorie, zastepujac prawa statystyczne prawami
przyczynowymi, które umozliwilyby dokladne przewidywanie,
zachowania sie fotonów i innych czastek elementarnych.I
Jednakze dotad nie udalo sie podac zadnej innej teorii mogacej
konkurowac z teoria kwantowa w calym ogromnym zakresie jej
zastosowan pod wzgledem precyzji przewidywan i zgodnosci
z doswiadczeniem. '

Na razie obowiazuje wiec ciagle dualizm korpuskularno-falowy
rozumiany jako koncepcja, wedlug której czastki-korpuskuly
poruszaja sie,srednio, zgodnie z prawami falowymi.

pniakach i kopniakach (hi, hi). Ale nie igraszki slowne skladaja
sie na algebre homologiczna. Takie jak widzielismy kocykle
tworza grupe (przy pewnych slabych dodatkowych zalozeniach)
a z tego taki pozytek, ze i sposoby sklejania tworza grupe, a z tego
taki pozytek, ze mozemy miec nadzieje, iz cos tak dziwnego
jak klejenie róznymi sposobami moze miec opis algebraiczny,
a z tego taki pozytek, ze dowiemy sie o tym czegos wiecej, a z tego
taki pozytek .. , oj, wkraczam juz na sliski grunt. -

*

Kazde chyba pojecie matematyczne ma swoje ko-pojecie i ten
dualizm ma swój sformalizowany opis w jezyku teorii kategorii.
Mamy wiec i kogrupy i koalgebry (ze nie wspomne juz o
kotangensie). Postaramy sie opisac pojecie "przestrzeni kostycznej"
(nazwa nie pochodzi od kosci, tylko od stycznosci).
Widzielismy juz, ze na plaszczyznie (i w kazdej przestrzeniE")
mozna wprowadzic dwa rodzaje wspólrzednych: kowariantne
(oznaczone przez wskazniki na dole:XI, X2, X3,"') oraz
kontrawariantne (wskazniki na górze:xl, X2, x3, ..• ). Widzielismy

n

tez, ze liczba I XIX' zalezy tylko od punktu, a nie od ukladu'
i=t

wspólrzednych.
A wiec mamy funkcje h: VkowX Vkonlr -> R; przez Vkow
oznaczylismy zbiór wspólrzednych kowariantnych, Vkonlr
kontrawariantnych. Ma ona nastepujace wlasnosci

1) h(a+b, t) = h(a, c)+h(b, c),
1') h(a, b+c) = h(a,b)+h(a,c),

2) h(ra,b) = rh(a, b), aE Vkow, b E Vkontr, rE R,
2') h(a, rb) = rh(a, b),
3) jezeli dla pewnegoa E Vkowi kazdego b E Vkontr mamy

h(a, b) = O, to a = O,

3') jezeli dla pewnegob E Vkontr i kazdego a E Vkowmamy
h(a,b) = O, tob = O.

Przestrzenie, zwiazane funkcjah o wymienionych powyzej
wlasnosciach nazywane sadualnymi albo: sprzezonymi, o funkcji h
mówimy, ze ustala ich dualnosc.
A wiec przestrzen kostyczna np. do powierzchni - to dualna do'
plaszczyzny stycznej do tej powierzchni. Mozemy powiedziec, ze
przestrzen kostyczna to przestrzen styczna z dualnymi
wspólrzednymi.
Fatalny brak miejsca w Delcie kaze przerwac opowiadanie w tym
bardzo ciekawym miejscu. Dlaczego ciekawym? A, bo teraz
rozpatrywalibysmy wiazki styczne, czyli zbiory zlozone ze
wszystkich przestrzeni stycznych i dualne do nich wiazki kostyczne
(czyli zbiory zlozone z przestrzeni kostycznych), zobaczylibysmy,
jak sa zabawnie wzgledem siebie pokrecone, ze co jedna zakreci,
to druga odkreci, oraz dostrzeglibysmy, jak w tym
skomplikowanym swiecie pojec abstrakcyjnych odbija sie prosta
regula: uklad wspólrzednych w lewo - wspólrzedne w prawo,
poprzeczka nizej - poziom usportowienia spoleczenstwa wyzej,
skapy tata - rozrzutny syn, nudny jeden artykul - ciekawsze
inne.
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Gastronomiczny dowód pewnego twierdzenia o dualnosci

Zgodnie z panujacym w matematyce stylem, zanim powiemy, o co chodzi, sformulujemy kilka
definicji. Bedziemy wiec najpierw rozpatrywacprzestrzen spozywczaS. Jej elementami beda
porcje miesa i ziemniaków; 2 kg miesa i 3 kg ziemniaków oznaczymy symbolicznie przez
2m+3z (prosimy nie pytac redakcji, co autor rozumie przez-m itp.). Wyrazenia am+bz mozemy
dodawac, odejmowac i mnozyc przez liczby -a wiec S jest przestrzenia liniowa; mozna wyobrazac
ja sobie jako pl~szczyzne o osiachm i z (rysunek).
Kazda przestrzen ma baze.Baza to po prostu uklad wektorów podstawowych na osiach. Jak
i kazdej plaszczyzny, tak i baza nasz~j przestrzeni spozywczej S sa wektory [1,O] = 1· m+
+O·zi[O,l]=O·m+l·z ..
Produkty spozywcze kupujemy w sklepie.Sklep to nic innego jak funkcja przyporzadkowujaca
kazdemu elementowis E S pewna liczbe rzeczywistar (wulgarnie mówiac: jego cene). A wiec
przestrzen sklepów sklada sie ze wszystkich funkcji (liniowych; cena rosnie liniowo wzgledem
ilosci towaru). Taka przestrzen nazywamy w matematycedualna doJub sprzezona zS i oznacZamy
przez S*. A kazdej bazie przestrzeni S odpowiada dualna do niej baza przestrzeniS*. W naszym
przypadku (tj. w przestrzeniS*) tworza ja dwa nieco zwariowane sklepy MIE oraz ZIE.
W pierwszym z nich placi sie tylko za mieso - zlotówke 2a kilogram. Kartofle dodaja tam'
za darmo, dla zachecenia ludzi do czestszego odwiedzania sklepu. Natomiast sklep ZIE- sprzedaje
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ziemniaki po zlotemu nie patrzac, ile kto wzial miesa. Czyli

MIE((,m) = l, MIE(I,z) = O,

ZIE(lom) = O, ZIE(loz) = I.

Kazdy inny rozsadny sklepikart, bioracya za kilogram miesa ib za kilogram kartofli, moze
byc opisany jako kombinacja liniowa aMIE+bZIE.
Wprowadzmy teraz do rozwazan przestrzen obiadowaO. Jej elementy - to obiady, zlozone
z dan miesno-ziemniaczanych. Wyróznimy trzy "bazowe" dania w naszej przestrzeni, wraz
z wystepujacymi w nich proporcjami mieso-ziemniaki: k= kartoflanka na podrobach (Im+7z),

g = gulasz z ziemniak-ami(2m+5z), b = ~rwisty befsztyk + frytki (3m+z). Kazdy obiad naszej

(; 1przestrzeni O jest ich kombinacja liniowa mozna zjesc pól porcji zupy i trzy' befsztyki:"2 k + 3b,

o I)'lub np. trzy zupy, dwa razy gulasz i cwierc befsztyka: 3k+2g+4b etc .. Na mocy samej

definicji przestrzen O jest trójwymiarowa. Przekonujemy sie latwo, ze elementami przestrzeni
dualnej 0* sa restauracje, gdyz przypisuja one ceny swoim obiadom, na ogól dosc róznie. Cena
obiadu' w tej samej restauracji tez rosnie liniowo wraz z ~ielkoscia porcji.
Musimy teraz rozstrzygnac, jakie restauracje tworza baze dualna do bazy {kartoflanka, gulasz,
befsztyk} przestrzeni O. Odpowiedz znajdujemy latwo: sa to knajpy ZU, OU i BE takie, ze

ZU(z) = I,

GU(z) = O,

BE(z) = O,

ZU(g) = O,

GU(g) = t,
BE(g) = O,

ZU(b) = O.

GU(b) = O.

BE(b) = l.

Rozwiazanie zadania M 238

J'rb' d (' 'b bo
eze I o Jest owo net zas 1 = 'bo-t t

A,

A, = bo+b" b. = A,~I '

A, = bo+b, + b•• itd" to kazde z wyrazen
A. = bo+b, + "o +b. ma zadana wlasnosc,
W naszym przypadku bo= 6 i obliczamy

b - 1619616 A _ 2821109901456
• - 1502161' • - 26 .

i naszym wy~niem jest
2821109901456 6 36
265710196655 = 6+"5 + 31+

1296 1619616
+ 1141+ 1502761 •

W pierwszej z nich placi sie tylko za zupe, objadajac sie gulaszem i befsztykami ile wlezie,

_w drugiej tylko gulasz jest w cenie, trzecia liczy sobie po zlotówce za jeden befsztyk, 'nie
dostrzegajac tlumów palaszujacych z apetytem kartoflanke z gulaszem.
Po wprowadzeniu tych podstawowych pojec przechodzimy do glównego toku naszych
rozwazan. Mamy oczywista funkcje"receptura" o argumentach wO a wartosciach w S:

rec(obiad) = produkty.

,Widzielismy, ze
rec(k) = 1m+ 1z,

rec(g) = 2m+5z,

rec(b) = 3m+z

i widoczne powyzej wspólczynniki liczbowe ukladaja sie w macierz [~ ~]. Zwyczajowo jednak

ustawia sie je tak: [I 2 31 i taka' macierz nazywa sie macierza danego przeksztalcenia_ 1 5 I

w zadanych bazach obu przestrzeni. Obliczylismy wiec macierz funkcji"receptura".
Kazde odwzorowanie liniowe pomiedzy dwiema'przestrzeniami liniowymi daje zycie
odwzorowaniu dualnemu. Wzorem okresla sie je w ten sposób:

jezeli f: W -+ V, to f* jest takim odwzorowaniem V* w W*, ze dla kazdegow e W mamy
(r(v*»(w) = v*(/(w».
U nas to bedzie tak. Z kazdym sklepem S* ep* mozna stowarzyszyc taka restauracjeCiot(S*),
w której za obiad placi sie tyle, ile zaplacilo sie w sklepie za produkty. Oczywiste jest,·ze taka
restauracje prowadzi nasza ciocia albo inna bliska krewna. Z samego okreslenia odwzorowania
dualnego wynika, ze

rec· = Ciot.

Jakie sa ceny w restauracjiCiot(MIE)? Oczywiscie takie:
zupa - I zl, gutasz - 2 zl, befsztyk -.3 zl,

a to znaczy, ze ta restauracja jest kombinacja liniowa;·

Clo/(MIE) = l· ZU+2' GU+3' BE.

Zupelnie podobnie stwierdzamy:ze skoro wCiot(ZIE) mozna zjesc kartoflanke za 7 zl, gulasz
za 5 zl, a befsztyk za zlotówke, to

Clo/(ZIE) = 1 ZU+5 GU+I BE.

Dwa Ostatnie wzory daja juz macierz naszego "dwzorowania dualnego rec*= Ciot. Widzielismy
juz, ze wystepujace w tych wzorach wspólczynniki liczbOwe ustawiamy w kolumnach i stad
mamy, ze macierzaCiot jest

zwana transponowana wzgledem[l 2 3]. Tak oto widzimy, zemacierza odwzorowania. 1 5 l
dualnego do f w bazach dualnych rozpatrywanych przestrzeni jest macierz transponowana wzgledem

macierzy odwzorowania f w danych bazach.

(opr. red. na podstawieThe Malhemallcal GazU/e, 1915).
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