Dualno$¢ w programowaniu liniowym

Najprostszg wersje zagadnienia programowania liniowego mozna
sformutowaé nastepujaco:
Znalez¢ najwieksza (lub najmniejszg) wartos¢ funkcji liniowej
zwanej funkcja celu

c{x) = ¢y x4+ ... +CaXn

na zbiorze A okre$lonym nastgpujgcymi nieréwnosciami:

i x5 =0
*) iy X+ o+ d@pxy < by

axy Xy + ... +axgxy = bi.

(Zbior A jest wige wieloscianem wypukiym).
Z punktu widzenia ,,matematyki czystej" teoria tego problemu
sprowadza si¢ do stwierdzenia, ze o ile poszukiwane maksimum
istnieje, to jest przyjmowane w jednym z wierzchotkow
wieloscianu A.
Wierzcholek taki mozemy znalez¢ rozwiazujac uklad n réwnan
liniowych wybranych z rownan

x =0

xp =10
i)
X + ... +agxy = by

Qi1 Xyt .. t@rnXn = by.
Tak wigc, aby nasz problem rozwigzaé, wystarczy:
2 A L +k p
1. rozwiaza¢ wszystkie (" - ) uzyskanych w ten sposob ukladow

rownan,

2. sprawdzi¢, czy rozwiazanie takiego uktadu spelnia pozostale k
warunkow (*), czyli czy nalezy do zbioru A,

3. wybrac sposrdod znalezionych wierzcholkow ten, w ktdorym
warto$¢ funkcji ¢ jest najwieksza.

Niestety, ,,rozwigzanie’ to nie ma wartosci praktycznej: dla
rozwigzania zagadnienia, w ktérym n = 50 zmiennych jest
zwigzane k = 150 warunkami, musieliby$my rozpatrzyé¢

k 200
(n: ] = ( o) ® 10'%° uktadéw 50 rownan z 50 niewiadomymi,

co gwarantowaloby nam zajecie na co najmniej 10'° lat.

Tak wigc nalezaloby poszukaé sprawniejszego algorytmu
rozwigzywania naszego zagadnienia. Pytanie jeszcze, po co?
Otz okazuje sig, ze wiele problemow ,,zyciowych™ (gléwnie
natury ekonomicznej) formuluje si¢c wlasnie w terminach
programowania liniowego.

Oto najprostszy przyklad.

Mozemy produkowac n roznych wyrobow, przy czym zysk z
produkcji jednostki i-tego wyrobu wynosi ¢;, a jej
wyprodukowanie wymaga a;, jednostek j-tego surowca. Mamy
do dyspozycji b, jednostek j-tego materiatu. Ile jednostek
poszczegolnych wyrobéw powinni$my wyprodukowaé, aby
osiggng¢ maksymalny zysk? Takie i podobne problemy pojawiaja
si¢ dostatecznie czgsto, aby bylo warto zajaé sie powaznie
szukaniem metody ich rozwigzywania. '

Nie bedziemy tu omawiac szczegblowo najbardziej znanego
takiego algorytmu (tzw. metody simplex), podamy tylko jej
sens geometryczny.

Droge do rozwigzania optymalnego zaczynamy od dowolnego
wierzchotka w, wieloscianu A (zwykle od punktu (0, ... ,0)).

Wsrod wychodzacych z tego wierzcholka krawegdzi szukamy

teraz tych, w kierunku ktorych rosnie funkcja celu. Jezeli takich
krawedzi nie ma, jeste$my juz w wierzcholku poszukiwanym

i mozemy zakoriczy¢ pracg. W przeciwnym przypadku wybieramy
krawedz ,,najbardziej obiecujaca™ i przechodzimy po niej do
nastgpnego wierzcholka, aby opisana procedure powtorzyé.
Wierzcholek optymalny znajdziemy wykonujac co najwyzej

k takich krokow.

Pora teraz na zapowiedziang w tytule dualnosé. Otoz

zagadnienie dualne polega na zamianie rél ograniczenn (materialow
w naszej interpretacji ekonomicznej) i zmiennych — czyli przejsciu
do przestrzeni sprzezonych — p. artykut M. Szurka

i gastronomiczny.

Otrzymujemy w ten sposob problem nastepujacy:

Znalez¢ minimum funkcji

diw) = bywi+ ... +bews
na zbiorze A wyznaczonym warunkami

an Wi+ o tag vk = 0y

PiaWi+ ... 4+ OkaWk = Cpn.

Zagadnienie jest poprawnie sformulowane, wystepuja w nim te
same wspodlczynniki co w zagadnieniu pierwotnym, ale co

maja ze soba wspolnego ich rozwigzania? I jaki jest ich sens?
Zauwazmy, ze w rozwigzaniu zagadnienia z / zmiennymi i m
warunkami warto$¢ niezerowa moze przybierac co najwyzej

min (/, m) zmiennych (dlaczego?).

Jezeli wigc np. k > n, to rozwigzaniem zagadnienia dualnego
bedzie punkt (w], ..., w§), w ktérym co najwyzej n wspolrzednych
bedzie roznych od zera. Wiemy, ze zmienne w; odpowiadaja
ograniczeniom (nierowno$ciom) zagadnienia pierwotnego —
wobec fego dokonalismy w ten sposob pewnego wyboru
warunkow. Okazuje sie, ze sg to dokladnie te nieroéwnosci, ktore
okreslaja wierzcholek poszukiwany w zagadnieniu pierwotnym,
Warto zauwazyc¢, ze gdy k # n, rozwigzywanie zagadnienia
pierwotnego i dualnego moze si¢ rozni¢ zlozonoscia rachunkow
i wobec tego w niektorych przypadkach rozwazanie problemu
dualnego moze przynies¢ istotny zysk czasowy.

Czy mozna jeszcze dokladniej sprecyzowac sens rozwiazania
dualnego?

Okazuje sig, ze tak. Rozwazmy mianowicie plaszczyzny
wyznaczajace poszukiwany wierzcholek x°. Beda to plaszczyzny
odpowiadajace pewnym zmiennym w; rozwiazania dualnego.
Jezeli teraz a1 x;+ ... +ammxs = by jest rownaniem takiej
plaszczyzny, to @ x;+ ... +ainXxs = b+ € bedzie rownaniem
bliskiej plaszczyzny rownoleglej. Takie ,,rozluznienie’ i-tego
warunku spowoduje, Ze rozwigzanie optymalne x° przesunie sig
do polozenia x%’, dajac pewien zysk na funkcji celu — zysk
proporcjonalny do &. Okazuje si¢, ze wspdlczynnikiem tej
proporcjonalnoéci jest wlasnie wf.

Gdybysmy dokonali ,,analizy wymiarowej” problemu
programowania liniowego w interpretacji ekonomicznej,
okazaloby sig, ze w; ma ,,wymiar” ceny zl/jednostka. Jest to tzw.
cena dualna i-tego materiatu, bgdaca miernikiem jego wzglednej
wartosci w okreslonej naszymi warunkami (*) sytuacji: materiaty,
ktorych mamy w nadmiarze maja ,,ceng” 0, a materialy
najbardziej potrzebne z punktu widzenia naszych celow — ceng
najwyzsza.
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Najbardziej znany uklad poje¢ pierwotnych pochodzi od Dawida Hilberta (1899). Pojeciami

1601 : y e tymi sa: punkt, prosta, plaszczyzna, lezy na, lezy miedzy i przystaje. Punkty beda oznaczane maltymi
PO.] Q"‘ 14 p 1ICTW Ol ne literami tacinskimi, duze litery lacifiskie zarezerwujemy dla prostych, a male greckie dla plaszczyzn

W geometrii
euklidesowej

(chyba, ze zaznaczono inaczej). Relacja incydencji (lezy na) bedzie oznaczana przez 1. Moze ona
zachodzi¢ migdzy punktami a prostymi lub plaszczyznami, a takze miedzy prostymi

a plaszczyznami. Relacja lezenia miedzy bedzie oznaczana przez B i moze zachodzi¢ migdzy
trzema punktami. Wreszcie relacja przystawania, =, moze zachodzi¢ dla dwu par punktéw lub

dwu par prostych. W pierwszym przypadku mowi si¢ o przystawaniu odcinkow, w drugim —

katow.

Nie jest to ani jedyny, ani nawet najprostszy uklad pojeé pierwotnych. Prostszy zaproponowat
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Alfred Tarski (1951). Skiada si¢ on z poje¢ wystepujacych juz u Hilberta. Pojeciami tymi sa

mianowicie: punkt, lezy miedzy, przystaje. Ten uklad poje¢ pierwotnych tez nie jest
SZCZERBA najekonomiczniejszy: relacje lezenia miedzy moina zdefiniowaé za pomocg przystawania.
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