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O dualizmie korpuskularno-falowym, umieszczonym w tytule
artykulu, bede mowit jedynie w zwiazku z promieniowaniem
elektromagnetycznym — strumieniem fotonow. Nie wyczerpie
to oczywiscie calego tematu, bo dualizm korpuskularno-falowy
charakteryzuje takze zachowanie sie pozostalych mikroobiektow,
ale ograniczenie zakresu wykladu umozliwi nam bardziej
szczegOlowe i glebsze wyjasnienie podstawowych pojeé

i koncepcji.

Fizyka promieniowania elektromagnetycznego zajmuje
wyréznione miejsce w strukturze wspolczesnej fizyki. Nie ma
zadnego innego przykladu tak rozleglego zakresu zjawisk
fizycznych oplsywanego tak doskonale za pomoca jednej
uniwersalnej teorii. Swiatlo, z ktérym obcuje cztowiek od zarania
swych dziejow i ktdremu tyle zawdzigeza, stanowi tylko jedna
oktawe w widmie promieniowania elektromagnetycznego.
Promieniowanie to zostalo zbadane w ogromnym zakresie,
liczacym kilkadziesiat oktaw, od bardzo twardych promieni
gamma do bardzo diugich fal radiowych. Wszystkie
przeprowadzone obserwacje i doswiadczenia wykazuja niezbicie,
ze w calym zakresie promieniowaniem elektromagnetycznym:
Jego wysylaniem, pochlanianiem i rozchodzeniem sig, rzadzg te
same prawa lizyczne.

Pora teraz wyjasnié, co to jest dualizm korpuskularno-falowy

i jaka byla jego historia.

Termin dualizm pochodzi od acinskiego stowa dualis — podwojny
i oznacza dwoisto$¢, czyli wystepowanie dwoch przeciwstawnych,
lecz dopelniajacych sig elementow, cech, aspektow. Na przyklad,
dualizm jako koncepcja filozoficzna oznacza poglad, ze Swiat
sklada sie z dwoch przeciwstawnych, dopeiniajacych sig
pierwiastkow: ducha i materii. W naszym przypadku dualizm
oznacza ze promieniowanie elektromagnetyczne zachowuje sie
jednoczesnie jak I‘OjOWISkO czastek i jak fala. Mimo, iz oba te
aspekty, czastkowy i falowy, wystepuja zawsze razem, to

w kazdym wybranym zakresie widma promieniowania latwiej

jest dostrzec tylko jeden z nich. Z ogromnym trudem mozna by
zaobserwowac u promieni gamma ich cechy falowe i rownie
trudno byloby wykry¢ cechy korpuskularne diugich fal radiowych.

Tak wiec dualizm korpuskularno-falowy, nie tylko jest cecha
charakterystyczng promieniowania elektromagnetycznego, ale
jest takze czyms$ na ksztatt klamry spinajgcej cale widmo
promieniowania, Im dluzsza fala promieniowania tym latwiej
nam dostrzec aspekt falowy; im wicksza energia fotonéw, tym
bardziej wyrazisty staje si¢ aspekt korpuskularny.

Historig¢ dualizmu korpuskularno-falowego nalezy niewgtpliwie
zaczac od Izaaka Newtona. Newton poswigcit wiele lat na
badania w dziedzinie optyki: od czasow studenckich do ostatnich
lat swego zycia. Wyniki tych badan zebral w obszernym dziele
zatytulowanym,,Optyka”, wydanym po raz pierwszy w 1704 roku
a pozniej wielokrotnie wznawianym w ulepszanych przez autora
wersjach. Na podstawie wielu obserwacji i doswiadczen, ktore
szczegOlowo opisal w Opryce, wiedziony genialng intuicja Newton
sformulowal teorig¢ $wiatla, ktora dla wspdlczesnego czytelnika
brzmi miejscami prawie jak ekspozycja... dualizmu
korpuskuiarno-falowego. Oczywiscie byloby ogromna przesada
twierdzi¢, ze Newton odkry! fotony, poniewaz nieznane mu byly
zadne fakty wymagajace wprowadzenia korpuskularnych cech
§wiatla. Mimo ogromnego autorytetu naukowego Newtona,

jego teoria $wiatla, zwana teoria emisyjna, nie zostala przyjeta
przez ogot fizykow. Dzigki pracom Huyghensa, Fresnela, Younga
i Arago, coraz wigcej zwolennikow zdobywala falowa teoria
$wiatla i w polowie XIX wieku powszechnie sadzono,

Ze wszystkie zjawiska opisane i przeanalizowane przez Newtona,
a takze zjawiska odkryte poZniej, mozna wyjasni¢ przyjmujac,

ze $wiatlo jest falg poprzeczna, rozchodzacy sie jako fala
sprezysta w hipotetycznym o$rodku zwanym eterem. Zagadnienie
mechanicznych wiasnodci tego osrodka bylo najslabszym
ogniwem teorii falowej w jej pierwotnej, mechanicznej wersii.

Na to, by wyjasni¢ obserwowane fakty: ogromna predkosé,
polaryzacje fal swietinych, wplyw ruchu osrodka materialnego
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Czy os liczbowa i linia prosta to to samo? Niezupelnie. Na

prostej wszystkie punkty s3 ,,takie same” i dopiero gdy umowimy
sig, Ze jeden z nich przedstawia liczbg 0, a inny liczbe 1 — mozemy
zaznaczyC wszystkie inne liczby i nasza prosta staje si¢ wlasnie
osig liczbowq. Kazdy punkt ma swoja wspdirzedng. Podobnie
kazdy punkt plaszczyzny przedstawia i moze by¢ przedstawiony

za pomoca pary liczb, ale o tym, ktére punkty odpowiadaja

jakim liczbom, decyduje uprzednio dokonany wybor ukladu
wspoltrzednych (osi i skal na osiach).

Funkcja f(x) = x—2 przesuwa o$ liczbowa o dwie jednostki

_w lewo; poczatek uktadu przewedrowal do punktu —2. A jak

zmienily si¢ wspolrzedne punktow? Oczywiscie zwigkszyly sig
o 2; inaczej: przesunely si¢ w prawo o 2 (bo minus to w lewo,
a plus — w prawo). To latwo zrozumie¢. Malemu wszystko
wydaje sie duze, a duzemu — malutkie.

Przeniesmy si¢ na plaszczyzng. Obro¢émy ja o kat & w lewo.
Jezeli przez x’ i ¥’ oznaczymy wspolrzedne obrazu punktu

o wspoirzednych %,y, to

{.r' = xcosg—ysina
V= xsina+ ycose,

co Czytelnik moze latwo sprawdzic, jesli nie znal tego przedtem.
Nowymi wektorami osi zostaly obrocone stare:

: E
-:'r"‘ X Rys. 1
/‘,qr W, = [cosa, sinal,
% Wi = [—sina,cosal.
o [h 3

Skoro zmienily si¢ osie i wersory ukfadu, to zmienily sie takze
wspolrzedne punktow i wektorow. Jak sig¢ zmienily? Skoro
uklad wspolrzednych obrécil si¢ w lewo, to — latwo zgadngé —
wspotrzedne ,,0broca si¢” w prawo, a to znaczy, ze zmienig
sig tak:
Xnowe = Xgtare * COST+ Vtare * SN2

Fnowe = — Xstare * SiN&+ Vsrare - COSAL.
Kto nie wierzy, niechaj to przeliczy, na przykiad tak, jak my
w nastepnym przykladzie tego typu. Rozpatrzymy przeksztalcenie
plaszczyzny opisane wzorem

{x’= 2+ Ty
¥ =x+4y,

¥ v 21
czyli 0 macierzy [l 4].
Jeieli przeksztalcenie S przestrzeni R® w siebie jest opisane wzorami

X3 = @ X +auX¥21+ ... +01%a

|x'| =g Xi+riaxat ... +d1aXn

Xp = G Xy +uaXa+ ... +0nnXy

@y @3 ... Gyp
to tablicg wspélczynnikéw [“" , "" ""]
. Oy Gpz - Gan
nazywamy macierza tego pruksitalccnia. Wyrazajge xy, ..., Xn przez

A}y eeey Xp (czyli rozwiazujac odpowiedni uklad réwnan, jedli to modliwe),,
otrzymujemy wzory na przeksztalcenie odwrotne do f. Macierz tego
przeksztalcenia odwrotnego nazywamy macierzq odwrotna do M i oznaczamy
przez M-1,

Niech punkt 4 ma wspolrzedne x, y, a €;, €; niech deq
wersorami osi, tj. €, = [1, 0], €; = [0, 1]. Zatem OA =
= x* €, +)" €. Przyjmiemy za nowe wektory osi obrazy
starych: 0, = [2, 1}, m2 = [7, 4], ezyli
{l‘h = ley +ua

*
) N2 = Tey + %62,

2 21 . 27
Macierz [ 2 ‘] nazywa si¢ transponowang do [ : ‘].



na rozchodzenie si¢ swiatla i inne, nalezato przypisac eterowi
niespotykane nigdzie i bardzo zagadkowe whasnosci.

Falowa teoria $wiatla przyjela ostateczna forme w drugiej polowie
XIX wieku po odkryciu przez Maxwella poprawnej teorii zjawisk
elektromagnetycznych. W 1865 roku Maxwell wydedukowat

ze swojej teorii istnienie fal elektromagnetycznych rozchodzacych
sie z predkoscia $wiatta 1 majacych inne wlasciwosci fal
Swietlnych. Na tej podstawie Maxwell wysunat hipoteze,

ze swiatlo jest falg elektromagnetyczng.

Tak powstala falowa, elektromagnelyczna teoria $wiatla,
doskonata w swej matematycznej formie i obchodzaca sig bez
kiopotliwego pojecia eteru. Drgania pola elektromagnetycznego
skladajace si¢ na falg¢ elektromagnetyczna nie wymagaly bowiem
zadnego przenoszacego je-osrodka: mogly z powodzeniem
rozchodzi¢ si¢ w prozni. Maxwell zmarl w 1879 roku nia
doczekawszy pelnego do$wiadczalnego potwierdzenia swojej
elektromagnetycznej teorii $wiatta. Dokonatl tego Henryk Hertz,
wykazujac w serii do$wiadczen przeprowadzonych w latach
1887—1888, ze przewidziane przez Maxwella fale
elektromagnetyczne rzeczywiscie istnieja w zakresie czestosci,
ktéry nazywamy obecnie radiowym. Doswiadczenia Hertza byly
ukoronowaniem teorii Maxwella i przekonaly one ostatecznie
fizykow o poprawnosci tej teorii.

W czasie wykonywania swoich do$wiadczen Hertz zauwazyl, ze
oswietlenie iskrownika w rezonatorze, stuzacym do wykrywania
fal, promieniowaniem ultrafioletowym, wzmaga przeskakiwanie
iskier. Nie potrafil on wyjasnic¢ tego faktu, ktory jak dzi§ wiemy,
byl wynikiem zjawiska fotoelekirycznego. Zjawisko to stalo sie
punktem wyjscia dla korpuskularno-falowej teorii $wiatla. Mamy
tu wigec do czynienia z jednym z tych zaskakujacych zbiegow
okolicznodci, w ktore obfituje historia fizyki. Doswiadczenie
bedace ostatecznym dowodem teorii falowej zawiera juz elementy,
z ktorych wyloni sig w przyszio$ci nowa teoria, Warto w tym
miejscu zwroci¢ uwage na zbieg okolicznosci zupelnie innej
natury, ale tez dotyczacy obu omawianych teorii. Tworca falowej,
elektromagnetycznej teorii swiatla, James Clerk Maxwell zmart
w 1879 roku. W tym samym roku urodzil sie Albert Einstein,
ktory w 1905 roku wykazal, ze swiatlo ma nature ziarnistg i tym
samym obalil teorig Maxwella w jej pierwotnej formie.

Koncepcja Einsteina byla oparta na hipotezie kwantow energii
sformutowanej 5 lat przedtem przez Plancka. W celu wyjasnienia
obserwowanego rozkladu widmowego promieniowania
elektromagnetycznego, wysylanego przez rozgrzane ciala, Planck
przyjal, ze promieniujace cialo zachowuje sig jak zbior
rezonatorow nastrojonych na rozne czgstosci. Energia drgan
kazdego takiego rezonatora musi by¢ wielokrotnoscia hy,

gdzie » jest czgstoscig drgan a h nowga stala uniwersalna, zwana
dzi$ stala Plancka. Na podstawie tej hipotezy Planck otrzymatl
wzor na rozklad widmowy promieniowania doskonale zgadzajacy
si¢ z doswiadczeniem. Mimo tej zgodnosci, hipoteza Plancka

tak dalece odbiegata od powszechnie przyjetych podowczas
koncepcji fizycznych, iz nie tyle zostala odrzucona, co
zignorowana przez wiekszosé fizykow.

Einstein posunal hipotezg¢ Plancka znacznie dalej, postulujac,
ze nie tylko jakie$ hipotetyczne rezonatory w rozgrzanych
cialach, ale samo promieniowanie elektromagnetyczne o czestosci
¥ moze nies¢ energie jedynie w porcjach o energii hy. Bylo to
zdecydowane odejscie od tradycyjnej, falowej teorii $wiatla,
wedlug ktorej energia fali jest proporcjonalna do kwadratu
amplitudy drgan pola i moze zatem przyjmowa¢ dowolne
wartosci. Ani w pierwszym artykule Einsteina ani w nastgpnych
nie pojawila sig nazwa foton. Taka nazwe dla kwantow
promieniowania elektromagnetycznego zaproponowal dopiero
w 1926 roku malo znany fizyk Lewis,

Einstein uzyl swojej teorii Swiatla nie tylko do lepszego
uzasadnienia wzoru Plancka, ale takze do wyjasnienia
prawidlowosci wystepujacych w zjawisku fotoelektrycznym.

O zjawisku tym wspominaliSmy przy omawianiu doswiadczen
Hertza, ale bylo ono poZniej badane bardziej dokladnie.

Wedtug Einsteina zjawisko fotoelektryczne powinno
charakleryzowac si¢ liniowa zaleznoscia energii kinetycznej
elektron6éw wybijanych z metalu przez promieniowanie od
czgstosci padajacego promieniowania: Ey;n = hv—P. Linie
proste na wykresie funkcji Ey,(v) dla roznych metali moga
zaczynac sig w roznych miejscach, ze wzgledu na rézne prace
wyjécia P, ale ich nachylenie powinno by¢ takie samo, gdyz
jest ono wyznaczone przez stalg Plancka. Przewidywania te
byly zgodne z obserwacjami Lenarda z lat 1902—3, ale dopiero
wieloletnie, bardzo doktadne doswiadczenia Millikana w petni
potwierdzily przewidywania Einsteina pod wzgledem ilosciowym.
Doéwiadczenia te przekonaly wszystkich sceptykow, ze swiatlo
ma takze naturg ziarnista. Rezultatem tych dos$wiadczeni byla

Obliczymy, jak zmienia sie wspotrzedne punktu 4. Rozwigzujac
powyzszy uklad rownan mamy

€ =4n—n,
L; = -+ 20,
czyli mozemy napisac
OA = x(4n; —na) +y(— Tn1 4+ 2n3) = (4x—Tymy + (= x+ 22,
a to znaczy, ze nowymi wspofrzednymi punktu 4 s3
Xnowe = 4x—)
{ynuw: = —Tx+2y.
Wspélczynnik“i wystepujace w powyzszym wzorze ukladajg sie

W macierz [ . odwrotng do wyjsciowej

741"

Mozemy to sformulowac tak:

wspolrzgdne punktow plaszezyzny poddanej przeksztalceniu

o macierzy A zmieniaja sie zgodnie z macierza odwrotna do A.
Widzielismy to juz na przykladach: uktad wspotrzednych

w lewo — wspotrzedne w prawo, itd. Dlatego tez te wspolrzedne
kartezjanskie noszg dodatkowe okreslenie: kontrawariantne,

co po polsku znaczy ,,przeciwzmiennicze™ i to chyba wyjasnia,
skad ta nazwa.

Sa i wspolrzedne kowariantne, alias wspolzmiennicze, tj.
zmieniajgce sie zgodnie z danym przeksztalceniem ukladu
wspotrzednych. Mianowicie polozenie punktu A na plaszczyznie
mozemy okresli¢ jednoznacznie podajac iloczyny skalarne
wektora OA przez wektory osi €, , €,. Te iloczyny OA - €, ,

OA - €, sa wlasnie naszymi wspolrzgdnymi kowariantnymi.
Czytelnik, jesli zechce, bez trudu wykaze, ze istotnie, zmieniaja
sig one zgodnie z macierzg wystepujaca we wzorach (*). Jest

to macierz transponowana wzgledem macierzy przeksztalcenia —
a nie odwrotna. Mozemy powiedzieC, ze poruszajacy sig uklad
wspolrzednych ,,wlecze za sobg™ wspolrzedne kowariantne
punktow (jak si¢ zmienia wektory, tak i wspolrzedne),

Rys. 2, Para (x!, x?) tworzy
wspolreedne kontrawariantne,
a (xy, x3) — wspoirzedne
kowariantne punktu p.

. a wspolrzedne kontrawariantne (kartezjanskie) odbijaja jego ruch

jak gdyby w lustrze. Te dwa typy wspélrzednych zwiazane sa ze
soba jak lewo i prawo, przod i tyl czy gora i dol. Spotkalismy sie
z przejawami dualnosei, czy lepiej po polsku: dwoistosci.

Mamy tu zadanie dla Czytelnika:

Jeseli xy, ¥; oznaczajg wspoirzedne kowariantne, a x', x? — wspélrzedne
kontrawariantne ustalonego punktu, to wielkodé x,x'+ x;x? nie zmienia sig
przy dowolnej zmianie ukladu wspdlrzednych,

*

Gdy konserwatywni Anglicy przejda wreszcie na ruch
prawostronny, to czy wystarczy, jezeli

1) powiedza: jechac prawg strona!

2) odwroca znaki drogowe i przemalujg ,,zakaz skretu w prawo”
na ,,zakaz skretu w lewo” itd.?

*

Pobawmy sig¢ wstega Mobiusa. Mozemy ja sobie zrobi¢ z paska
papieru, obracajac jeden z jego koricow przed sklejeniem o 180°.
A czy mamy obroci¢ go w prawo czy w lewo? Czy to nie
wszystko jedno, skoro lewo i prawo sa dwoiste?

Nie, nie wszystko jedno! Oto prawo— i lewostronna wstega
Mibiusa.




rowniez... nagroda Nobla dla Einsteina w 1921 roku za teorig -
zjawiska fotoelektrycznego (nie za teorig wzglednosci). W dwa
lata poZniej Compton w swoich do$wiadczeniach nad
rozpraszaniem promieni X na elektronach wykazal ziarnista
natur¢ promieniowania elektromagnetycznego takze i w tym
zakresie widma.

Mozna powiedzie¢, ze po tych odkryciach w optyce w pelni
zapanowal dualizm korpuskularno-falowy. Do opisu pewnych
Zjawisk (ugiecie fal, interferencja itp.) uzywano obrazu falowego;
do opisu innych (zjawisko fotoelektryczne, jonizacja gazu,
zjawisko Comptona itp.) uzywano obrazu korpuskularnego.

Ze wzgledu na to, ze oba te obrazy traktowano jako
wykluczajace sie wzajemnie, sytuacja byla wysoce
niezadowalajaca. Trwala ona jednak przez przeszio 20 lat.
Rozwigzanie tego paradoksu przyniosia elektrodynamika
kwantowa, ktora powstala w rezultacie odkrycia przez
Heisenberga, Schriodingera, Borna, Jordana i innych mechaniki
kwantowej. Podstawy elektrodynamiki kwantowej, sformulowane
przez Paula Diraca w 1927 roku, stanowily rozszerzenie idei
mechaniki kwantowej na promieniowanie elektromagnetyczne.
Jakiej odpowiedzi dostarcza elektrodynamika kwantowa na
pasjonujace fizykow od czasow Newtona pytanie: czy Swiatlo
jest czastka czy fala? Mozna odpowiedzie¢ zartobliwie, ze
odpowiedzia jest tez pytanie: a dlaczego $wiatlo mialoby by¢
albo czastka albo fala? Pod pojgciami czastki i fali kryje si¢
przeciez tradycyjna tre$¢ uksztaltowana pod wplywem badan
takich obiektow jak kule bilardowe czy fale na wodzie.
Klasyczne modele tego typu nadaja sie, jak sie okazuje, do

opisu whasnosci fizycznych promieniowania elektromagnetycznego
tylko w ograniczonym zakresie ale nie udaje sig za ich pomoca
opisac wszystkich zjawisk. Sytuacja taka nie jest zreszta w fizyce
weale wyjatkowa. Na przyklad, do opisu ruchu Ziemi wokol
Stonca wystarcza model punktu materialnego, ale model ten

jest zupelnie nieprzydatny do opisu trzesien ziemi.
Elektrodynamika kwantowa podaje precyzyjny opis matematyczny
promieniowania elektromagnetycznego, z ktorego wynika takze
w jakich warunkach mozemy uzywa¢ uproszczonych modeli
promieniowania: korpuskularnego i falowego. Kluczem do
zrozumienia zwigzku miedzy tymi dwoma opisami jest
statystyczny charakter praw kwantowych. W wielkim skrocie,
wspolczesna teoria promieniowania elektromagnetycznego

opiera si¢ na nastgpujacych tezach. Promieniowanie
elektromagnetyczne ma naturg ziarnista; mozna sobie wyobrazic,
ze sklada si¢ ono z fotonow o energiach hr. Dla pojedynczych
fotonow obowigzuja znane z mechaniki zasady zachowania
energii, pedu i momentu pedu, zmodyfikowane zgodnie

z wymogami teorii wzglednosci (fotony poruszajg sie z predkoscia
$wiatla). Fotonow nie mozna jednak wyobrazac sobie w postaci
twardych kulek, migdzy innymi dlatego, ze nie mozna ich
zlokalizowa¢ w przestrzeni i dlatego, ze posiadaja wlasnosé
zwang skretnoscia, ktorej przejawem jest polaryzacja Swiatla,
Falowa natura $wiatla pojawia si¢ dopiero przy rozpatrywaniu
ruchu wielu fotonow, przy czym zwiazek miedzy fala a fotonami
ma wlasnie charakter statystyczny. Ze zblizonym obrazem
zjawiska mamy do czynienia w przypadku rury Kundta
wypetnionej okruchami korka, gdy wzbudzimy w niej stojaca
falg dzwigkowa. Nie potrafimy przewidzie¢, w ktérym miejscu
znajdzie si¢ dany okruch, ale wiemy, iz w wezlach fali wystapi
nagromadzenie okruchow. Podobnie i fala elektromagnetyczna,
za pomocg ktorej opisujemy zachowanie si¢ wiazki fotonow
pozwala wyznaczy¢ zaggszezenia i rozrzedzenia fotonow

w przestrzeni. Mowiac bardziej precyzyjnie, prawdopodobienstwo
znalezienia fotonu jest proporcjonalne do kwadratu amplitudy
drgan pola elektrycznego i magnetycznego fali.

W ten sposob teoria falowa, lub raczej model falowy,
promieniowania elektromagnetycznego, podobnie jak kinetyczna
teoria materii, pozwala przewidzie¢ $rednie warto$ci wielkosci
fizycznych. Jezeli fotonow w wiazce jest bardzo duzo, to taka
umiejetnos¢ przewidywania na ogoél zupelnie nam wystarcza. Na
przyklad potrafimy przewidzie¢ ksztalt obrazow dyfrakcyjnych

i interferencyjnych, cho¢ nie wiemy w jakim kierunku podazy
pojedynczy foton. Prostym mechanicznym modelem powstawania
okreslonych obrazéw w wyniku statystycznych prawidiowosci
jest deska Galtona. Nie wiemy bowiem dokad poleci dana kulka,
ale dla duzej liczby kul potrafimy dokladnie przewidzie¢ ich
rozklad.

Rozumiemy teraz dlaczego model falowy staje sie coraz to

lepszy, gdy maleje cz¢stos¢ promieniowania. Fotony o malej
czgstosci maja mniejsze energie i trzeba ich wigcej, na to by
otrzymac strumien promieniowania o danej catkowitej energii.

Z kolei, im wiecej fotonow, tym mniej interesujacy jest los
kaizdego z nich i jego charakterystyki. Ciekawy jest jedynie opis

3

A oto: prawo— 1 lewoskretna kostka do gry i siatka, z ktorej
mozna je skleic.
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Gdy matematyk pobawi si¢ troche szczegolnymi przykladami,
bierze si¢ za ogolng teorig. Wigc i my stworzmy Ogolng Teorie
Klejenia.

Polecenie: polacz 4 z B, sklejajac a z b (rysunek 3), moze by¢
wykonane jednoznacznie dopiero wtedy, gdy powiemy wyraZnie
jak doklei¢ a do b. Ktory punkt ma by¢ sklejony z ktérym. Mozna
powiedzie¢, ze okreslamy funkcje g:a — b i sklejamy potem

x z g(x).

Rys. 3

Rys. 4
Gdy checemy polaczy¢ kilka paskow, musimy liczy¢ sig
z ewentualnosScia wielokrotnej nakladki Wyobrazmy sobie, ze
chcemy polaczy¢ 4,, Az, ..., A, sklejajac je wzdluz ich czgsci
X, S A, X, € Az, ..., Xa © As. Musimy zatem wyjasnié, jak
dokleli¢ X; do X;, a wigc dla kazdych i, j mamy okresli¢
wzajemnie jednoznaczna funkcje gi: X — X (rys. 4). No i dobrze.
Ale, jezeli pewien punkt jest sklejony z innym, a ten drugi
Z trzecim, to i pierwszy z trzecim. To znaczy, ze nasze funkcje
muszg spetnia¢ warunek

g ogiy = gu dlakazdych i, j, k.
Ponadto g,y = g7;" (dlaczego?), skad wynika (jak?), ze g, = id.

1 oto nasza ,,teoria sklejenn” i jej pierwsze twierdzenie.
Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy

a) sposobami polgczenia zbivrow Ay, Az, ..., A, przez sklejenie
ich wzdluz podzbiorow X, = A;;
oraz

b) zespolami n* funkcji gi;: X, — X; takimi, ze

l)gu = g.f_fl|
2)gnogij = &y
i—poprzyjeciu X, =X, = ... =Xy =X

¢) zespolami n* funkcji gi;: X — X takimi, ze spelnione sq 1) i 2)
z poprzedniego punktu b.

Taki jak w ) zesp6l funkeji g1y nosi bardzo madrze brzmiaca
dluga nazwe: jednowymiarowy kocykl w sensie Cecha ukladu

Ay, ..., Ay 0 wspolczynnikach w grupie automorfizmow X i nasze
prosciutkie twierdzenie ,,wyglada™ teraz bardzo powaznie:
Zbidr wszystkich jednowymiarowych kocykli w sensie Cecha ukladu
Ay, Az, ..., An 0 wspdlezynnikach w grupie automorfizmow X
opisuje wszystkie sklejenia zbioréw Ay, Az, ..., An wzdluz X.

1 co z tego? — zapyta Czytelnik. Ot6z doprowadzilismy Cig,
Czytelniku, do brzegu bardzo szybko rozwijajacej si¢ algebry
homologicznej, w ktorej jest mowa o cyklach i kocyklach,
brzegach i kobrzegach, homologiach i kohomologiach,
stycznych i kostycznych (to nie dowcip), produktach i
koproduktach (tez nie zart), kompleksach i kokompleksach

(i to nie) oraz o minach i kominach (zart, zart!) a takze o



statystyczny pozwalajacy przy pomocy modelu falowego na
wyznaczanie wartosci srednich. T na odwrdt, dla duzych czgstosci
energia fotonow jest duza, ich liczba jest nieduza, czasami mamy
nawet do czynienia z pojedynczymi fotonami. Dogodny wowczas
staje su; model korpuskularny, w ktérym oddziatywanie
promjcmowama opisujemy jako zderzenia pojedynczych fotonow
z innymi czastkami.
Dysponujac nowoczesna aparaturg fizyczng mozemy wykonad
doswiadczenie doskonale ilustrujace podang wyzej wspolczesne
rozwiazanie dylematu: czastka czy fala? Wykorzystamy do tego
caly laser bedacy stabilnym Zrodiem monochromatycznego
promieniowania, charakteryzujacego si¢ doskonaltymi
wlasnosciami interferencyjnymi w tradycyjnym sensie teorii
falowej. Promieniowanie lasera padajacego na ekran mozemy
wykry¢ za pomoca czulego fotomnoznika reagujacego na
pojedyncze fotony. Okazuje sig, Ze rzeczywiscie liczba padajacych
fotondw jest proporcjonalna do natgzenia fali. Tam gdzie na
ekranie widac jasne prazki fotomnoznik wykazuje ogromna
liczbe fotonow, za$ tam gdzie widac ciemne miejsca liczba ta
jest duzo mniejsza.

Dla wielu fizykow, jednym z nich byt sam Finstein, niemozno$¢
przewidzenia zachowania si¢ pojedynczych fotonow, czy tez
ogodlnie kazdych pojedynczych mikroczastek: elektronow,
protonow itd., jest wada teorii i §wiadczy o jej przejSciowej

roli w rozwoju fizyki. Jest oczywiscie prawda, ze mamy tu do
czynienia z istotnym ograniczeniem naszej wiedzy o swiecie. Nie
wiemy dotad, czy jest to absolutne ograniczenie, czy tez

w przysziosci potrafimy si¢ od niego uwolni¢ i poda¢ bardziej
szczegblowe niz tylko statystyczne prawa dla ruchu fotonow

i innych mikroczastek, Na razie cieszy nas to, ze wszystkie
statystyczne przewidywania elektrodynamiki kwantowej pozostaja
w idealnej zgodnosci z danymi uzyskanymi w licznych, bardzo
precyzyjnych do$wiadczeniach. Dla ilustracji tej tezy podam, ze K
czgstosé fali radiowej wysylanej przez atomy wodoru przy tak
zwanym przej$ciu nadsubtelnym zmierzona w dodwiadczeniu
wynosi 1420,4057517864 MHz, gdzie wszystkie podane cyfry

sg znaczace. Obliczona teoretycznie wartosc zgadza sig

z dokladnoscia do jednej milionowej z wartoscia zmierzong.

Ta zadziwiajaca zgodnos¢ teorii z doswiadczeniem bardzo
krepuje swobode ruchow fizykow. Wielu z nich chciatoby
zmieni¢ teorig, zastgpujac prawa statystyczne prawami
przyczynowymi, ktére umozliwityby dokladne przewidywanie
zachowania sie fotonow i innych czastek elementarnych. /
Jednakze dotad nie udalo sie podac zadnej innej teorii mogacej
konkurowac¢ z teorig kwantowa w calym ogromnym zakresie jej
zastosowan pod wzgledem precyzji przewidywan i zgodnosci

z doswiadczeniem, ;

Na razie obowigzuje wiec ciagle dualizm korpuskularno-falowy
rozumiany jako koncepcja, wedlug ktorej czastki-korpuskuty
poruszaja sig, frednio, zgodnie z prawami falowymi.
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pniakach i kopniakach (hi, hi). Ale nie igraszki sfowne skladaja
sie na algebre homologiczna. Takie jak widzielismy kocykle

-tworza grupe (przy pewnych stabych dodatkowych zalozeniach)

a z tego taki pozytek, Ze i sposoby sklejania tworza grupe, a z tego
taki pozytek, Ze mozemy miec nadziej¢, iz cos tak dziwnego

jak klejenie roznymi sposobami moze miec¢ opis algebraiczny,

a z tego taki pozytek, ze dowiemy si¢ o tym czego$ wigcej, a z tego
taki pozytek ... oj, wkraczam juz na §liski grunt.

*

Kazde chyba pojecie matematyczne ma swoje ko-pojecie i ten
dualizm ma SWOJ sforma!tzowany opis w jezyku teorii kategorii.
Mamy wige i kogrupy i koalgebry (ze nic wspomng juz o
kotangcnme) Postaramy si¢ opisaé pojecie ,,przestrzeni kostycznej”
(hazwa nie pochodzi od kosci, tylko od stycznosci).

WidzieliSmy juz, ze na plaszczyznie (i w kazdej przestrzeni E")
mozna wprowadzi¢ dwa rodzaje wspotrzgdnych: kowariantne
(oznaczone przez wskazniki na dole: x;, x;, x3,...) oraz
kontrawariantne (wskazniki na gorze: x', x2, x?,...). Widzielismy

n

tez, ze liczba Z x;x' zalezy tylko od punktu, a nie od ukladu

f=
wspolrzednych.
A wiec mamy funkcj¢ f: Viow % Viontr = R; przez Vigw
oznaczyliSmy zbiér wspotrzednych kowariantnych, Vignie
kontrawariantnych, Ma ona nastgpujace wlasnosci
1) h(a+b, c) = ha, )+ hb, o),
1) h(a, b+c¢) = h(a,b)+ h(a,c),
2) h(ra,b) = rh(av b)l ae vkﬂ\ﬁ'!
2') h(a, rb) = rh(a, b),
3) jezeli dla pewnego a € Vo i kazdego b € Vionyr mamy

h(a,b) =0,toa =0,
3) jezeli dla pewnego b € Viontr 1 kazdego a & Vi, mamy
h(a,b) =0,to b = 0.

Przestrzenie, zwiazane funkcja & o wymienionych powyzej
wlasnoéciach nazywane sa dualnymi albo: sprzezonymi, o funkgji h
mowimy, ze ustala ich dualnosc.
A wiec przestrzen kostyczna np. do powierzchni — to dualna do
plaszczyzny stycznej do tej powierzchni. Mozemy powiedzieé, ze
przestrzen kostyczna to przestrzen styczna z dualnymi
wspotrzednymi.
Fatalny brak miejsca w Delcie kaze przerwacé opowiadanie w tym
bardzo ciekawym miejscu. Dlaczego ciekawym? A, bo teraz
rozpatrywalibySmy wigzki styczne, czyli zbiory zlozone ze
wszystkich przestrzeni stycznych i dualne do nich wiazki kostyczne
(czyli zbiory zlozone z przestrzeni kostycznych), zobaczylibysmy,
jak sa zabawnie wzgledem siebie pokrecone, Ze co jedna zakreci,
to druga odkreci, oraz dostrzegliby$my, jak w tym
skomplikowanym $wiecie poje¢ abstrakcyjnych odbija si¢ prosta
regufa: ukiad wspotrzednych w lewo — wspolrzedne w prawo,
poprzeczka nizej — poziom usportowienia spoleczefistwa wyzej,
skapy tata — rozrzutny syn, nudny jeden artykul — ciekawsze
inne.

b€ Vyontry reR,

pewnego twierdzenia o dualnoéci

3 Zgodnie z panujacym w matematyce stylem, zanim powiemy, o co chodzi, sformutujemy kilka
definicji. Bedziemy wiec najpierw rozpatrywac przestrzen spozywcza S. Jej elementami beda

porcje migsa i ziemniakow; 2 kg migsa i 3 kg ziemniakéw oznaczymy symbolicznie przez

2m+3z (prosimy nie pytaé redakcji, co autor rozumie przez —m itp.). Wyrazenia am+ bz mozemy
dodawa¢, odejmowac i mnozy¢ przez liczby —a wiec S jest przestrzenia liniowa; mozna wyobrazaé
ja sobie jako plaszczyzne o osiach m i z (rysunek).

Kazda przestrzefi ma bazg. Baza to po prostu ukiad wektoréw podstawowych na osiach. Jak

i kazdej plaszczyzny, tak i baza naszej przestrzeni spozywezej S sa wektory [1, 0] = 1 - m+
+0-zi[0,11=0-m+1-2z

Produkty spozywcze kupujemy w sklepie. Sklep to nic innego jak funkcja przyporzadkowujaca
kazdemu elementowi s € § pewna liczbg rzeczywista r (wulgarnie mowige: jego ceng). A wigc
przestrzen sklepow skiada sig ze wszystkich funkgji (liniowych; cena rosnie liniowo wzgledem
ilosci towaru). Taka przestrzen nazywamy w matematyce dualng do lub sprzgzong z S i oznaczamy
przez S*. A kazdej bazie przestrzeni S odpowiada dualna do niej baza przestrzeni $*. W naszym
przypadku (tj. w przestrzeni S*) tworza ja dwa nieco zwariowane skiepy MIE oraz ZIE.

W pierwszym z nich placi si¢ tylko za migso — zlotowke za kilogram. Kartofle dodaja tam

za darmo, dla zachecenia ludzi do czestszego odwiedzania sklepu. Natomiast sklep ZIE sprzedaje

£



