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Jak latwo zauwazy¢, prostym wnioskiem z twierdzenia Banacha o odwzorowaniach zwezajacych
(p. artykuly J. Geresza, M. E. Kuczmy i L. Gorniewicza) jest

Kazde podobienstwo nie bedgce izometriq ma punkt staly.

Czy latwo? No bo, ze podobienistwo ,,zmniejszajace’ musi mie¢ punkt staly to wida¢, ale
,,Zwiekszajace”>? W przypadku ,,zwickszajacego’’ podobiefistwa @ zauwazamy, ze przeksztalcenie
odwrotne g~ jest podobiefistwem ,,zmniejszajacym’” i ma wobec tego punkt staty, powiedzmy 4.
I rachujemy

¢ i A) =4,
a wiec p(p~' (@) = p(4),
czyli p(A) = 4,

a o to chodzito.
Wywnioskowa¢ stad mozna, Ze na plaszczyZnie kazde podobiefistwo nie bedace izometrig to
podobienstwo spiralne (czyli zlozenie jednokladnosci i obrotu o tym samym $rodku) Iub
odbicie dylatacyjne (czyli zloZzenie jednokladnosci i symetrii osiowej o osi przechodzacej przez
srodek jednokiadnosci).
Zauwazmy najpierw, ze jezeli podobienistwa @ i ¢” tak samo przeksztalcaja (rozne)
punkty A i B, to albo ¢ = ¢', albo ¢’ jest zlozeniem ¢ i symetrii wzglgdem prostej p(A) @(B),
wida¢ z rysunku, A wniosek stad taki, ze podobiefistwo, o ktérym wiemy czy zmienia orientacj¢
figur, czy nie, jest jednoznacznie okre§lone przez swoje wartosci w dwoch punktach.
Wezmy pod uwage podobienstwo nie bgdace izometrig i jego punkt staly 4 oraz inny
punkt B, ktory jest przeksztalcany na B’. Wykonajmy jednokladnos¢ o srodku A i stosunku
AB’

4B’
ktora przeprowadzi B na B”. Teraz, jeéli podobiefistwo nie zmienia orientacji, wystarczy
zlozyé te jednokladnoéé z obrotem wzgledem A4 o ¥ B”AB’ (podobieistwo spiralne), a jesli
zmienia — z symetrig wzgledem dwusiecznej tego kata (odbicie dylatacyjne).
A teraz zadanie dla Czytelnikow.,
Znajdowanie punktu stalego w mysl dowodu Banacha jest nieefektywne — jesli nie trafimy
przypadkiem na punkt staly podobieristwa @, to jest on granica ciggu punktow

P, p(P), pp(P), ppp(P), ...,
gdzie P jest dowolnym punktem.
Majac dane punkty A, B oraz @(A), p(B), gdzie ¢ jest podobieristwem spiralnym, mozemy
znale#¢ konstrukcyjnie punkt staly tego podobiefistwa nastgpujaca metoda:
Niech C bedzie punktem przeciecia prostych AB i ¢(A)p(B). PoprowadZzmy okregi przez A4,
@(A) i C, oraz przez B, ¢(B) i C. Ich rézny od C punkt przecigcia (lub C — gdy s styczne) to
wiaénie szukany punkt staly (dlaczego?).
No, a jedli @ jest odbiciem dylatacyjnym? To wlaénie jest zapowiedziane zadanie.
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M 235. Pewne pola szachownicy zamalowano tak, Ze krol nie moze przej$¢ od lewego do
prawego jej brzegu po polach zamalowanych. Udowodnié, ze po nie zamalowanych polach moze
od gornego do dolnego brzegu szachownicy przejs¢ wieza.

Rozwigzanie na str. 5

M 236. Z kwadratu [0,1] x [0,1] zrobiono szachownice o n* polach. Niech F,, F, beda
dowolnymi przeksztalceniami tego kwadratu w odcinek [0,1]. Oznaczamy F(x) = (Fy(x), F3(x)).
Wykazaé, ze istnieja cztery punkty p, g, r, s lezace w jednym polu szachownicy i takie, ze

Fi(p) < p1, F1(q) = g1, Fa(r) < ry i F3(s) = s,. Wskazéwka: patrz M 235.

Rozwigzanie na str. 3

M 237. Udowodni¢ twierdzenie Brouwera: Jezeli F jest przeksztalceniem cigglym domknigtego
kwadratu w siebie, to istnieje punkt x taki, ze F(x) = x. Wskazoéwka: patrz M 236.
Rozwiazanie na str. |
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F 80. Kazdy sposréd N punktéw polaczony jest z pozostalymi za pomoca identycznych
opornikéw o oporze R. ZnaleZt opor zastepezy takiego ukladu.

Rozwigzanie na str. 15 (T. Tratkiewicz)
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