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Przyjrzyjmy sie równaniu

, 3x2(X391(X)-291(x)+2)
91 (x) = ---------- ,

2+91(X)2

To równanie rózniczkowe.W odróznieniu od równan znanych z kursu szkolnego, gdzie wielkoscia
poszukiwana jest liczba, w równaniu (1) niewiadoma jest f u n k c j a91, której pochodna ma
byc równa wyrazeniu napisanemu po prawej stronie.
Do równan rózniczkowych prowadza w naturalny sposób przede wszystkim zagadnienia
z róznych dzialów fizyki; z pewnoscia nasi Czytelnicy potrafia podac na to przyklady (chocby
równania ruchu pod dzialaniem sil). Teoria równan rózniczkowych stanowi wazny dzial
matematyki, tak teoretycznej jak i stosowanej.

W problematyce równan rózniczkowych zaznaczaja sie dosc wyraznie dwa nurty: zagadnienia
praktyczne (metody rozwiazywania) i teoretyczne - typowe dla tej drugiej sfery zagadnien sa
liczne twierdzenia orzekajace o istnieniu i jedynosci rozwiazan róznych rodzajów równan.
Zatrzymajmy sie na chwile nad kwestia jedynosci. Juz nawet bardzo prosty przyklad równania:

pokazuje, ze rozwiazanie moze nie byc jedyne; kazda funkcja postaci91(x)= x2+c. gdzie c
jest dowolna stala, jest rozwiazaniem tego równania. Lacno mozna uwierzyc, ze podobna
sytuacja ma zazwyczaj miejsce takze przy rozwazaniu równan o budowie bardziej
skomplikowanej niz (2). W przypadku równania (2) jednoznacznosc mozna uzyskac nakladajac
dodatkowy warunek, aby szukana funkcja przyjmowala w wybranym pUnkcie zadana wartosc ..

Tak wiec np. przy warunku91(2)= O jedynym rozwiazapiem równania (2) jest funkcja

91(x)= x2-4. Nie inaczej'rzecz sie ma w przypadku wielu innych równan. Dlatego tez,
dla uzyskania jednoznacznosci, czesto stawia sie zadanie w postaci: dane równanie pluswarunek
poczatkowy: 91(xo)= Yo; Xo, Yo- dane liczby (nazwa:warunek poczatkowybierze sie
z zastosowan w fizyce, gdzie zmienna niezalezna interpretuje sie czesto jako czas).
Rozwazmy wiec równanie (1) stawiajac warunek poczatkowy wedle fantazji; na przyklad:

91'(x) = 2x(2)

x

y

(3) 91(1) = -1.
Czytelnicy oswojeni nieco z rachunkiem calkowym zauwaza z latwoscia, ze zespóldwóch

postulatów: równania (1) i warunku (3) mozna równowaznie zapisac w formiepojedynczego
równania:

(4)

Widzimy, ze rozwiazaniem równania. (4) bedzie funkcja91,dla której T(91)= ~.Zatem
rozwiazanie równania (4) - to ni mniej ni wiecej, tylko punkt staly odwzorowaniaT.

W tytule artykulu wymienione jest nazwisko $enialnego naszego rodaka Stefana Banacha, jednego
z najwybitniejszych matematycznych umyslów wszechczasów. Sposród licznych twierdzen
Banacha postaramy sie tu zaprezentowac jedno, odgrywajace nieposlednia role w teorii punktów
stalych.

otrzymanego przez scalkowanie stronami równania (1) przy uwzglednieniu warunku (3).

I co tu maja do rzeczy punkty stale? Ano, maja. Przypatrzmy sie równaniu (4) w sposób nieco
bardziej abstrakcyjny. Otóz: majac danajakakolwiek funkcje ciagla 91mozemy wykonac na niej

dzialania wskazane po prawej,stronie wzoru (4); traktujacx jako zmienna, dostajemy w ten
sposób pewna nowa funkcje - nazwijmy ja1fJ. Jaka jest szansa, ze1fJ = 91? - czyli ze po
wykonaniu tych operacji trafimy z powrotem na te funkcjetp., od której wyszlismy? Niewielka.
No ale to wlasnie postuluje nasze równanie. Oznaczmy literaT odwzorowanie, które dowolnie
wybranej funkcji 91 przyporzadkowuje funkcje

Kto nie jest pewien, niech rózniczkuje wzór (4).

Rozwiazanie zadania M Z37
Mozemy zaloty' ze dlugoSC"oku kwa~ ~tu
wynosi I. Przeprowadzajac konsLuKc,e -)pisana
w zadaniu M 136 dla" = 2,4, IS, ,2l
przekonamy sie, ze istnieja c 4g'Pl),\q.) ,(rt).
(Sl) takie, ze Pl, al, rt, 'l lezaw iednym
kwadracie o boku 2- l, oraz ~ \Pt) ~ Pt
F,(at)" al", F.(rl)" rl " I"('t) "ll •• ;
dolne wskaznik) 1t l oznacZ:JJt D .:mcry
wspólrzednych.

Z ciaau (Pt) mozna wvhrac podciag (Pt.) zbiezny
do peWnegopunktux kwaÓ"tu Ale do tego

samellOpunktu beda zbiezne cillgi (qt,), ('lt)
i ('lt).
Poniewu terazF, i F2 sa fe::>1<. cm; cialPymi, wiec
F,(x) - Jjm F,(Pl,l" lin, i'L" , = c

1-+00 ~ 1_00

iaoaloaicznieF, (x) •• x,. F 1\-;) < x. oraz
F.(x) •• x., sk"d wyo;ka,ot: •• (x) ~ x, l F.(x) ~
- X2, czyli F(x) = x,'c.b.d.o

(5)

to znaczy napiszmy

(6)

x .

1fJ(x)= -l + ( 3t2(t391(t)-291(t)+2)
~ 2+91(t)2 - - dt

1fJ = T(91)·

t



ZakkuJamy, ze X jest przestrzenia metryczna zupelna oraz zew przestrzeni X okreslone jest

odwzorowanie T (przyporzadkowujg.ce kazdemu punktowi peX pewien punkt T(P)eX), przy czym
istnieje stala A.< l taka, ze '

dla kazdej pary punktów p, qeX (odwzorowanie o tej wlasnosci nazywamy zwezajacym). Wówczas
istnieje dokladnie jeden punkt staly tego odwzorowania, czyli jeden punkt spelniajacy równanie
T(p) = p. '

Czytelnikom znane jest pojecie przestrzeni metrycznej zupelnej, tj. takiej, w której zbieznosc
ciagu punktów (P.) równowazna jest spelnieniu warunku Cauchy' ego:

odleglosc (!(p ••Pm) staje sie dowolnie mala.

gdy tylko nim sa dostatecz'!ie duze.

Oto rzeczone twierdzenie Banacha, zwanezasada odwzorowan zwezajacych:

(!(T(P), T(q» ~ Ae(p, q)(7)

Jak qietrpdno sie domyslic, zmierzamy do tego, zeby zastosowac zasade Banacha do
odwzorowania T okreslonego wzorem (5)- (6). Postawmy zagadnienie ogólniej. Zamiast bardzo
konkretnego równania (1) (sam jego wyglad budzi niechec!) rozwazmy równanie w postaci
Ogólnej

Geometrycznie, znaczy to tyle, ze dla kazdej liczbyx e <o, h) bierzemy dlugosc odcinka linii
pionowej przechodzacej przez punkt(x, O), wyznaczonego przez punkty przeciecia tej linii
z wykresami funkcji fi g; nastepnie ze wszystkich otrzymanych dlugosci wybieramy najwieksza.
To, ze odleglosc okreslona w ~en spOsób czyni zadosc aksjomatom przestrzeni metrycznej, jest
kwestia calkiem trywialnego sprawdzenia"To, ze otrzymana przestrzen metryczna jest zupelna,
jest mniej trywialne, ale tez i nie za bardzo trudne. Dowód mozna znalezc w kazdym podrecznikt
analizy matematycznej, a nawet w niektórych podrecznikach szkolnych (w skryptach dla szkól
z rozszerzonym programem matematyki).

Przypomnimy (p. artykul L. Górniewicza), ze dowodzi sie tego tak. Bierzemy dowolny punkt
Po e X i okreslamy ciag:Pt = T(po), pz = T(Pl), P3 = T(Pz), .... Okazuje sie, ze ciag ten jest
zbiezny i to - niezaleznie od wyboru poczatkowego punktuPo - do tej samej granicyp.
W jakikolwiek sposób wybierzemyPo, w granicy dojdziemy do tego samego punktup, bedacego
JUZ punktem stalym odwzorowaniaT.
Najbardziej chyba naturalny przyklad przestrzeni metrycznej to znana nam dobrze przestrzen
euklidesowa. Prowadzac rozwazania dotyczace ogólnych ("abstrakcyjnych") przestrzeni
metrycznych z reguly odwolujemy sie wiec do wyobrazni geometrycznej, która kaze nam widziec

punkty rozwazanej przestrzeni jak kropki na papierze. Sila ogólnej teorii polega miedzy innymi
na tym, ze - niezaleznie od owych intuicji geometrycznych (bardzo zreszta przydatnych) -
uzyskane wyniki mozna tez stosowac do przestrzeni, której elementami sa obiekty zupelnie
innego rodzaju. Naprzykladfunkae.

PrzyPUSCMy,ze mamy dane dwa przMzialy liczbowe<a, b) i <c, d). Niech&' = <a, b) x <c, d)
oznacza prostokat na plas~zyznie Oxy o wierzcholkach(a, c), (b, c), (b, d), (a, d). Rozwazmy
zbiór X wszystkich funkcji ciaglych na przedziale<a, h) o wartosciach w przedziale<c, d)-

czyli zbiór wszystkich funkcji ciaglych, których .~kresy zawieraja sie w prostokacie &'. Zbiór
ten staje sie przestrzenia metryczna, jesli odleglosc pomiedzy dwiema funkcjamifig okreslic
nastepuJaco:

To sie nazywa: aeometryzacja analizy.
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Jesli (f.) jest ciagiem funkcji w przestrzeniX
spelniajacym warunek Cauchy'cao. to przy .
dowolnie ustalonymx EX ciU liczb {f.(x)}
spelnia warunek Cauchy'cao. jest wiec
zbiezny do pewnej granicy/(x). W ten
sposób zostaje okrrilona pewna funkcjaf.
Sprawdzenia wymaga iy1ko;iI:f EX

(ciaalost!) i iI: odIeaIostf. odf dazy do
zera, ady n -+ 00.

(8) (!(f,g) = max If(x)-g(x)l.
XE (a. b)

(9) lp'(x) = F(x, lp(x»

z warunkiem 'p:OCZatkowym

(10) lp(xo) = Yo.

óF ••_••..:.Poch0dn4 aastko •••aj'" (,--" dwu
zmieni1ychF(x, y) oblicza se lrIIktuAcF
jako funkcje samej tylko zmicnDcjy
i rózniczkuAc; zm~ x lRktuje se jako
stala (••parametr").

tJF

Zakladamy tu, ze funkcjaF(x, y) jest ciagla i ma ciagla pochodna czastkowa". W naszym, ~
przylwuWe (1) funkcja F(x,y) ma postac

F(x, y) = 3xZ(x3y- 2y+ 2)2+r

Podobnie jak poprzednio, równanie (9) z ~kiem (10) jest równowazne postulatowi, aby'
funkcja lp byla punktem stalym odwzorowaniaT danego wzorem:

(11) IT(Ip) = tp, gdzietp(x) = yo+ 1F(t,jl(t»dt.



Ustalmy dwie liczby dodatnier i R i rozwazmy prostokata' = (a, b) x (c, d), gdzie

(a, b) = (xo-r,xo+r), (c,d) = (yo-R,yo+R).

rM~·R.

IF(t, 9',(t»)-F(t, 9'z(t»)1= 19'1(t)-9'z(t)1 ., wartosc ~~ w pewnym punkcieI ~ (jM'.

Rozwiazanie zadania M 236
Zamalujmy na czerwono te pola, dla których ,Niech M oznacza najwieksza (co do modulu) wartosc funkcjiF na zbiorze9', aM' - najwieksza
Fl(x) < Xl dla wszystkichX lezacych we wnetrzu - óF

lub na brzegu pola, a na zielono pola, dla którychwartoSC pochodnejT:
Fl(x) > Xl dla wszystkich punktów pola y

domknietego. Poniewaz na lewym brzegu nie I óF I
moga lezec pola czerwone, na prawym - pola M = max IF(x, y" , M' = max -- (x, y) .
zielone i dwa pola róznych kolorów nie moga sie (X,y) E 9' (X, y) E 9> óy .
dotykac, król nie moze przejsc od lewego brzegu
szachownicy do prawego nie wchodzac na pole nieRozpatrujemy przestrzen metrycznaX zlozona z funkcji ciaglych o wykresach zawartych w 9',
zamalowane. Wobec tego (p. zad. M 235) wieza Zodlegloscia zdefiniowana przed chwila (wzór (8». Chcemy, zeby Wzór (II) okreslal odwzorowanie
moze przejsc od górnego brzegu do dolnego po nieT przestrzeni X w siebie (to znaczy, zeby dla kazdej funkcji 9' €X, funkcja 'I' dana wzorem (II)

zamb~IOkwanYChIPolach,zdamalujmy teraz na .tez miala wykres zawarty wf!II). Prosciutki rachunek pok~uje, ze w tym celu wystarczy, abyme les o te po a na Jej rodze, których wszystkie. '" , .
punkty spelniaja warunekF,(x) > x, i na zólto _spelmona byla merownosc

te pola, ze wszystkie ich punkty sa przesuwane (12)
"w dól": F1(x) < Xl' Rozumujac analogicznie,

jak ta pokazalismy powyzej, przekonam~ sie, zeNiech 9", 9'z €X. Oznaczmy odleglosc (1(9'., 9'z) litera b.co najmniej Jedno poJe na drodze wlezy I teraz

pozostanie nie zamalowane. Znaczyto, ze istnieja Wówczas
w tym polu punkty p, q, r, s spelniajace warunk.i
zadania.

Biorac dowolny punkt x € (a, b) (a wiec taki, zeIx-xol ~ r) i calkujac odXo do x dostajemy

Na to, by odwzorowanie T bylo zwezajace, wystarczy, aby

rM' < l.

X

I i(F(t, 9',(t»-F(t, 9'z(t»)dt I ~ rbM'.
Xo

Niech teraz'1'. = T(9'l), 'I'z = T(9'z); utwórzmy róznice'1'1(x)-'I'z(x). Przy odejmowaniu skladnikYo
(por. wzór (II» ulegnie redukcji i otrzymujemy ''I',(x)-'I'z(x)1 ~ rbM',
skad ostatecznie (przez wziecie wartosci maksymalnej dla lewej strony)

Liczby r i R spelniajace warunki (12) i (13) na pewno mozna znalezc. Na mocy twierdzenia Banacha
odwzorowanie T ma w przestrzeniX dokladnie jeden punkt staly - znaczy to, ze równanie (9)
z warunkiem poczatkowym (10) ma w przedziale(xo - r, Xo+r) dokladnie jedno rozwiazanie.

\ (13)

~
--+

---+~ ~-~L-L.
pola zielone<-

pola czerwone

~ droga wiezy
~.l

pola zorte

i
pola niebieskie

D pole znalezione

Powtarzajac to rozumowanie, biorac punktXo+ r (wzglednie Xo - r) jako "nowy punkt x "

mozemy to rozwiazanie przedluzac w prawo i w lewo. Czyniac to (w razie potrzeby) wielokrotnie,

otfZY\'Damyrozwiazanie w calym przedziale jego okreslonosci.

y

W ten sposób z zasady odwzorowan zwezajacych wyprowadzilismy twierdzenie o istnieniu
i jednoznacznosci rozwiazania pewnego równania rózniczkowego. Powie ktos: pieknie, ale
wartosc tego jest czysto teoretyczna; nie zblizylismy sie nawet do tego, aby to rozwiazanie
wyznaczyc. Wiemy, ze istnieje, ale nie wiemy, czemu jest równe.
To nie calkiem prawda. przypomnijmy sobie dowód Banacha: punkt stalyp otrzymywalo .sie jako
granice ciagu(P.) okreslonego indukcyjnie:p.+1 = T(p.); przy tym Po moglo byc dowolne. Tak
wiec w przypadkJJ odwzorowania (II) funkcje bedaca jego punktem stalym dostaniemy jako
granice ciagu funkcji danego indukcyjnie:

x x

lp. +1(x) = Yo+ iF(t, 9'.(t»)dt.
Xo

W analizie matematycznej wprowadza sie

rózne rodzaje zbieznosci ciagów funkcyjnych.
Jezeli ciag funkcji jest %bieznyjako ciu
e1tmentów przestrzeni metrycznej z odleglascia
dana wzorem (8),ta mówimy, ze ten ciag
jest zbieznyjednostajnie. Jesli Czytelnik zna
"epsilanow<H1eltawa" definicje jednostajnej
zbieznosci ciagu funkcji:

f. zbiega jednostajnie dof na przedziale (a, b)

!\V!\ !\ If.(x)-/(x)1 <o,
0>0 N n>N XE (a, b)

to moi.: przekanac sie, ze te dwa akreslenia
~krywaj" sie. -

Zaczac mozemy od dowolnej funkcji'Po; dla wygody rachunków mozna wziac np.9'0 == O.

Funkcje otrzymywane w kolejnych krokach stanowia coraz dokladniejsze przyblizenia szukanej
funkcji 9'; cale to postepowanie nosi nazwe metody kolejnych przyblizen. W poblizu punktuXo

zbieznosc jest bardzo szybka.
Wrócmy do równania (I) z warunkiem (3), czyli do wzorów(S~(6). Biorac 9'0 == O i obliczajac
'Pl = T(9'o) znajdujemy

x 3tz. 2
'P1(X) = -:-1+ ~--dt = r-2.

. 1 2

Jest to pierwsze przyblizenie rozwiazania równania (l). Proponujemy Czytelnikom znalezienie
drugiego przyblizenia. A moze ktos znajdzie dokladne rozwiazanie?
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