Kto nie jest pewien, niech rézniczkuje wzdr (4).
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Przyjrzyjmy sig rownaniu
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To rownanie rozniczkowe. W odrdznieniu od réwnan znanych z kursu szkolnego, gdzie wielkoscia
poszukiwana jest liczba, w réwnaniu (1) niewiadoma jest funkcja ¢, ktorej pochodna ma
by¢ rowna wyrazeniu napisanemu po prawej stronie.

Do rownan roézniczkowych prowadza w naturalny sposob przede wszystkim zagadnienia

z rOoznvch dziatow fizyki; z pewnoscig nasi Czytelnicy potrafia podaé na to przyklady (choéby
rownania ruchu pod dzialaniem sif). Teoria rownan rozniczkowych stanowi wazny dzial
matematyki, tak teoretycznej jak i stosowanej,

W problematyce rownafi rozniczkowych zaznaczajg sie do$¢ wyraznie dwa nurty: zagadnienia
praktyczne (metody rozwigzywania) i teoretyczne — typowe dla tej drugiej sfery zagadnief sa
liczne twierdzenia orzekajace o istnieniu i jedynoéci rozwiazan roznych rodzajow rownarn,
Zatrzymajmy si¢ na chwilg nad kwestig jedynosci. Juz nawet bardzo prosty przykiad rownania:

) ¢'(x) = 2x

pokazuje, ze rozwiazanie moze nie by¢ jedyne; kazda funkcja postaci p(x) = x*+c, gdzie ¢
jest dowolng stala, jest rozwigzaniem tego rdwnania. Lacno mozna uwierzy¢, ze podobna
sytuacja ma zazwyczaj miejsce takze przy rozwazaniu rownan o budowie bardziej
skomplikowanej niz (2). W przypadku rownania (2) jednoznaczno$¢ moina uzyskaé nakladajac
dodatkowy warunek, aby szukana funkcja przyjmowata w wybranym punkcie zadang wartos¢.

Tak wigc np. przy warunku @(2) = 0 jedynym rozwiazaniem rownania (2) jest funkcja

@(x) = x*—4. Nie inaczejrzecz si¢ ma w przypadku wielu innych réwnari. Dlatego tez,

dia uzyskania jednoznacznosci, czgsto stawia sie zadanie w postaci: dane réwnanie plus warunek
poczatkowy: @(xg) = Yo; Xo, Yo — dane liczby (nazwa: warunek poczatkowy bierze si¢

z zastosowan w fizyce, gdzie zmienng niezalezng interpretuje sig czesto jako czas).

Rozwazmy wigc rOwnanie (1) stawiajac warunek poczatkowy wedle fantazji; na przyklad:

6) p(1) = —1.

Czytelnicy oswojeni nieco z rachunkiem calkowym zauwaza z latwoscia, ze zespdt dwdch
postulatow: réwnania (1) i warunku (3) mozna rownowaznie zapisa¢ w formie pojedynczego
roéwnania:
X
@ o) = —1 +S
1
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otrzymanego przez scalkowanie stronami rownania (1) przy uwzglednieniu warunku (3).

I co tu maja do rzeczy punkty stale? Ano, majg. Przypatrzmy sie rownaniu (4) w spos6b nieco
bardziej abstrakcyjny. Ot6z: majgc dang jakqgkolwiek funkcje ciagla ¢ mozemy wykonac na niej
dziatania wskazane po prawej stronie wzoru (4); traktujac x jako zmienng, dostajemy w ten
sposob pewng nows funkcje — nazwijmy jg v. Jaka jest szansa, ze y = @7 — czyli ze po
wykonaniu tych operacji trafimy z powrotem na t¢ funkcje @, od ktorej wyszlismy? Niewielka.
No ale to wlasnie postuluje nasze rownanie. Oznaczmy litera 7" odwzorowanie, ktére dowolnie
wybranej funkcji ¢ przyporzadkowuje funkcje

K- t 32 (PPp()—29(1)+2)
) p(x) = 1+§ e
to znaczy napiszmy
® ¥ = T(p).

Widzimy, Ze rozwiazaniem réwnania (4) bedzie funkcja @, dla ktérej T(g) = ¢. Zatem
rozwigzanie roOwnania (4) — to ni mniej ni wigeej, tylko punkt staly odwzorowania 7.

W tytule artykulu wymienione jest nazwisko genialnego naszego rodaka Stefana Banacha, jednego
z najwybitniejszych matematycznych umystow wszechczaséw. Spoérod licznych twierdzen
Banacha postaramy sig tu zaprezentowac jedno, odgrywajgce nieposlednig rolg w teorii punktéw
stalych.
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To si¢ nazywa: geometryzacja analizy,
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Jeili (f) jest ciggiem funkcji w przestrzeni X'
spelniajacym warunek Cauchy’ego, to przy
dowolnie ustalonym x € X cigg liczb {fa(x)}
spelnin warunck Cauchy'ego, jest wige
zbieiny do pewnej granicy f{x). W ten
poséb tje okreslona p funkcija f.
Sprawdzenia wymaga tylko, #e fe X
(cigglot!) i ie odlegloié f; od f daiy do

zera, gdy n — o,

mw%wm
zmiennych F(x, ) oblicza si¢ traktujac F
jako funkcj¢ samej tylko zmiennej y

i réiniczkujac; zmienng x traktuje sig jako
staly (,,paramets™).

Czytelnikom znane jest pojecie przestrzeni metrycznej zupeinej, tj. takiej, w ktorej zbieznoéé
ciggu punktow (p.) rownowazna jest spelnieniu warunku Cauchy’ego:

odleglosé o(pa, pm) Staje sie dowolnie mala,
gdy tylko n i m sq dostatecznie duze.

Oto rzeczone twierdzenle Banacha, zwane zasadq odwzorowan zwezajgeych:

Zakladamy, Ze X jest przestrzeniq metryczng zupelng oraz ze w przestrzeni X okreslone jest
odwzorowanie T (przyporzqdkowujgce kaidemu punktowi p € X pewien punkt T(p)e X ), przy ezym
istnieje stala A < | taka, ze

&) e(T(p), T(9)) < Ao(p, q)

dia kazdej pary punktéw p, g € X (odwzorowanie o tej wlasnosci nazywamy zwezajacym). Wowezas
istnieje dokladnie jeden punk: staly tego odwzorowania, czyli jeden punki spelniajqcy réwnanie
T(p)=p.

Przypomnimy (p. artykut L. Gorniewicza), ze dowodzi sie tego tak. Bierzemy dowolny punkt
Po € X i okredlamy ciag: py = T(po), p2 = T(p1), ps = T(p,), .... Okazuje sie, 7e ciag ten jest
zbiezny i to — niezaleznie od wyboru poczatkowego punktu p, — do tej samej granicy p.
W jakikolwiek sposéb wybierzemy po, w granicy dojdziemy do tego samego punktu p, bgdacego
juz punktem stalym odwzorowania T.
Najbardziej chyba naturalny przyklad przestrzeni metrycznej to znana nam dobrze przesirzeh
euklidesowa. Prowadzac rozwazania dotyczace ogdlnych (,,abstrakcyjnych’’) przestrzeni
metrycznych z reguly odwolujemy si¢ wigc do wyobrazni geometrycznej, ktéra kaze nam widzied
punkty rozwazanej przestrzeni jak kropki na papierze. Sita ogdlnej teorii polega miedzy innymi
na tym, ze — niezaleznie od owych intuicji geometrycznych (bardzo zreszta przydatnych) —
uzyskane wyniki mozna tez stosowac do przestrzeni, ktorej elementami sg obiekty zupelnie
innego rodzaju, Na przykiad funkcje.
Przypu$¢my, ze mamy dane dwa przedzialy liczbowe <a, b} i <c,d). Niech® = <a, b} x ¢c, d>
oznacza prostokat na plaszczyinie Oxy o wierzcholkach (a, ¢), (b, ¢), (b, d), (a, d). Rozwazmy
zbibr X wszystkich funkcji ciaglych na przedziale {a, b) o wartoéciach w przedziale ¢{c, d) —
czyli zbiér wszystkich funkcji ciaglych, ktérych wykresy zawieraja si¢ w prostokacie 2. Zbidr
ten staje si¢ przestrzenig metryczna, jesli odleglo$¢ pomiedzy dwiema funkcjami fi g okre§lié
nastgpujaco:
(8) : e(f,g) = max |f(x)—g(x).

xeda, b)
Geometrycznie, znaczy to tyle, ze dla kazdej liczby x € {a, b) bierzemy dlugo$¢ odcinka linii
pionowej przechodzacej przez punkt (x, 0), wyznaczonego przez punkty przeciecia tej linii
z wykresami funkcji /i g; nastgpnie ze wszystkich otrzymanych dlugosci wybieramy najwicksza.
To, ze odleglos¢ okreslona w ten sposob czyni zadoé¢ aksjomatom przestrzeni metrycznej, jest
kwestig calkiem trywialnego sprawdzenia. To, Ze otrzymana przestrzen metryczna jest zupelna,
Jest mniej trywialne, ale tez i nie za bardzo trudne. Dowéd mozna znaleé w kazdym podrecznikt
analizy matematycznej, a nawet w niektoérych podrecznikach szkolnych (w skryptach dla szkét
Z rozszerzonym programem matematyki).

Jak nietrpdno sig domysli¢, zmierzamy do tego, zeby zastosowa¢ zasade Banacha do
odwzorowania T okreslonego wzorem (5)— (6). Postawmy zagadnienie ogﬁlpiej. Zamiast bardzo
konkretnego réwnania (1) (sam jego wyglad budzi niecheé!) rozwazmy réwnanie w postaci
0golnej

) ') = F(x, p(x))
z warunkiem ‘poczatkowym
(10 ¢(xe) = yo.

F
Zikhdamym,ieﬁmkdaF(x,y)jﬁtduhlimaduhpochodnqmstkowq % W naszym
przykiadzie (1) funkcja F(x,y) ma postaé

3 (xy—2y+2)
Fix,y) = _Ty-;"——— .
Podobnie Jak poprzednio, réwnanie (9) z warunkiem (10) jest réwnowazne postulatowi, aby:
funkcja ¢ byla punktem stalym odwzorowania T danego wzorem:
T(p) =y, gdzie

x
@) v(x) = yo+ | Ft, p(0))ds.
Xo



Ustalmy dwie liczby dodatnie r i R i rozwaZzmy prostokat 2 = (a, b) x {c, d), gdzie
{a,b) = <{xo—r,xatrd, <{c,d)=<{yo—R,yo+R).
Niech M oznacza najwicksza (co do modulu) warto$é funkcji F na zbiorze 2, a M’ — najwicksza

Rozwigzanie zadania M 236

Zamalujmy na czerwono te pola, dla ktérych
Fy(x) < x; dla wszystkich x lezgcych we wngtrzu . aF
lub na brzegu pols, & na ziclono pola, dla ktérych wartos¢ pochodnej ‘(-1_‘:
F;(x) > x,; dla wszystkich punktdw pola Y.

domknigtego. Poniewaz na lewym brzegu nie . aF
mogq leied pola czerwone, na prawym — pola M = max [F(x,»", M’ = max g (x,»|.
zielone | dwa pola réinyeh kolordw nie mogy sie (x.y)e? (xy)e? | 0y

dotykad, krél nie mode przejid od lewego braegu % g 2 FEpIEs
szachownicy do prawego nie wehodzae na pole nie IWOZDalrujemy przestrzen metryczng X zlozona z funkgji ciaglych o wykresach zawartych w 2,

z odlegloscia zdefiniowana przed chwilg (wzor (8)). Cheemy, zeby wzor (11) okreslal odwzorowanie
moze preejse od gornego breegu do dolnego po nie T przestrzeni X w siebie (to znaczy, zeby dla kazdej funkcji @ € X, funkcja y dana wzorem (11)
zamalowanych polach. Zamalujmy teriz na tez miala wykres zawarty w ). Prosciutki rachunek pokazuje, ze w tyin celu wystarczy, aby
spelniona byla nierownoéé

zamalowane, Wobec tego (p. zad. M’ 235) wizia

niebicsko te pola na jei drodze, ktdrych wszystkie

punkty spelniajy worunek Fi(x) > x; i na 6o —

te pola, e wezysikie ich punkiy ag prresuwane
oW dbl": Fy(x) <
iak to pokazalismy powyiej, przekonamy sig, e

ry. Rorumujac analogicznie,

co najmniej jedno pole nu drodze wicky | teraz

porostanie niec zamalowane, Znaczy lo, 2 istnicjy

w tvm polu punkty g, @, r, 5 spelniajgee warunki
zadanma,
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W analizie matematyczne) wprowadza sig
rbine rodzaje zbieznosci ciggdw funkcyjnych.
Jezeli cigg funkcji et zbiciny jako ciag
elémentdw przestrzeni metrycznej z odleglodeia
dang wzorem (8), to méwimy, e ten cigg

jest zbiekny jednostajnie. Jeili Czytelnik zna
nepsilonowo-deltowsy" definicie jednostajnej
zbietnodci ciggu funkcji:

Jn zbiega jednostajnie do [ na przedziale (a, b)

/\  a-sm) <e,
e>0 N n>Nxeda, b
to moze przekonat sig, e te dwa okredlenia
pokrywajq si¢.

- (13)

(12) rM < R,

Niech ¢y, @, € X. Oznaczmy odleglos¢ o(g, , @2) litera 6.
Wowczas

[ oF

[F(2, ()= F(1, @2())| = |, (1) —gpa(r)] - ‘warloéé w pewnym punkcie | < dM".

id

Biorgc dowolny punkt x € {a, ) (a wicc taki, Ze [x— x| < r) i calkujgc od xo do x dostajemy

] S (F(r, ¢.(:)}-F(:,¢,(:)})dr| < réM’.

Niech terazy, = T(p,), ¥2 = T(p,); utwérzmy rdinice g, (x) — y;(x). Przy odejmowaniu skladnik yo
(por. wzor (11)) ulegnie redukcji i otrzymujemy |y, (x)—ya(x)| < réM’,
skad ostatecznie (przez wzigcie wartosci maksymalnej dla lewej strony)

e, v2) < rM'8 = rMo(gs, ¢2).
Na to, by odwzorowanie T bylo zwezajace, wystarczy, aby
rM’ < 1.

Liczby r i R spelniajgce warunki (12) i (13) na pewno mozna znaleZt. Na mocy twierdzenia Banacha
odwzorowanie T ma w przestrzeni X dokladnie jeden punkt staly — znaczy to, ze rownanie (9)
z warunkiem poczatkowym (1I0) ma w przedziale {xo—r, xo+r) dokladnie jedno rozwiazanie.

Powtarzajac to rozumowanie, biorac punkt xo+r (wzglednie xo—r) jako ,,nowy punkt x *
mozemy to rozwiazanie przediuzaé w prawo i w lewo. Czyniac to (w razie potrzeby) wielokrotnie,
otrzymamy rozwigzanie w calym przedriale jego okreslonodci.

W ten sposob z zasady odwzorowan zwezajacych wyprowadziliSmy twierdzenie o istnieniu

i jednoznaczno$ci rozwigzania pewnego rownania roniczkowego. Powie kto§: picknie, ale
warto$¢ tego jest czysto teoretyczna; nie zblizylismy si¢ nawet do tego, aby to rozwigzanie
wyznaczyé. Wiemy, ze istnigje, ale nie wiemy, czemu jest réwne.

To nie calkiem prawda. Przypomnijmy sobie dow6d Banacha: punkt staly p otrzymywalo si¢ jako
granicg ciagu (p,) okreslonego indukcyinie: p..; = T(p,); przy tym p, moglo by¢ dowolne. Tak
wigc w przypadku odwzorowania (11) funkcje bedaca jego punktem stalym dostaniemy jako
granicg ciggu funkcji danego indukcyjnie:

Pas1(x) = yo+ s F(r, @alt))dr,
Xo

Zacza¢ mozemy od dowolnej funkcji @o; dla wygody rachunkéw moina wziaé np. @ = 0.
Funkcje otrzymywane w kolejnych krokach stanowia coraz dokladniejsze przyblizenia szukanej
funkcji ¢; cale to postepowanie nosi nazwe metody kolejnych przyblizeri. W poblizu punktu xo
zbiezno$¢ jest bardzo szybka.

Wroémy do réwnania (1) z warunkiem (3), czyli do wzoréw (5)—(6). Biorac ¢, = 0 i obliczajac
71 = T(po) znajdujemy

3*-2

x
V:(-‘_?) = —l+S dr = x3-2.
1

Jest to pierwsze przyblizenie rozwigzania réwnania (1). Proponujemy Czytelnikom znalezienie
drugiego przyblizenia. A moze kto§ znajdzie dokladne rozwigzanie?
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