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Punkty stale, geodezja
i charakterystyka Eulera

Dla sfery o promieniu r stala A wynosi 2r,
dla torusa o promieniu zewnetrznymR
i wewnetrznymr mamy A = min (2r, 2R), dla
powierzchni na rysunku powyzejA = I.

Przyklady zaprezentowane w innych artykulach tego numeru Delty sugeruja, ze o punktach
stalych przeksztalcen trudno jest powiedziec cos wiecej, niz da sie wyciagnac z twierdzen Brouwera
i Banacha. Zauwazmy jednak, ze rozpatrywane tam obiekty sa dosc skomplikowane, lokalnie
wrecz "dzikie", Jezeli ograniczymy sie w naszych rozwazaniach do wezszej klasy "porzadnych"
przestrzeni (konkretnie: wieloscianów topologicznych), bedzjemy mogli juz wypowiedziec szereg
ciekawych, nietrywialnych twierdzen opisujacych istnienie punktów stalych odwzorowan ciaglych.

Na powierzchniach mozemy rysowac mapy. Mape nazwiemy "dobra", jezeli kazde panstwo
tworzy obszar jednospójny (rysunek) i w zadnym punkcie nie schodza sie cztery granice (ani
wiecej). Mapa Afryki nie jest "dobraW(Botswana, Zambia, Namibia i Zimbabwe dotykaja sie
w jednym punkcie), ale i w Europie istnienie Republiki San Marino zmienia wlasnosci topologiczne
mapy. Punkty zbiegu trzech granic nazwiemy wierzcholkami mapy, a termin "granica" bedzie
oznaczal wspólny odcinek linii granicznej miedzy kolejnymi wierzcholkami,

Przypomnijmy teraz, ze charakterysty~a Eulera powierzchni.H nazywamy liczbeX(.A) =
= w-k+n, gdzie w jest liczba wierzcholków, k -liczba granic, an -liczba panstw na "dobrej"
mapie naszej powierzchni.

Twierdzenia te wymagaja jednak dosc rozbudowanego
aparatu algebraicznego, ograniczymy sie
wiec do przypadku powierzchni i odwzorowan

"malo ruszajacych punkty". Aby sprecyzowac, co
znaczy, ze przeksztalcenie "malo rusza punkty",
za~wazmy najpierw, ze dla kazdej powierzchni
istnieje taka stalaA > O, ze dwa punkty odlegle
mniej niz o A mozna polaczyc dokladnie jednym
najkrótszym lukiem, lezacym calkowicie na tej
powierzchni. Kierunek takiej krzywej zalezy
w sposób ciagly od polozen punktów. Mozemy
teraz powiedziec, ze przeksztalcenief malo rusza

- punkty, jezeli odlegloscx odf(x) jest stale

mniejsza od wyzej wspomnianej stalejA~

Takich powierzchni nie rozpatrujemy.

Obszar jednospójny .

Nie bedziemy tu podawac scislej definicji
- powierzchni, ograniczymy sie tylko do

przykladów: sfera, torus, precel z n dziurami,
butelka Kleina, plaszczyzna rzutowa,

, hiperboloida ... Nie sa powierzchniami: kolo
z, brzegiem, kula, sfera z doczepionym
odcinkiem itp. Zakladamy takze, ze nasze
powierzchnie sagladkie~bez.,kant6wn,
ostrzy, dziobków itp. Wykluczamy na
przyklad powierzchnie stozkowa, dwie sfery
.styczne i powierzchnie stromego dachu (albo
kawalek grani tatrzanskiej kolo Zabiego
Konia).
Wieloscianem topologicznym nazywamy zbiór
homeomorficzny z suma wieloscianów
wypuklych (przez wieloscian rozumiemy takze
wielokat, odcineki punkt).

Mozemy teraz sformulowac nasze

Twierdzenie. Jezeli charakterystyka Eulera powierzchni.A jest rózna od zera, to kazde
odwzorowanie ciagle f:.A '-+ .A ma punkt staly.
Wynika stad latwo Uak?)

Wniosek. Jezeli przeksztalcenie ciagle dwuwymiarowej sfery w siebie nie ma punktu stalego, to
znajdzie sie na niej taki punkt, który przechodzi na punkt do niego antypodyczny.
Nasze twierdzenie wynika zas z nastepujacego twierdzenia Poincarego-Hopfa-Lefschetza:
Jezeli V jest takim polem wektorów stycznych do.A. ze jedynymi jego miejscami zerowymi sa
"zródla", "ujscia" i "siodla", to liczba "zródel" + liczba "ujsc" -liczba "siodel" = X(.It).
Istotnie, jezeli przeksztalcenief malo rusza punktyJ(, to przyporzadkowujac kazdemu punktowi
x e.A wektor o kierunku najkrótszej krzywej laczacejx zf(x) i o dlugosci równej odlegloscix
odf(x} otrzymamy poleV wektorów stycznych do.A. Jezeli terazfnie ma punktów stalych, to
pole V nie ma miejsc zerowych i wtedyX(.It) = o.

e
Precel zS dziurami (charakterystyka
Eulera precla zn dziurami = 2- 2n).

Punkty x, y sa bliskie,x' i y' - dalekie.

Torus: 4 wierzcholki, 4 obszary,
8 granic. Charakterystyka= O.

Sfera: 4 wierzchOIki,4 obszary, 6 granic.
Charakterystyk;! Eulera= 2.

Obszar niejednospójny.
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Pole wektorów stycznych otrzymujemy
przyporzadkowujac (w sposób ciagly)
punktom x E .H wektory styczne do.H w x.
Miejscem zerowym takiego pola nazywamy
punkt, w którym przyporzadkowany wekter
styczny jest zerowy.
Na powierzchni zwartej takie pole moze miec
tylko skonczenie wiele miejsc zerowych.

Zródlo.

Dowód twierdzenia Poincarego-Hopfa-Lefschetza sklada sie z dwóch czesci. W pierwszej. dosc
skomplikowanej. ale wyraznie pomocniczej pokazuje sie, ze liczba po lewej stronie równosci jest
taka sama dla wszystkich pól. Te czesc dowodu pominiemy. W czesci drugiej buduje sie juz
konkretne pole spelniajace napisana w tezie twierdzenia równoSC. A robi'sie to tak: Rysujemy na
At dobra mape, a potem budujemy pole majace w kazdym wierzcholku :zródlo, na kazdej krawedzi
siodlo i w kazdym obszarze ujscie. I juz.

Mozna wyobrazic sobie górski krajobraz, w którym wierzcholki sa szczytami gpr, granice-
graniami i obszary - nieckowatymi dolinami. Pole. nasze jest wtedy polem kierunków najwiekszego
nachylenia stoków. inaczej: polem kierunków scieku wody. Mozemy takze narysowac "komiks", ,
ilustrujacy dowód nastepujacego uzupelnienia twierdzenia Poincarego-Hopfa-Lefschetza:
Na powierzchni o charakterystyceX istnieje pole majace a) w przypadkuX '" O dokladnie
X :zródel i ujsc. a bez siodel. b) -X siodel. za to bez zródel i ujSC.gdyX < O. W tym "komiksie"
redukujemy liczbe krawedzi. 'obszarów i wierzcholków mapy. przebudowujac odpowiednio pole:

Ujscie.

Siodlo.

Likwidacja jednego wierzcholka i jednej granicy.
Znów nie zmieniamy nic poza oznaczonym pasem.

Mowa tu o trójkatach topologicznych (por.

uwaga na marginesie w poczatku a~Ykulu).

Srednica obszaru - to kres górny odleglosci
jego punktów ••

Kacik czytelniczy

Dojdziemy w ten sposób do minimalnej konfiguracji, spelniajacej warunki naszego twierdzenia.
Twierdzenie Poincarego-Hopfa-Lefschetza i idea jego dowodu sa bardzo charakterystyczne dla
szeregu twierdzen tzw. analizy globalnej. w której poszukuje sie zaleznosci miedzy informacjami
o lokalnej postaci pewnego obiektu (tu: lokalna postacia pola V), a opisem globalnym (tu:
charakterystyka X (At». Aby pokazac, jak szeroki jest wachlarz tego typu twierdzen. podamy dwa
w pewnym ~nsie dualne "geodezyjne" opisyX(Jt). Przypuscmy, ze na powierzchniJt mamy

mape, której obszary sa trójkata~i krzywoliniowymi o srednicach mniejszych niz okreslona na
poczatku stalaA - a ich granice - odcinkami najkrótszych krzywych laczacych wierzcholki.
Oznaczmy przezCXt, Pt, Yt katy pomiedzy kierunkami krzywych laczacych tworzacych granice
k-tego obszaru w jegQ wierzcholkach. Wtedy

2:(CXt+Pt+Yt-n) = 2n. X(Jt).

Je:f.eli teraz zastapimy granice przez odcinki laczace wierzcholki. a obszary przez trójkaty plaskie.
to w wierzcholku w, otrzymamy kat brylowy o katach plaskichot, •...• CXt. Oznaczmy:

LI, = CX,+CX2+ ... cx.-2n.

Wtedy LLI, = -2n' X(Jt). I mów "Iokalne" opisy ksztaltu powierzchniJt doprowadzily nas do
zaleznosci, w której wystepuje pewien "g1obalny" niezmiennik powierzchni.

OSTRZEZENIE DLA NAS WSZYSTKICH

Spojrzeli na siebie. George nie mial zadnych emocjonalnych sekretów przed zona, ale bylo cos,
czego jej nigdy nie powiedzial. Studiowal matematyke i zamierzal zostac matematykiem. Jednakze
w obliczu czystej nauki, owych zimnych Himalajów intelektu, zawiodla go odwaga. po czym
szybko zwrócil sie ku swiatu, w którym zyc mozna cieplo, dostatnio i latwo. Bedac madrym
mezczyma -oraz zdolnym urzednikiem panstwowym Wykonywal proste dla niego funkcje. przez
co~nieraz czul, ze jego umysl lezy odlogiem i ze los pozbawil"go wielkosci. Zonie o tych sprawach
nie mówil ani o tym ze nigdy nie przestanie gardzic soba za to fiasko.

Iris Murdoch, "Przypadkowy czlowiek"
tlumaczenie Zdzislawa Bohdanowicza
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