Zamieszczony obok artykul (i wszystkie inne
artykuly matematyczne tego numeru Delty)
jest podwiecony teorii punktéw stalych
przeksztalcen cigglych. Jest to trzeci artykul
z cyklu, prezentujgcego najbardziej znane

sagadicia, ke vgrniowaly stawe Doc. dr Lech GORNIEWICZ

polskiej szkoly cznej w topologii

Pierwszy artykul poéwi;ouy Lyl teorii

retraktéw (Delta 3/1979), drugi — teorii Rozwiazywanie rOwnan stanowi waing czesé szkolnego programu matematyki. Réwnania, ktére

ksztaltu (5/1980). Faktycznym twéreg tych

dwu teorii jest profesor Karol Borsuk, ktéry

rownicz mial decydujacy udzial w rozwoju

teorii punktéw stalych od i cigglych. a) dana jest funkcja f: 4 — R, gdzie A jest pewnym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych R,
b) znajdujemy te wszystkie liczby x € A, dla ktérych f(x) = 0.

rozwigzujemy w szkole, moznza by scharakteryzowa¢ nastgpujaco:

Jezeli dane jest rownanie f(x) = 0, to interesuja nas dwa pytania, a mianowicie:

1) czy istnieje rozwiazanie tego rownania (w tym momencie nie interesujemy si¢ sprawa, co jest
rozwiazaniem)?

y 2) w przypadku pozytywnej odpowiedzi na pytanie 1) zastanawiamy si¢, jak wyznaczy¢
rozwigzania,

y=2.. 4 A

W wielu przypadkach dysponujemy tylko odpowiedzia na pytanie 1). WeZmy na przykiad réwnanie

(%)x—-x = 0. Jezeli sporzadzimy wykresy funkcji f(x) = (;—)x ig(x)=x,to

= widocznym jest, ze wykresy te maja dokladnie jeden punkt wsp6lny. To znaczy, ze

nasze rownanie ma dokfadnie jedno rozwigzanie. Widocznym jest réwniez, ze rozwigzanie to jest
liczbg z przedziatu (0, 1), natomiast nie potrafimy prosto wyznaczy¢ tej liczby.

Pojecie punktu stalego, ktérym bedziemy zajmowaé sie w tym artykule, jest $cisle zwigzane

z pojeciem rozwigzania rownania. Zacznijmy od prostej uwagi. Niech A bedzie podzbiorem
trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej R® i niech f: 4 — R® bedzie pewnym odwzorowaniem.
Nic nie stoi na przeszkodzie, aby zapytaé, dia jakich x € 4 mamy f(x) = 0, gdzie 0 = (0, 0, 0)
jest punktem o zerowych wspolrzednych w R3. Widzimy wiec, ze ,,szkolne’” pojecie rownania ma
sens nie tylko w przypadku funkcji o dziedzinie i przeciwdziedzinie rzeczywistej. Postawmy te
sprawe w troche zmienionej postaci, Rozpatrzmy funkcje (caly czas slowa funkcja i odwzorowanie
traktujemy jako synonimy) /X — X, gdzie X jest dowolnym zbiorem. Pytamy, czy istnicje x € X'
takie, ze f(x) = x. Element x € X taki, ze f(x) = x nazywamy punktem stalym odwzorowania f.
Jezeli wezmiemy X = A © R®, to pytanie o istnienie punktu stalego odwzorowania f: X — X jest
roéwnowazne pytaniu o istnienie rozwiazania rownania g(x) = 0, gdzie g:X — R? jest dane
wzorem: g(x) = f(x)—x. W ogblnej sytuacji pytanie o istnienie punktu stalego

odwzorowania f: X — X jest po prostu pytaniem o istnienie rozwiazania réwnania f(x) = x (takie
réwnanie ma sens na dowolnym zbiorze!).

Mam nadziejg, ze te wstepne uwagi umotywowaly Czytelnikom potrzebe zajmowania si¢
punktami stalymi. Przejdziemy obecnie do spraw zasadniczych w tym artykule. Na poczatek
odnotujmy, ze w odniesieniu do punktow stalych mozna sformulowaé pytania analogiczne do

1) i 2) powyzej. Pierwsza czgé¢ naszej dyskusji o punktach stalych begdzie dotyczyla pytania 1).
Dla ustalenia uwagi umawiamy si¢, ze przez X stale oznacza¢ bedziemy pewien podzbidr R? oraz
ze przez odwzorowanie f: X — X bedziemy rozumie¢ odwzorowanie ciagle. Wyjasnimy, w krotkiej

Pojecic cigglosci odwzorowan omdéwione jest

Sekiadide o w kikighow: A: Talkn Z5ory; fo.rmie, jak rozumieé w _tym przypadku cigglo$¢ odwzorowania. ) ) )
PZWS 1966, W Delcie o podobnych sprawach ~ Niech x = (x;, x5, x3) i ¥ = (31, ¥2, ¥3) beda dwoma punktami w R®. Przypomnimy, ze
pisala M. Moszynhska (1/1975 i 5/1975). odleglo$é tych punktoéw wyraza wzoér:

d(x,y) = V(xl =y1)2+ (x2=y2)* + (xa=ya)%
Poniewaz wskazniki na dole (x,) oznaczajg

czgsto wspdirzedne punktéw, autor stawia Moéwimy, Ze ciag punktdw {x"} = X jest zbiezny do punkiu x € X wtedy i tylko wtedy, gdy
wakagniki wyrazbw ciagu na gbrze. Ten ciag liczb rzeczywistych {d(x", x)} jest zbiezny do liczby zero. Odwzorowanie f: X — X nazywamy
SHERS B2 M A W ciaglym, jezeli dla kazdego ciqgu {x*} < X zbieinego do punktu x € X ciag wartosci {f(x%)}

jest zbiezny do punktu f(x).

Bedziemy mowié, ze zbidr X ma wlasno$é punktu stalego, jezeli kazde (ciagle) odwzorowanie
f:X — X ma punkt staly. Podanie warunkéw wystarczajacych na to, aby dany zbi6ér mial wlasnosé
punktu stalego, dawaloby w pelni zadowalajacg odpowiedZ na interesujace nas pytanie 1),

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881—1966) —  Postawione w odniesieniu do punktéw statych. Nietrudno poda¢ proste przyklady zaréwno na

y ki, znany gléwnie ze ,»tak’ jak i na ,,nie””. Jezeli na przyklad X = {x,} jest zbiorem jednopunktowym, to oczywiscie
TRaich pens. x sikrern sopologi § logik, . ma wlasno$¢ punktu stalego, ale juz zbiér dwupunktowy X = {xo, x, } wlasnoéci tej nie ma
i (dlaczego?). Zbiér X = R® rowniez nie ma wiasnosci punktu stalego, gdyz na przyklad

odwzorowanie f: R* - R? dane wzorem: f(x,, xz, x3) = (x;+1, x;+1, x5+ 1) nic ma punktéw
- @ N i stalych. Pewna odpowiedZ na pytanie, jakie zbiory majg wlasno$¢ punktu stalego, daje twierdzenie
w R, tj. Broum.
K3 = {xeR*:d(x,0) < 1}. Twierdzenie Brouwera, Kula K* ma wlasno$é punktu stalego.
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& Do sprawy dowodu, jak réwniez komentarza uzupelniajacego powyisze twierdzenie wrocimy
m pozniej. Obecnie omowimy niektore konsekwencje twierdzenia Brouwera. Poznamy inne zbiory
Rozwigzanie zadania M 235 majace wlasnoéé punktu stalego.
:;:Zkﬁ; srz:::ih:;“:;:}jcr'::uﬁfn?rf i "™ Przypusémy, ze dany jest zbior X oraz dwa odwzorowania (ciagle) g:X — K* i hiK® - X takie, ze
rozpatrzmy obszar A zlotony ze wzystkich pol, (ke g) (x) = x dla kazdego x € X oraz (g ¢ k) (x) = x dla kazdego x € K>. Wtedy mowimy, ze
do ktérych moze dotrzeé wieza wychodzac zbior X jest homeomorficzny z K3, Na przykiad kula domknigta K3 o érodku w punkcie (1,1,1)

# dodanego rzedy | nie preschodzac przez p01s § promieniy 1 jest homeomorficzna z K*; odpowiednie odwzorowania g: K7 — K* i h: K* — K3
zamalowane. Teza naszego zadania jest

rownowaina temu, ze A zawiera pewne pole pray dane sq wzorami: glxy, X2, x3) = (xy—1,x;—1, x3—1), h(xy, X3, x3) = (xy+1, x3+1, x5+1).
gbrnym brzegu szachownicy. Praypusémy, 2= sk Proponujemy Czytelnikowi zastanowic sig, jak wykazaé, ze kazda kula domknieta (o dowolnym
"i::“‘j Sulncealac it ‘“‘:":‘ k"_: '::’:E'[ lef‘}“ $rodku i dowolnym promieniu), kazdy prostopadtoscian, kazdy ostrostup jest homeomorficzny
calkowicie wewnatrz nicgo, olrzymamy nowy 3 ; e 4 > ’ ¥ X
obexnr B, rdwalet nie zewiesalacy. pol prey ghtaym® K3. Dysponujemy wigc catkiem bogata klasa zbioréw homeomorficznych z K3, Prawdziwy jest

brzegu szachownicy, ktdrego brzegiem jest nas{_;pujqcy wniosek z twierdzenia Brouwera:

zamknigta famana, Niech teraz a i b beda punktami

tej famanej lezacymi odpowicdnio na lewym Kazdy zbiér homeomorficzny z K* ma wlasnosé punktu stalego.

i prawym boku szachownicy i najblizszymi

ghrnemu jej brzegowi (gdyby na bocznych Istotnie, rozpatrzmy odwzorowanie f: X — X. Wykazemy, ze f ma punkt staly. Oznaczmy przez

krawedziach szachownicy takich pdl nie bylo,
wieza moglaby prrejéé z dolu do géry). Lamana ta

g:X — K? i h:K® — X odwzorowania ustalajace homeomorfizm, Wtedy zlozenie g = /¢ h jest

: : g . odwzorowaniem K* w K? i na mocy twierdzenia Brouwera istnieje punkt x € K* taki, ze
zawicra droge lgczacg a i b, przebiegajgcy powyle) T P = T 5 g 3
dolnego brzegu szachownicy i rozdzielzjacy pola (gofo h)(x) =x.Z ostatniej réwnosci “’Yﬂlka. ze (he g°f)(!'(x)) = h(x) i poniewaz
samalowane od nie zamalowanych. Krél moie U! o °f=' .‘l') (x) = U" h) (X) otrzymujemy, 'Z.Cf(’l(x)} = h(x). Pokmliémy Wch,

priciié od lewego do prawego brzegu szachownicy je Odwzorowanief punkt s i h(x).
po zamalowanych polach przylegiych do Lej

drivsi — whesw zaloBenils, Do wypowiedzenia innej konsekwencji z twierdzenia Brouwera potrzebujemy pojecia retraktu.

Przypusémy, ze A < X < R3. Zbiér A nazywaé bedziemy retraktem zbioru X wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje (ciagle) odwzorowanie r: X — A takie, ze r(x) = x dla kazdego x € A. Niech A4 bedzie

srednicg lezaca na osi x; kuli K*. Wtedy A jest retraktem K3, gdyz funkcja r:K* — A4 dana

wzorem r(x,, Xz, x;) = (x;, 0, 0) speinia wymagane zadania, Mozna poda¢ wiele przykladow

retraktéw. Proponujemy Czytelnikowi zastanowienie si¢ nad ta sprawg. Sadzimy, ze na

podstawie powyzszego przykladu Czytelnik potrafi powiedzieé, dlaczego kazda srednica K* jest

7 ¢ retraktem K3, a takze dlaczego przekréj K* dowolng plaszczyzng jest retraktem K3, Jako

I_-| I T— przyklady retraktow prostopadioscianow i ostrostupow moga stuzyé krawedzie i §ciany boczne.
o2 I

S

Dia jasnoéci dodajmy, ze retrakty nie musza mie¢ tak ,,regularnych ksztaltow’ jak w powyzszych
przykladach. Na przykiad luk lezgcy w prostopadioscianie faczacy dwa punkty na przeciwleglych
Scianach jest retraktem tego prostopadloscianu.

Sl NI Przykladow zbiorow majacych wlasno$é punktu stalego dostarcza nam nastepujacy wniosek
z twierdzenia Brouwera:

! | Siezer B Retrakt zbioru posiadajacego wilasnosé punkiu stalego ma réwniez wlasnosé punktu stalego.
Przypusémy, ze X ma wlasno§¢ punktu stalego i 4 jest retraktem X. Dysponujemy dwiema
/—' droga kréla funkcjami: r: X — A, r(x) = x dla kazdego x € 4, oraz i: 4 — X, i(x) = x. Tak wiec mamy
. (rei) (x) = x dla kazdego x € 4. Proponujemy Czytelnikowi przeprowadzi¢ dowéd tego wniosku

stosujac metodg analogiczng jak w dowodzie wniosku pierwszego (informacja (rei) (x) = x
§1= {xeK¥dx.0) = 1) = w pelni wystarcza!).
= {(x, 23, x50 € R:xi+xi+xi =10 Okazuje sie, ze zwiazek pomiedzy twierdzeniem Brouwera i pojeciem retraktu jest glebszy.
Oznaczmy przez S? sfere jednostkowa (tj. powierzchnig kuli X3).

Twierdzenie Brouwera jest réwnowazne temu, ze S* nie jest retraktem K>,

Dowiedziemy tego metoda niewprost. Przypusémy, Ze istnieje odwzorowanie r:K* — 5 takie, ze
r(x) = x dla kazdego x € §2. Wtedy odwzorowanie f: K* — K? dane wzorem: f(x) = —r(x) nie
ma punktu stalego. Na odwrot, jezeli przypuscimy, ze istnieje odwzorowanie f:K* — K* bez
punktow statych, to mozna okresli¢ funkcje (ciagly) r:K® — §* taka, ze r(x) = x dla kazdego

x € §% (patrz rysunek).

Twierdzenie Brouwera sformulowalismy, dla prostoty, dla kuli K* = R® W gruncie rzeczy jest
ono prawdziwe dla dowolnej kuli domknigtej K™ w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej R" i co
wiecej, przedstawione wyzej wnioski z twierdzenia Brouwera pozostajg prawdziwe dla podzbioréw
R, Wiemy juz, ze kula domknigta K* na plaszczyZnie R? jest retraktem K3, dalej, dowolny

Pordwnaj zadan € M237. odcinek [a, b] jest retraktem pewnej kuli domknigtej w R (zawsze mozemy znalezé taka kulg,
y aby odcinek [a, b] byl jej $rednicg). Nie jesteSmy w stanie da¢ nawet szkicu dowodu twierdzenia
Brouwera dla K2 lub K?, gdyz wymaga on znajomoéci wielu dodatkowych faktow. Natomiast
1 ‘ - w przypadku odcinka [a, b] dowdd jest elementarny. Naszkicujemy go dla odcinka [0, 1]. Niech

£:[0, 1] = [0, 1] bedzie funkcjq ciagla. Wykres tej funkcji lezy w kwadracie0 < x< 1,0< y< 1.
Funkcja f ma punkt staly wtedy i tylko wtedy, gdy jej wykres ma punkt wspolny z przekatng
kwadratu. Przypusémy, ze wykres f nie przecina przekatnej kwadratu. Z tego, ze funkcja ciggla

) 3 % na odcinku musi przyjmowaé wszystkie wartosci posrednie pomigdzy danymi wynika, ze wykres f
lezy catkowicie nad przekatna lub lezy calkowicie pod przekatna kwadratu. Jezeli wykres /
lezalby calkowicie nad przekatna, to funkcja f nie moglaby by¢ okreslona w punkcie x = 1

y=fx)




Wprost z okredlenia odwzorowania
ZweZajacego mamy

d(xm, x") < AMd{x0, xn-m),

Z kolei dla odleglodei d(x?, x¥) mamy
05zacOWanie
1— Ak
d(x®, xk) = e d(x%, x1),

latwe do udowodnienia np. przez indukeje.
Przyjmujgc k = n—m i pomijajge skladnik

— Ak w liczniku ostatniego ulamka dostajemy
(dla n= m)

d(x®, x™) < _I):%l a0, %),

Poniewaz A < |, wige prawa strona staje sie
dowolnie mala, gdy m (a4 wigc i m) jest
dostatecznie duze, Zatem cigg {x" | spelnia
warunek-Cauchy'ego i wobec zalozonej
zupelnodci przestrzeni X jest ciggicm
zbieznym do pewnego punktu x e X,

Ma to znaczenie przy rozwigzywaniu rownan
roeniczkowych (p. artykul M. Kuczmy),

Przestrzenie zupeine — 1o takie przestrzenie
metryczne, w ktorych spelnienie warunku
Cauchy’ego przez cigg implikuje zbieinosé
tego ciggu. Przestrzen euklidesowa i wszystkie
jej domkniete podzbiory sg zupeine.

Jezeli natomiast wykres f lezy calkowicie pod przekatna, to funkcja f nie bylaby okreslona
w punkcie x = 0. Za kazdym razem otrzymujemy sprzeczno$¢ z tym, ze f jest okreslona na
[0, 1].

Ostatnig czgéé tego artykulu poéwigcimy sprawie istnienia i metodzie wyznaczania punktéw
stalych. Zbiér X = R® nazywamy domknigtym w R, jezeli dla kazdego ciggu punktéow {x"} = X
z tego, ze cigg {x,} jest zbiezny do punktu x € R?, wynika, iz x € X.

Odwzorowanie - X — X nazywamy zweZajgcym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 4, 0 < 1 < 1
takie, ze dla dowolnych x, y € X spelniona jest nierowno$¢:

3 d(f(),f() < A-dlx, ).

Pozostawiamy Czytelnikowi podanie przykladow odwzorowan zwezajacych,

Twierdzenie Banacha. JeZeli C jest domknictym podzbiorem R*, to kaide odwzorowanie zwezajgce
f:X = X ma dokladnie jeden punkt staly.

Dowdd, Niech x' bedzie dowolnym punktem X. Okreslamy: x? = f(x'), ..., x" = f(x""1), ....
Z okre§lenia i zalozenia o zweZzeniu mamy: d(x"**, x") = d(f(x"), f(x""")) < A- d(x", x""1), co
znaczy, ze przy wzroicie n odlegloéé pomiedzy x"** i x" maleje. Uwaga ta pozwala pokazaé
(patrz margines), Ze ciag x" jést zbiezny do pewnego punktu x, a poniewaz X jest domknigtym
podzbiorem R3, to x € X. Z tego, ze f jest odwzorowaniem cigglym (wynika to natychmiast

z tego, ze jest odwzorowaniem zweZajacym!), ciag {f(x")} jest zbiezny do f(x). Z drugiej strony
ciagi {f(2")}i {x"} roznia si¢ tylko o jeden wyraz, skad f(x) = x. Twierdzimy, ze x jest jedynym
punktem stalym odwzorowania f. Istotnie, jezeli x* # x jest rowniez punktem stalym f; to na
mocy zalozenia mamy: d(f(x'), f(x)) < A- d(x’, x) i wobec réwnosci f(x") = x°, f(x) =
otrzymujemy d(x’, x) < A- d(x’, x), ale ostatnia nierownos¢ jest niemozliwa, bo 0 < 4 < |1
it xf,

Powyzszy dowod twierdzenia Banacha podaje metode wyznaczania punktu stalego. W tym celu
wystarczy wystartowac od dowolnego punktu x' € X, rozpatrzy¢ tak zwany ciag iteracji tego
punktu, tj. ciag {x"}, gdzie x" = f(x"~'). Granica ciagu iteracji jest (jedynym) punktem stalym
odwzorowania f. Godnym odnotowania jest fakt, ze cigg iteracji ma zawsze t¢ samg granice
niezalezng od x'. Twierdzenie Banacha sformutowali$émy tylko w przypadku domknietych
podzbioréw R?, w istocie jest ono prawdziwe dla podzbioréw domknigtych dowolnej przestrzeni
euklidesowej R", co wigeej, istnieje klasa przestrzeni metrycznych zwanych zupetnymi, dla ktérych
twierdzenie to pozostaje w mocy.

Odnotujmy, ze zloZenie odwzorowania zwezajacego z retrakcja lub homeomorfizmem nie musi
by¢ odwzorowaniem zwegzajacym: (podajcie przyklady!). Oznacza to, Zze metoda stosowang
"w przypadku twierdzenia Brouwera nie mozna wyprowadzié¢ wnioskéw z twierdzenia Banacha,

Obecnie wyjasnimy, czy twierdzenie Banacha pozostaje prawdziwe dia retraktow i zbiorow
homeomorficznych z podzbiorami domknigtymi przestrzeni euklidesowej. Zauwazmy na

poczatek, ze jezeli A jest retraktem X, to A jest domknigtym podzbiorem X. Istotnie, jezeli

{x"} = Ailimx" = x, to limr(x") = r(x), ale r(x") = x", bo x" € A. Zatem ciagi {x"} i {r(x"}

sq identyczne i w konsekwencji r(x) = x. Wobec tego x € A, co dowodzi, ze A jest domknigtym
podzbiorem X. Wobec tego twierdzenie Banacha pozostaje prawdziwe dla retraktéw podzbiorow
domknigtych w przestrzeniach euklidesowych (bo s3 one réwniez podzbiorami domknietymi
przestrzeni euklidesowych). Jednakze wypowiedzenie tego wniosku nie dostarcza nam ani jednego "
nowego przykiadu zbioru, dla ktorego prawdziwe jest to twierdzenie.

A co sig dzieje w przypadku zbioréw homeomorficznych z podzbiorami domknietymi
w przestrzeniach euklidesowych? Twierdzenie Banacha jest oczywiscie prawdziwe dla zbioru liczb
rzeczywistych R (jedno z mozliwych uzasadniefi otrzymujemy po zauwazeniu, ze R jest retraktem

n m
R3!). Odcinek (— > ?) jest homeomorficzny z R (odpowiedni homeomorfizm ustala funkcja

T . . E]
tg: (-—--?, ?)—' R i funkcja odwrotna do tg). Jednakze dla odcinka (— 7 ;) twierdzenie

Banacha jest nieprawdziwe. Aby si¢ o tym przekonaé, rozpatrzmy funkcje f: (— i;-, 1) -

2
—'( L “) flx) =

33 (x— 7) Widzimy, ze f jest odwzorowaniem zwezajacym (A - ——)

:memapunktéwstalych,sdyif(x)=xmhﬂdﬂtylk"d]a"""'—Iah_ ¢( : :)



