Opowiedzielismy juz Czytelnikom co nieco o przedstawianiu réznych funkcji w postaci sum
szeregOw nieskoriczonych: potegowych, trygonometrycznych. Na podobiefistwo szeregow —
czyli sum nieskoriczonych — rozwaza sie tez nieskoniczone iloczyny, okreslane jako wartosci
graniczne iloczynow czgéciowych czyli ,,coraz dluzszych” iloczynéw skoriczonych.
Wiemy, Ze wielomian stopnia n majacy n pierwiastkéw mozna przedstawi¢ jako iloczyn czynnikéw
liniowych:

a(x—x;)(x—x3) ... (x—xa).

Niektore funkcje nie bedace wielomianami, majace nieskonczenie wiele miejsc zerowych,
dopuszczajg podobne przedstawienie, przy czym liczba czynnikow jest nieskoriczona. Takg
funkcja jest np. sinus:

. M sinx=x(1— x)(1+i)(1“%)(1+%)(1_31)(1+3i
Obliczamy [I ATy * . -t = &t 2 &4 il
e kazda funkcje da si¢ tak ladnie zapisa¢. Teoria iloczynéw nieskoficzonych jest
skomplikowana, a praktyczne wyznaczanie rozwinig¢ konkretnych funkcji — trudne.

Dr Marcin E K(]CZMA Uwierzmy tymczasem w prawdziwo$¢ wzoru (1) i podstawmy x = -;—::; oto wynik:
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czyli, po prostym przeksztalceniu
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Jest to wzor Wallisa (John Wallis, 1616—1703).
O ile wyprowadzenie ogdlnego wzoru (1) jest trudne, o tyle wykazanie jego szczegolnego

przypadku — wzoru (2) — jest calkiem latwe, jesli si¢ zastosuje inng metode. Przyjrzyjmy sie
ISII'\“! ]
1 : funkcjom: 1, sin x, sin®x, sin®x, ... na przedziale <0, ?r;> Oznaczmy
.\-"‘f & w2 =2
& )} Ay = { sin”xdx, B,= {sin®*'xdx, 7=0,1,2,3,..
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Oczywiscie )
J{- (4) Ag...l < B. < A..
Czytelnicy, znajacy troche rachunek catkowy, sprawdza z latwoscia wzor rekurencyjny
® PR 2n+1 P e 2n+2
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Ao = E’J’I, Bq = 1.
Wstawiajac pierwszy z wzordw (5) do (4) i dzielac stronami przez 4, dostajemy
2n+1 B,
< —<1,
2n+2 An
wige stosunek B,[A4, dazy do jednosci. Ale jednoczeénie stosunek ten wyraza si¢ rownoscia
B, 2 2 2 4 4 2n 2n
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e ] s ot g latwa do udowodnienia przez indukcje przy wykorzystaniu wzoréw rekurencyjnych (5).

"= 170—2‘( T ;_4_ T TR W ten sposob dochodzimy do iloczynu nieskoriczonego (2) i do wzoru Wallisa.
1 ) Szybkos¢ zbieznoici tego iloczynu jest — co tu kry¢ — niewielka. Jedyng praktyczng zaletg
5:6-7-8-9 '

M jest prostota rachunkéw; kolejne iloczyny czgsciowe wyznacza si¢ korzystajac z banalnej reguly —
{I-F. Rallantina) mnozZenia przez wlasciwa liczbe parzysta i dzielenia przez odpowiednia nieparzysta. Przy
P m( 1 - operowaniu szeregami mnozenie przeplata si¢ z dodawaniem. Obliczenie, dajmy na to,
i 2-3-4:376-7-8 setnego przyblizenia iloczynu (2) daje blad tego samego rzedu, co wzigcie setnej sumy cze$ciowej
T T S [ ) szeregu X1 /n*; ale nakiad pracy bez porownania mniejszy.
(J. P. Ballantine) W poprzednim odcinku pokazali§my metode sumowania szeregéw X1 [n*, gdy k jest liczba
"2 ¢ “an parzystg. PrzytoczyliSmy wzory:
172 (“5) (“3*?) 1 1 3 .3
360 =T e 3 + ?ﬂz=l+?+?+F+....
(H. F. Sandham) . ;
sedpten—aihmetete: B WY e TR R
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Leonhardowi Eulerowi zawdzieczamy niezwykle interesujace spostrzezenie, ze suma szeregu
takiej postaci jest jednocze$nie warto$cia pewnego iloczynu nieskoriczonego:
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Coz to za liczby: 2, 3, 5, 7, 11, ..., ktore pojawiajg si¢ w poszczegélnych czynnikach tego
—~ iloczynu? Odpowiedz doéé nieoczekiwana, ale widoczna: s to kolejne liczby pierwsze. Stad
- wielkie znaczenie wzoru (7) w teorii liczb. Lewa jego strona to slynna funkcja ,,dzeta” Riemanna.
W polaczeniu z wzorami (6) uzyskujemy teraz nowe wzory na wymierne przyblizenie 72, a*, n®.
i o Poniewaz ciag liczb pierwszych szybciej dazy do nieskoficzonosci, niz cigg wszystkich liczb
— naturalnych, wigc iloczyn po prawej stronie wzoru (7) jest szybciej zbiezny, niz szereg po lewej
stronie tegoz wzoru. Tyle, Ze nie znamy wzoru (efektywnego!) na n-t3 liczbg pierwsza.
g Czytelnikom, ktbrzy cheieliby p6j$¢ Sladami wielkiego Eulera i odtworzy¢ dowéd tozsamosci (7)
(zachodzacej dla wszystkich wartoéci k > 1, niekoniecznie naturalnych),
zdradzimy, Ze nie jest to wcale trudne; trzeba tylko kazdy z czynnikéw po prawej stronie
zapisa¢ jako sum¢ odpowiedniego szeregu geometrycznego:
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Dalszy ciagg rozumowania, wzorem matematykéw starogreckich, skwitujemy slowkiem:
Patrz! Oczywiscie, co kto zobaczy, zalezy od tego, jaki ma wzrok... Euler dojrzal lewa strong

wzoru (7).
A teraz porzuémy ten temat i przypomnijmy sobie rozwinigcie funkcji arcus tangens w szereg
potegowy:
1 1 1
® arctgx:x—~-;x’+?x’—?x"+ AP | [ 1

Od wyprowadzenia tego wzoru rozpoczgliSmy nasze rozwazania analityczne przed dwoma
miesigcami. Podstawienie x = 1 dafo nam szereg Leibniza, zbieiny bardzo powoli do sumy

1

71 . Skad ta ,,opieszaloé¢”? Skiadnikami szeregu (8) s3 funkcje potegowe; jedynka jest w ogéle

nieczula na potggowanie. Punkt x = 1 jest koficowym punktem przedzialu —1 < x < 1, czyli
przedzialu tych wartodci x, dla ktérych szereg (8) jest zbiezny. Jasne jest, Ze zbiezno§¢ bedzie
tym szybsza, im blizej zera wybierzemy punkt x.

Ale wartosci funkcji arctgx dla x wymiernych, |x| < 1, nie wyrazaja si¢ wymiernie przez .

1
Z klopotem tym mozna sobie poradzi¢ w bardzo prosty i sprytny spos6b. Niech a = an:tg—z-,

1 1 1

aﬁ B = arctg—-; zatem tga = —, tgf = —-, skad

e . 1 1
Rozwigzanie zadania M 232 e e
Obliczmy na dwa sposoby liczbg punktéw tga+tgf 2 3
majacych dbie wspolrzedne naturalne ) '8(u+ﬂ} == m e -
i lezacych na hiperboli xy = N i pod nig: Balg -t
liczge kolumnami otrzymamy 6

N N N - 1
[T] * [TJ e [-K"] Oczywiscie 0 < a+f < — =, a jedyna liczba w tym przedziale, ktorej tangens réwna sig 1, jest

& liczac wzdluz hiperbol xy = n= N 2

iczba . . Otrzymalifm 1
otrzymamy i ¢ 59 ) T IV :
(i} + (2 + ... +(N). 4 o wige rownos¢ a+ f 2 7, cZy!

1 1 1
9 — ;= arctg — tg—.
&) 4:: nmgz+arc33

1 1
Podstawiajac we wzorze (8) x = - oraz x = 3 dostajemy szeregi zbiezne bardzo szybko

Na hiperboli xy=n

tety "yd?unkm . (wykiadniczo). Sumy aﬁcilowe tych szeregbw dodane do siebie dadzg, z uwagi na rownosé (9),
_ dobre przyblizenie liczby % . )
Te metode mozna jeszcze usprawni¢. Zachodzi na przykiad rownosé _
& \ i:z = 4arctg-£-—-arctgL.
&H:w 4 5 239

Wyprowadza si¢ ja zupelnie tak samo, jak poprzednia. Autorem tego pomyshu jest matematyk
BB .. i angielski J. Machin (1685—1751).




W latach 1944—48 Morris Fergusson,
Archibald i Wrench obliczyli 808 cyfr
rozwinigcia dziesigtnego =, wykorzytujgc
wzor

l = larcts-!- + arct; —l— + arct; L

3 4 #7306 & 085
i sprawdzajgc obliczenia za pomocy
ettt

1 1 5
e Sln:tsT +arctg 99

odkryli, 2= Shanks, ktéry w XIX wicku
obliczyl ponad 700 cyfr =, pomylil si¢ na
527 miejscu, wskutek opuszczenia
skladnika 1/29- 532,

100000 znakdw, o ktérych byla mowa

w pierwszym artykule moina znaleié w pracy:

Daniel Shanks and John W. Wrench Jr.,
Calculation of & to 100,000 Decimals,

w Matk ics of Computation 16(1962),
str, 76—99
3141 5 9 2 6
Kto z woli i mysli zapragnie pi spisaé
5 3 5
cyfry, ten zdola...
3141 3 9 2 6

Que j'aime & faire apprendre un nombre

3 3 3
utile aux sages!
Immortel Archiméde, artiste ingéni
Qui de ton jugement peut priser la valeur?
Pour moi, ton probléme eut de pareils
avantages.
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Jesli wartos$¢ x = 7 podstawimy do wzoru (8), a nastepnie
1
zsumujemy n poczatkowych skladnikéw otrzymanego szeregu, otrzymamy liczbg arctg 5 z bledem

1
mniejszym niz 1/(2n+1) - 52"+ (dlaczego?). Podobnie dla x = ETTR suma m skladnikow

daje blad mniejszy niz 1/(2m+ 1) - 239>+, Mnozac pierwszy z tych bledow przez 4 i dodajac
1

drugi, oszacujemy blad przyblizenia liczby -In. Mnozgc jeszcze raz przez 4 ocenimy blad

przyblizenia 7.

1
Celowe jest tu dobranie takich wartosci n i m, aby blad dla 4arctg 5 byl tego samego rzedu,

1
co blad dla arctg ETTY (w przeciwnym razie obliczanie niektorych skladnikow jest robotg

daremng). Wezmy np. n = 18, m = 5. Krotki rachunek przekonuje nas, ze wowczas pierwszy
z tych bleddw szacuje sig przez 1,5+ 10?7, a drugi przez 0,7+ 10~?7; laczny blad przyblizenia
liczby n otrzymanego w ten sposob nie przekracza 10~2°, Znaczy to, ze dostajemy 25
dokiadnych cyfr po przecinku! .
Wykonanie wszystkich potrzebnych tu obliczen: z potrzebng dokladnoscia zajelo piszacemu
te slowa — przy uzyciu recznego kalkulatorka (o$miocyfrowego) — niecalg godzing.
Popularny wierszyk ,,Kué i oraé...” (pierwsza czes¢ artykulu, Delta 6/1980) daje recepte na
zapamigtanie 23 cyfr po przecinku. Wskazali$my metod¢ wyznaczania dalszych...

Czytelnik ma prawo poczu¢ si¢ wyprowadzony w pole. Wigc po to wypracowaliSmy tak
roznorodne techniki, aby w koricu okazalo sig, ze z przedstawionych metod najskuteczniejsza
polega na calkiem elementarnym wykorzystaniu wzoru (8), wyprowadzonego dwa miesigce temu,
na samym poczgtku naszego cyklu! .

Drogi Czytelniku — nie miej tego za zle. Wzory Leibniza, Eulera, Wallisa sa dla obliczenia 7
mniej efektywne, niz wzér Machina. Ale procz wartosci uzytkowej istnieje jeszcze warto$é
poznawcza. Czyz to nie fascynujgce, ze jedna i ta sama liczba n wykazuje tak przedziwne

i roznorodne zwigzki z arytmetyka, Ze mozna ja otrzyma¢ jako sumy roznych szeregéw,
granice roéznych ciggdw?

Wszystkie otrzymane wzory na nt byly wnioskami z rownosci ogdlniejszych, dla funkcji.
Analiza matematyczna jest ciekawa! Powiedzmy sobie szczerze: z calych naszych
przeprowadzonych rozwazan najbardziej interesujace jest to, ze rézne znane funkcje mozna
przedstawiaé w nieoczekiwanych postaciach: sum szeregbw potegowych, trygonometrycznych,
iloczynow funkcji liniowych... Te przedstawienia (,,rozwinigcia™) sa o wiele wazniejsze,

niz samo wyznaczanie kolejnych cyfr ludolfiny. Bo czymze jest obliczanie n? Milg rozrywka,
igraszka tylko, niczym wigcej.

_ m Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI
M 232. Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej N zachodzi réwnoéé

N N N
T()+7@2)+ ... +T(N) = [T] + [7]+ o [F]

(7(n) — liczba dzielnikéw n, [x] — czesé calkowita x).

Rozwigzanie na str. 9

M 233. Czy istnieje szeSciokat S majacy te wlasnosé, ze kazda parg jego bokow widaé z pewnego
punktu wewngtrznego, ale nie istnieje punkt, z ktérego byloby wida¢ wszystkie sze$¢ bokow?
Rozwigzanie na str. 2

M 234. Wykazaé, ze pierwiastki kwadratowe trzech réznych liczb pierwszych nie mogg by¢
wyrazami postgpu geometrycznego.

Rozwigzanie na str. 4

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 79. Oblicz pojemno$¢ wypadkowa C,p narysowanego obok nieskoriczonego ukladu
kondensatorow.
Rozwigzanie na str. 3

% (A. Jurewicz)



