Obliczamy [] (I1)
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Calke funkcji ciaglej f po przedziale {a, b
moina okreslaé jako przyrost dowolnej funkcji
pierwotnej F:

a
{ odx = Fo)- Fea).
b

Geometrycznie, wyraza ona (w przypadku
funkciji stale dodatnich) pole obszaru zawartego
pomigdzy przedzialem <a, b> osi Ox i
wykresem funkeji / na tym przedziale,

W poprzednim numerze mowilismy o rozwijaniu funkeji w szeregi potegowe. Jako przykiad
postuzyla nam funkcja arcus tangens. WyprowadziliSmy rozwiniccie
- L]
1 1 1
1 arctgx = x— — X+ —x5——x"+ ..., x| < 1,
(1) 4 3 5 7 . |

skad przez podstawienie x = 1 dostal iSmy wzor Leibniza

> 1 1 1 1 1

( ) T = 1— T +? 7 + v
Sumy czgdciowe szeregu po prawej stronie wzoru (2) daja wymierne przyblizenia liczby .
Niedogodnos¢ stanowi jednak to, ze szereg ten jest zbiezny bardzo powoli.

Sprobujmy do naszego zagadnienia wykorzysta¢ wilasnosci catkiem innej klasy szeregow
funkcyjnych: szeregdw trygonometrycznych. Sa to szeregi postaci

3) ag+ (a,cosx -+ b;sinx)+ (a,c052x+ bysin2x) + (gscos3x+ hasin3x)+ ...

A czy kazda funkcj¢ 27-okresowa mozna, przez odpowiedni dobér wspélezynnikéw as, b,
przedstawi¢ jako sume pewnego szeregu postaci (3)? Tu kilka stéw wyjasnienia na temat,
skad si¢ wziglo to zagadnienie. Funkcjg okresowa mozna uwazaé za analityczny opis pewnego
zjawiska fizycznego — ruchu drgajacego. Szezegdlnym rodzajem drgaii sa tzw. drgania proste,

tj. takie, gdzie wykresem jest linia sinusoidalna. Nietrudno przekonaé sie, 7e wykresem

kazdej funkcji typu acosnx+ bsinnx jest sinusoida; mamy bowiem rownosé

(4) ) acosnx+ bsinnx = Asin(nx+a),

gdzie 4 = }/a‘—l—b’, za$ o« jest wartoscig taka, Ze sine = a/A, cosx = b/A. Tak wiec wyrazenie
typu (4) opisuje drgania proste o czestotliwosci /27, amplitudzie A i przesunieciu w fazie 0. o
Widzimy zatem, Ze problem rozwijalnosci danej funkcji okresowej f(x) w szereg trygonometryczny
(3) odpowiada zagadnieniu rozkladu ruchu okresowego na sume drgan prostych o czestotliwosciach
nf2z,n = 1,2, 3, .... Jest to bardzo klasyczne zagadnienie mechaniki.

Przypusémy, ze pewna funkcja okresowa f(x) jest. suma szeregu postaci (3). Ustalmy liczbg
naturalng n i pomnozmy f(x) przez sinnx

(5) f(x)sinnx = a,sinnx+
+a;cosxsinnx+ b, sinxsinnx+
4 a;cos2xsinnx+ bysin2 xsinnx+

Calkujgc otrzymang réwnos¢ w przedziale (—m, 7) otrzymujemy:

S [f(x)sinnxdx = (suma calek skladnikéw po prawej stronie).
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(Przy calkowaniu sum nieskoriczonych konieczna jest pewna ostrozno$¢ — por. uwagi
w poprzednim numerze; nic wdajac si¢ w szczegoly, ograniczymy sie do stwierdzenia, ze
bardzo stabe zalozenia o funkcji f wystarcza, zeby takie catkowanie bylo dopuszczalne). Latwy
n

S wszystkich skladnikow po prawej stronie wzoru (5) sa
-
zerami, z wyjatkiem jednego — mianowicie tego, w ktorym sinnx mnozymy przez sinnx:

i 4
S sin*zxdx = 7. Stad dostajemy
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rachunek pokazuje, ze calki

(6) s S(x)sinnxdx = mh,.

Catkiem podobnie wykazuje sie, 7e

Fi g ™
() S f(x)cosnxdx = ma,, (n=1) oraz S f(x)dx = 2na,.

- -
Wzory te pokazuja, ze wspolczynniki ax, ba W szeregu (3) sa wyznaczone przez funkcije f
jednoznacznie — otrzymuje sie je obliczajac powyisze calki i dzielac przez .
Nie daje nam to odpowiedzi na pytanie: czy kazda funkcja 2x-okresowa daje sie
przedstawi¢ w postaci (3)?7 Ot6z — nie! Majac dang funkcje 2w-okresowa f, mozemy z nia
zwigza¢ — calkiem formalnie — szereg (3), w ktorym wspolczynniki a,, b, zdefiniowane sa
przez formuly (6), (7). Szereg ten nazywa si¢ szeregiem Fouriera funkcji /. Piszemy:

® f(x) ~ ag+aycosx+bysinx+azcos2x+basin2x+ ...
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Calka § tzw. calka niewlasciwa jest
a

x
wartoscig graniczna calek | gdy x — .
a

Znaczek ~ wyraza niewiele: tylko tyle, ze wspélczynniki a,, b, wyznaczone zostaly wedlug
wzordéw (6), (7). Z poprzednich rozwazan wynika, Ze jesli f w ogole rozwija si¢ w szereg
trygonometryczny, to tym szeregiem jest wlasnie szereg Fouriera funkcji fi zaden inny.
Chcieliby$my, by znaczek ~ we wzorze (8) mozna bylo zastapi¢ znakiem =. Tak by¢ jednak
nie musi. Moze si¢ zdarzy¢, ze otrzymany szereg jest rozbiezny dla kazdej wartoSci x! Moze
sig¢ tez zdarzy¢, ze w pewnych punktach szereg ten jest zbiezny, ale ... weale nie do wartosci
f(x). Zeby jednak nie popas¢ w rozpacz, zaznaczmy od razu, ze istniejq liczne twierdzenia
pozytywne. W ogromnej mierze ich autorem lub inspiratorem jest matematyk niemiecki
pochodzenia francuskiego Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805—59), ktorego pomyst
polegal na wyrazeniu n-tej sumy czesciowej szeregu (8) w formie pewnej catki. Nie mozemy tu
przytoczy¢ pelnege wywodu; ograniczymy si¢ do sformulowania jednego z licznych

twierdzen Dirichleta:

Zaléimy, ze funkcja 2mt-okresowa f jest przedzialami monotoniczna. Wowczas: jesli f jest
ciqgla w punkcie x, to we wzorze (8) zachodzi réwnosé; jesli f jest nieciqgla w punkcie x, to
szereg we wzorze (8) zbiezny jest do sumy rownej Sredniej arytmetycznej granic lewostronnej

i prawostronnej funkcji f w tym punkcie (rys. 1).

Przejdzmy teraz do przykladow. Wezmy (rys. 2) funkcje 27-okresowa f, rowna 1 w przedziale

(0, 7> i —1 w przedziale (— =, 0). Obliczajac jej wspolczynniki Fouriera wedlug wzordw (6), (7)
dostajemy: ao = a; = Gz = ... = 0, b, = by = bg = ... 0, by, = 4/nn dla n nieparzystych.

B 1 1
Zatem f(x) ~ —(sinx+—sin3x+—sm S )

7T 3 5

1
Dla x = 5 n zachodzi rOwno$é, w my$l twierdzenia Dirichleta (jest to punkt ciaglosci).

1 1
Oczywiscie f (3 :r) = 1. Podstawiajac x = e 7 dostajemy
4 1 1 1
l=—(l——F+———+ ..}
b4 3 5 7

czyli ... znow wzor Leibniza (2).
Rozwazmy teraz (rys. 3) funkcje 2n-okresows g, dana w przedziale {— s, ) wzorem

1
f(x) = x*. Formuly (6) i (7) dajag nam teraz go = ?n’, an = (—1Y4/n% by = by = b3 = ... =0.

1 1 1 1
Stad g(x) ~ ?n’+4(—c05x+ TCDS?.x—?CGS3x+ Ecostlx— )

Rozwazana funkcja jest ciggla we wszystkich punktach, wigc znak ~ mozna zastapic
rownoscig. Podstawiajac x = m otrzymujemy

1 1 1 1
n? =?n"‘+4(1+—£+;+1—6—+ ), skad po przeksztalceniu
1 1 1 1
9 —at =1t —t—+—+...
®) 6 4 & 9 i 16

Jest to wzor Eulera (matematyk szwajcarski Leonhard Euler (1707—83) doszedl do niego

na drodze innych rozwazan).

Jaka dokladnos¢ przyblizenia daja sumy czeSciowe szeregu we wzorze Eulera? Oznaczmy n-t3
sumeg czeSciowa przez s,, a przez r, — to, co zostaje (,,reszta” albo ,,0ogon”):

1 1 1 1

1
Sm=1+—+ .+ —, fa=— ot —— — 7t* = Syt+ra
5 4 n? n+1? | (n+2)? 6 il

Spdjrzmy teraz na rysunek 4. Krzywa na tym rysunku to wykres funkcji 1/x* w przedziale
B dx 1

{n, 0). Pole obszaru zacieniowanego réwna sig S =t
= ok n

. L I | 1 1 1
Pole obszaru pod ,,gérnymi schodami” rowna sie = + oy ol + a2 + e = "

1
(n+1)* * (n+2)*

pole obszaru pod ,,dolnymi schodami” roéwna sig + e =y

1 1
Zatem rp < — < —5 +ry, czyli
n n

1 1

10) 0<——r<—.
n n

1 g : =
Znaczy to, Ze ry (czyli blad popelniany przez zastapieniu liczby 5 * przez .s'.) jest wielkoScia
rzedu 1/n.
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Znacznie mniej wiemy o sumie odwrotnosci

trzecich poteg liczb naturalnych, czyli o sumie
1 1 1

byt tog

Przedstawiony na Migdzynarodowym

Kongresie Matematykéw w Helsinkach

w 1978 roku wynik Apéry'egzo mowigey, Ze

liczba ta jest niewymierna, zostal okreslony

mianem ,,sensacyjnego’.

Rys. 2

Sytuacja jest wiec nie lepsza, niz w przypadku wzoru Leibniza. Ale tylko na pozér. Mozemy

1
bowiem zastosowac taka sztuczke: do n-tej sumy czesciowej dodajemy jeszcze skladnik —;
n

Z uzyskanych oszacowan (10) wynika, ze otrzymana wielko$¢ — oznaczmy ja przez 1, — daje ~

1 1 1
przyblizenie liczby €sr’ z nadmiarem, z bledem mniejszym niz 1/n?; 0 < 1,— 5 Tt —
n

o 1
Stad dostajemy 0 < J61,—7 < —

Obliczajac 61, np. dla n = 100 i wyciaggajac pierwiastek kwadratowy otrzymujemy wigc wartosc
przyblizong liczby 7 z dokladnoscia czterech znakdw po przecinku. To juz jest co$; czynnosci
te mozemy wykonaé na kieszonkowym czterodzialaniowym kalkulatorze w ciggu

kilkunastu minut.

Rozpatrujac funkcje x*, x®, x5, ... na przedziale { —m, @), przedluzajac je przez okresowosé

do funkcji ciaglych na calej prostej R, rozwijajac w szereg Fouriera, uwzgledniajac twierdzenie
Dirichleta i wreszcie podstawiajgc x =  dostajemy wzory analogiczne do wzoru Eulera,
wyrazajace liczby n* przez sumy szeregow X 1/n*, k = 4, 6, 8, .... I tak:

11) ln:‘l+l+l+ l“l+1+l+
— = e —iw=s iy e = = oo —; cen s
{ 90 2 gt

Czy wzory te nadaja sie do obliczania «x? I tak, i nie. Prawda, ze szeregi sa zbiezne coraz szybciej;

1 1
ale dochodza wspdlczynniki 20" 945, (dalsze mianowniki rosna w ogromnym tempie), no

i dochodzi koniecznos¢ wyciagania pierwiastka: czwartego, szostego stopnia itd. Obniza to,
rzecz jasna, efektywnos¢ przyblizania. Spojrzmy jednak na wzory (9) i (11) ,,0d drugiej
strony™. Zapomnijmy na chwile o naszym zadaniu; w koncu, liczba m jest dos¢ dokladnie
znana. Samej zbieznodci szeregdw 3 1/n?, 3 1/n%, 3 1/n® dowodzi sie prosciutko metodami
bardzo eleméntarnymi. Ale wzory (9) i (11) daja nam warto$ci sum tych szeregdw — trudne do
wyznaczenia innym sposobem. Rozwijajac w szereg Fouriera rozmaite funkcje i podstawiajac
za x rozne punkty przedzialu < —, #) mozemy w ten sposob wyznaczy¢ sumy bardzo wielu

_ szeregow liczbowych — mila to i pozyteczna zabawa.

Naiwnoscia byloby sadzi¢, e teoria szeregdw trygonometrycznych zostala stworzona po to,

by wyznaczac kolejne cyfry rozwinigcia 7, czy tez po to, by oblicza¢ sumy szeregow liczbowych
podobnych do tych, ktore wystepuja we wzorach (9) i (11), Jest to ogromna teoria

o nieprzebranym bogactwie zastosowan — praktycznych i teoretycznych. Ale to juz zupelnie
inna historia.

W nastgpnym — trzecim i ostatnim — odcinku naszego serialu zaprezentujemy

Czytelnikom jeszcze inne wzory wyrazajace 7 jako wynik operacji granicznych na liczbach
wymiernych. Uzasadniona jest nadzieja, ze dokladnos¢ aproksymacji bedzie coraz lepsza...

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 229, Pociag przejechat 320 km w 4 godziny. Wykaza¢, ze pewien odcinek tej drogi o dugosci
80 km przejechat doktadnie w 1 godzine.

Rozwiazanie na str, 12, .

M 230. Czy mozna zabawke wykonang z plasteliny wg rysunku 1 zdeformowa¢ — bez rozrywania
i ponownego sklejania — tak, aby przybrala posta¢ przedstawiong na rys. 27 Chyba nie —-
wystarczy narysowac okregi 4, B i C, by przekonaé¢ sig, zé rozlaczy¢ ich nie mozna. Czy na
pewno?

Rozwigzanie na str. 15.

M 231. Czy mozna ulozy¢ rozklad jazdy pociagu spelniajacego warunki zadania M 229 tak, aby
kazdy studwudziestokilometrowy odcinek drogi byt przebywauy w czasie roznym od 1,5 godziny?
Rozwigzanie na str. 10.

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 78 Na rozgrzanej do czerwonosci plycie metalowej krople wody wykonuja bezladne ruchy.
Dlaczego? Jak bedzie wygladal ruch kropel na poziomej plycie rozgrzanej tak, ze tylko jej srodek
jest rozzarzony? (T. Tratkiewicz)
Rozwiazanie na str. 3.



