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Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmow

Doc. dr Antoni KRECZMAR

Jednym z gtéwnych nurtéw rozwoju wspolczesnej informatyki jest dazenie do konstruowania
coraz lepszych algorytméw. Kiedy méwimy, ze jeden algorytm jest lepszy od drugiego, mamy na
mysli pewna ich wlasnos$¢. Moze to na przykiad dotyczyé wiekszej precyzji otrzymywanych
wynikow albo mniejszej liczby zmiennych pomocniczych potrzebnych do przechowywania
wynikéw posrednich, czyli mniejszego obcigzenia pamieci komputera. A moze uznamy, ze dany
algorytm jest lepszy, poniewaz jest bardziej uniwersalny lub dlatego, ze jego sformulowanie jest
bardziej zwigzle i czytelne? Kazda z powyzej wymienionych wlasnosci moze by¢ dokladnie
sformulowana, a nastgpnie uzywana jako miara jakoéci algorytmu. Niemniej jest pewna wlasnoéé
algorytméw, ktorej $wiatowa literatura informatyczna od ponad 10 lat poswigca najwigcej uwagi.
Jest to mianowicie czas wykonania algorytmu.

W latach trzydziestych naszego stulecia matematycy zajmujacy si¢ podstawami matematyki
rozwigzali wiele probleméw dotyczacych teorii algorytméw. Gléwnym pytaniem jakie sobie
stawiali, a nastgpnie starali si¢ rozwiazaé, bylo pytanie o istnienie algorytmu dla danego zadania,
Klasyfikowano wowczas zadania na dwie grupy. Pierwsza tworzyly zadania rozstrzygalne, to
znaczy te, dla ktorych istnieje algorytm, druga — zadania nierozstrzygalne, dla ktorych algorytm
nie istnieje. =

Zadania rozstrzygalne nie wzbudzaly wielkiego zainteresowania, Jezeli stwierdzono, ze jaki§
problem jest rozstrzygalny, éwiadczylo to o jego malym stopniu skomplikowania. C6z bowiem
moglo by¢ interesujacego na przyklad w rachunku zdan? Przeciez rachunek zdan jest rozstrzygalny,
co wigcej algorytm sprawdzania, czy dana formula rachunku zdan jest spelnialna, jest bardzo
prosty. Wystarczy bowiem dla wszystkich zmiennych wystepujacych w takiej formule podstawié
na wszelkie mozliwe sposoby wartosci logiczne ,,prawda” i ,,falsz” i sprawdzaé, czy dla takich
podstawien warto$cig formuly bedzie ,,prawda”. Jezeli formula jest spelnialna, to na takie
podstawienie trafimy. Poniewaz za$ takich réznych podstawien jest skornczona iloéé, to po
skoficzonej liczbie krokéw poznamy odpowiedZ na zadane pytanie. Nikt nie miat jednak wéwczas
zamiaru stosowac takich algorytmoéw dla bardzo skomplikowanych formut, na przykiad o 100
zmiennych.

Burzliwy rozwdj technologii w latach sze$édziesiatych i siedemdziesiatych pozwolil na

zbudowanie komputeréw o olbrzymich pamigciach i niestychanie szybko liczacych procesorach.
To wspaniale narzgdzie daje mozliwo$¢ wykonywania algorytméw dla bardzo duzych zadan.

Ale kwestia wyboru algorytmu nie jest juz teraz obojetna, tak jak to bylo wtedy, gdy stosowalnosé
algorytmu miala sens li tylko teoretyczny. Chcemy bowiem, by nasz algorytm byl jak najlepszy.

I okazalo sig, ze kluczowa wiasnoscig, ktéra ma wielki wplyw na zakres wykorzystania algorytmu,
Jjest jego czas dzialania,

U zarania epoki komputeréw wydawalo sie, ze wszystko, co jest rozstrzygalne, bgdzie mogt

w przysziosci wykona¢ komputer. Ale niestety praktyka ostatnich dwudziestu lat dowodzi

czego$ innego. Sa bowiem problemy rozstrzygalne, ktdrych nawet najszybszy komputer nie moze
w rozsgdnym czasie rozwigza¢. Dlaczego tak jest i na czym wiasciwie polega to ograniczenie?
Przedstawmy sprawe bardziej precyzyinie.

Mozemy powiedziec, Ze to, co cheemy liczyé, jest opisane pewna funkcja f:D — W ze zbioru
danych D w zbiér wynikéw W. Na przyklad dla rachunku zdan zbiorem danych jest zbiér
wszystkich formul zdaniowych, natomiast zbiorem wynikow jest dwuelementowy zbior wartosci
logicznych ,,prawda” i,,falsz”. Dla danej formuly «, f(z) = ,,prawda” wtedy i tylko wtedy, gdy
formula « jest spelnialna.

Rozwazmy jeszcze dla przykiadu kluczowy problem algebry liniowej, tj. rozwiazywanie ukladu
rownan liniowych. Zadanie to polega na znalezieniu wektora rozwigzan x = [x;], /=1, ...,n
ukladu postaci 4x = b, gdzie A jest macierza kwadratowa 4 = [ay)), i,j =1, ..., n, a b jest
wektorem wyrazéw wolnych b = [b], j = 1, ..., n. Zakladamy ponadto, e 4 jest macierza
nieosobliwg, zatem uklad réwnan, zgodnie z twierdzeniem Cramera, ma jednoznaczne rozwiazanie.
Przygladajgc si¢ uwaznie temu zadaniu mozemy stwierdzi¢, ze dane dla takiego zadania stanowia:
liczba rownan, wartosci elementow macierzy A oraz wartosci elementéw wektora b. Zbiorem
wynikow sa wektory x. Funkcja, ktora checemy liczyé jest okreslona nastepujaco:

f(n, A, b) = x wtedy i tylko wtedy, gdy 4x = b.

Jezeli f jest funkcja, ktora cheemy liczyé na komputerze, to musimy znalez¢ algorytm 4/ ja
liczacy. Algorytm A/ musi dla danego elementu d ze zbioru D policzy¢ warto$¢ w ze zbioru W
taka, ze f(d) = w. Zakladamy przy tym, ze algorytm ten jest jednorodny, to znaczy jeden dla
calej funkcji £, a nie oddzielnie dobierany dla réznych danych d. Aby dla danej 4 algorytm A/
wyliczyt wynik w, musi on wykonaé pewna liczbe operacji elementarnych. Sam rodzaj takich
operacji moze zaleze¢ od tego, jakie f liczymy. Dla rachunku zda# chodzi tu o operacje logiczne,
a dia ukladu rownari liniowych bgdg to operacje arytmetyczne.
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Ustaliwszy, jakie elementarne operacje wykonuje algorytm Al mozemy okresli¢ koszt czasowy
wykonania algorytmu A/ dla danej d. Bedzie to liczba wykonanych przez algorytm A/
elementarnych operacji dla danej d. Tak rozumiany koszt oznaczymy przez c(AI(d)).

Okreslamy teraz rozmiar danej z rozwazanego przez nas zbioru danych D. Na przyklad dla
rachunku zdan, za rozmiar danej mozemy przyjac¢ dlugoé¢ formuly, a dla ukladu réwnan liniowych
moze to by¢ liczba rébwnan. Rozmiar danej jest zawsze liczba naturalng. Bedziemy ja oznaczaé

dla danej d w nastepujacy sposob: |d|.

Definiujemy koszt czasowy dzialania algorytmu dla danych diugosci n jako

T(n) = max{c(Ald)):deD i |d| = n).

A wiec jako globalny koszt algorytmu dla danych rozmiaru n bierzemy maksimum kosztow
wykonania algorytmu dla wszystkich danych tego rozmiaru.

Zalézmy, ze funkcja f jest wszgdzie okreslona i ze algorytm A/ dla kazdych danych 4 wykonuje
skoriczong liczbe krokéw. Wowezas e(Al(d)) < + co. Jezeli ponadto dla rozmiaru n zbiér
danych tego rozmiaru jest skoficzony albo c(A4I(d)) zalezy tylko od n, to T(n) < + 0. Dla
zadania spelnialnosci rachunku zdan mamy ten pierwszy przypadek, gdyz liczba roéznych formut
diugoéci n jest skoniczona. Dla ukladu rownan liniowych mozemy przyjac, ze czas dzialania
algorytmu nie zalezy od wielkosci wspolczynnikéw wystepujacych w tych réwnaniach, tylko od
liczby tych rownan. Zatem zachodzi ten drugi przypadek.

Jezeli juz wszystko mamy ustalone, to znaczy algorytm, operacje elementarne, ktore wliczamy

do kosztu algorytmu i rozmiar danych, to mozemy precyzyjnie bada¢ wlasnosci funkcji kosztu T.
Ale wiasnoécia, ktora nas najbardziej interesuje, jest szybko$¢ wzrostu tej funkeji. Im bowiem
szybciej ta funkcja roénie, tym wolniej dziala nasz algorytm. I tym, co gra tu najwazniejszg role
jest rzad wielkosci tej funkcji, a nie dokladne wspolczynniki. Jezeli T jest rzedu n, to znaczy, ze od
pewnego miejsca koszt algorytmu zachowuje si¢ zawsze jak funkcja liniowa i bez wzgledu na to,
na jakim komputerze zaprogramujemy ten algorytm, to bedzie si¢ on w sensie czasu dzialania
zachowywat jak funkcja liniowa. Natomiast jezeli T jest rzgedu 27, to czas ten bedzie sig
zachowywat jak funkcja wykladnicza zmiennej n. Spojrzmy na ponizsza tabele:

Algorytm rzad T maksymalny rozmiar zadania, maksymalny rozmiar zadania
ktore komputer moze policzy¢  po dziesigciokrotnym przyspie-
w czasie 1 godziny szeniu komputera

A n 5y - 10s,

A, nlg;n 52 =~ 105,

A a n? 53 ~ 3.]6 83

As n? 5 a 2,155,

As 2 Ss & 5s+3,3

Ostatnia kolumna tej tabeli wskazuje, jak wielki wplyw na rozmiar zadania, ktére w okre§lonym
czasie danym nam do dyspozycji chcemy rozwiazac, ma rzad funkcji 7. Jezeli uda si¢ nam
znalezé algorytm, ktorego rzad kosztu bedzie mniejszy, da to znacznie wigksze przyspieszenie
obliczen, niz wielokrotne nawet przyspieszenie dzialania komputera. Konstruowanie zatem coraz
szybszych algorytmow jest bardzo waznym zadaniem stojacym przed wspolczesng informatyks.
Ponadto w sposob naturalny pojawiaja sie takze ciekawe pytania teoretyczne. Czy dla danego
zadania okre§lonego funkcja f istnieje algorytm optymalny, to znaczy taki, ktérego koszt T'ma
najmniejszy rzad? Koszt tego optymalnego algorytmu, o ile istnigje, nazywamy kosztem zadania.
Poszukiwanie kosztu zadania polega najczgéciej na konstruowaniu coraz lepszych algorytmow,
czyli na tak zwanym poprawianiu oszacowania gornego, oraz na wykazywaniu, ze kazdy algorytm
rozwiazujacy to zadanie musi mie¢ dostatecznie duzy koszt, czyli na poprawieniu oszacowania
dolnego. Jezeli oszacowanie gorne i dolne spotkaja sig, oznacza to, ze znaleziony zostal koszt
zadania, ale jak dotad dla niewielu zadan udalo si¢ taki koszt znalezc.

Przedstawimy teraz analize kosztu zadania na przykladzie dwoch problemow, o ktorych
wspominaliSmy juz poprzednio. Zajmiemy si¢ najpierw zadaniem rozwigzywania ukladow

rownan liniowych. Poniewaz wykazano, ze koszt tego zadania jest rowny kosztowi mnozenia
dwéch macierzy kwadratowych przedstawimy, jak wyglada stan badan nad tym drugim zadaniem.
Majac dane dwie macierze 4 = [ay], i,j =1, ...,noraz B = [bul), j, k = 1, ..., nich iloczyn

okre$lamy jako macierz C = [cu] (i, k = 1, ..., n) gdzie cu = Y. aiy-bj. Mozemy zatem
J=1

wyliczyé C wykonujac (dla kazdego i, k = 1, ..., n) n mnozen oraz n— 1 dodawan. Razem n*
mnozen oraz n*—n? dodawan. Mozemy wigc powiedzied, ze koszt bezposredniego algorytmu
jest rzedu n®, Przez wiele lat sadzono, Ze jest to algorytm najszybszy, probowano nawet tego
dowodzié.
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Rozwigzanie zadania F 77.

Cifnienie w powietrzu oraz w cieczy na jej
poziomej powierzchni jest réwne ciénieniu
atmosferycznemu p. W zwigzku z tym
ciinienie wywierane na zanurzong czesé plyty
przez ciecz tworzgeg menisk wklgsly jest
mniejsze od cisnienia atmosferyeznego, zas
przez ciecz tworzgqeq menisk wypukly musi
v Wiskete od cidnienia stmosfery "
Dzigki zjawisku wloskowatosci nie ma

agi i i na
o zne i ¢irzne ph yzny piyt.
Widaé to fatwo na rysunku, ktd i

przekonuje, Ze piyty w nmmdku—(_-) i(b)
przyciggajg sig, podczas gdy w przypadku (€)
odpychajg.

b/

S —
)

a)

B — 1 —

)

W 1969 roku V. Strassen opublikowal krétka prace pod tytulem ,,Eliminacja Gaussa
nie jest optymalna™, V. Strassen zauwazyl, jak mozna pomnozy¢ dwie kwadratowe macierze
2 na 2 uzywajac mniej niz 8 mnozen. WprowadZmy oznaczenia:

T R I

Stosujac zwykle mnozenie liczymy wedlug wzorow:

r=a‘etb'g s=a' f+bh t=cetd g u=c-f+d-h

co wymaga 8 mnozen i 4 dodawan.

Wykonajmy teraz te obliczenia sposobem na pozér bardzo dziwacznym. Najpierw policzymy
7 nastepujacych wyrazen:
p1 = (a+d)e+h) p:= (c+d)e ps=a(f-h)
ps = (a+bh ps = (c—a)e+f)
a nastepnie liczymy iloczyn wedlug wzoréw:
t=p2+pa U= pyt+ps—patpi.

Latwo sprawdzamy poprawno$é powyzszych wzoréw. Nastepnie zauwaimy, ze ten sposoéb

liczenia wymaga tylko 7 mnozen, cho¢ az 18 operacji addytywnych (tzn. dodawan lub odejmowar).
Co wiecej, przy wskazywaniu poprawnosci tych wzoréw nie postugiwaliémy sie przemiennoscia
mnozenia (co nasz uwazny Czytelnik z latwosciq dostrzeze). Zatem a, b, ¢, d, e, [, g, h, moga

by¢ macierzami kwadratowymi tych samych wymiaréw i powyzsze wzory beda w dalszym ciggu
poprawne. Jezeli mnozenie kosztuje tyle samo co dodawanie, to oczywiscie pomnozenie dwoch
macierzy 2 na 2 metoda Strassena nie daje zysku, wrecz strate. Ale przeciez mnozenie dwoch
macierzy jest znacznie bardziej kosztowne niz ich dodawanie lub odejmowanie. Zalézmy wiec,

7e dwie dane macierze 4 i B sq wymiaru 2* na 2" i potraktujemy je jako macierze 2 na 2,

gdzie a, b, ¢, d, e, f, g, h sa podmacierzami o wymiarach 2*~! na 2*-*, Sprowadzamy teraz
rekurencyjnie zadanie pomnozenia A przez B do zadania pomnozenia 7 razy macierzy

o wymiarach dwa razy mniejszych oraz do wykonania 18 operacji addytywnych na tych
podmacierzach. Koszt takiego algorytmu bedzie wyrazal si¢ nastgpujagcym wzorem rekurencyjnym:

T =1 TCY=7-T(@2"1)+18.2%2

Wykazujemy latwo przez indukcje, ze T(2%) = 7*+'—6-4*. Zatem dlan = 2* T(n) = Tx

x 71827 — 6n2, czyli T(n) jest rzedu n'#27, Mozna tak zmodyfikowaé ten algorytm, aby w tym
samym (co do rzedu) czasie wykonywal mnozenie macierzy kwadratowych dowolnych wymiarow,
niekoniecznie 2*. Ale lg,7 réwna si¢ okolo 2,81 czyli algorytm Strassena wyprzedza zwykly
algorytm, ktéry jest rzedu n>.

Zastosowanie chwytu Strassena z mnozeniem macierzy o malych wymiarach starano si¢ w dalszym
ciggu wykorzysta¢. Dla macierzy 2 na 2 mniej niz 7 mnozen uzyska¢ sig¢ nie da (wykazano to na
poczatku lat siedemdziesigtych). S. Winogradowi udalo si¢ natomiast poprawic liczbe operacji
addytywnych, mianowicie zredukowal ja do 15. Moze ktéremus Czytelnikowi uda sig znalezé
rozwigzanie Winograda, ale uprzedzam, ze zadanie jest trudne. Na tym sprawa utknela i przez
prawie 10 lat nie bylo nowych istotnych wynikow. Wydawalo sig nawet, ze algorytm Strassena
jest optymalny i koszt zadania jest rzedu n'#27, Dopiero w 1978 roku V. Pan opublikowal prace
pod tytulem ,,Algorytm Strassena nie jest optymalny”. V. Pan znalazl algorytm dzialajacy

w czasie rzedu n?'7°. W rok poiniej grupa czterech matematykow z Pizy zaatakowala problem

w trochg inny sposéb niz Strassen i Pan (praca V. Pan'a opierala si¢ na podobnej zasadzie co
algorytm Strassena) i stosujac metody aproksymacyjne uzyskali rzad n*77%°, S3 takze i nowsze
wyniki, jeszcze nie opublikowane (podobno A. Schinhage skonstruowatl algorytm, ktorego koszt
jest prawie rzedu n*'%).

Ale jak dotad nie znamy kosztu zadania mnozenia dwu macierzy. Jedyne znane dolne oszacowanie
wynosi n?, gdyz tyle informacji przynosza same dane, zatem niemozliwe jest pomnozenie dwu
macierzy w mniejszej liczbie operacji arytmetycznych.

Z problemem spelnialnoséci formut rachunku zdan sytuacja jest jeszcze bardziej skomplikowana.
Bezposredni algorytm, o ktérym wspomnialem na poczatku jest bardzo kosztowny. Wymaga on
bowiem wykonania obliczenn w koszcie rzedu 2". Co wiecej, nie znamy do dzi§ zadnego
algorytmu rozwiazujacego to zadanie w koszcie wielomianowym, to znaczy rzedu n* dla pewnej
stalej k. Znalezienie takiego algorytmu lub udowodnienie, ze go nie ma jest centralnym

otwartym problemem zlozonosci obliczeniowej. Mogloby si¢ wydawac, ze jego znaczenie jest
niewielkie, gdyz dotyczy dziedziny bardzo specyficznej, jaka jest rachunek zdan. Otoz, niestety,
okazuje sig, ze olbrzymig wickszo$¢ zadan z zakresu programowania dyskretnego, kombinatoryki,
optymalizacji, teorii.grafow itp. moze by¢ sprowadzona do problemu spelnialnosci rachunku
zdan. Dolne oszacowanie kosztu tego zadania wynosi n. Jak wida¢ pomiedzy n i 2" jest wielka
luka, znacznie wieksza niz pomiedzy n* i n**%. Dla rownan liniowych algorytm eliminacji Gaussa
jest calkiem zadowalajacy, dla rachunku zdan nie znamy takiego zadowalajacego algorytmu,
Zatem i tego zadania, i do niego podobnych, wspomnianych powyzej, nie da si¢ w ogéle
rozwiazywac na komputerach, chyba ze rozmiary danych sg bardzo male.

7

Ps = d(g—e)
pr = (b—d)(g+h)

r=pi+ps—ps+pr § = p3+ps



