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ukladów równan liniowych dowodzi sie, ze
warunkiem rozwiazalnosci powyzszego

ukladu jest, by wyznacznik jego macierzy
byl rózny od zera.

Autor uzywa w artykule slowa "liczyc"

w znaczeniu ••obliczac". Choc mówia tak

i pisza chyba wszyscy matematycy, jest to
pewne wykroczenie przeciwko regulom
polszczyzny.

Zlozonosc obliczeniowa algorytmów

Doc. dr Antoni KRECZMAR

Jednym z glównych nurtów rozwoju wspólczesnej informatyki jest dazenie do konstruowania

coraz lepszych algorytmów. Kiedy mówimy, ze jeden algorytm jest lepszy od drugiego, mamy na
mysli pewna ich wlasnosc. Moze to na przyklad dotyczyc wiekszej precyzji otrzymywanych
wyników albo mniejszej liczby zmiennych pomocniczych potrzebnych do przechowywania
wyników posrednich, czyli mniejszego obciazenia pamieci komputera. A moze uznamy, ze dany
algorytm jest lepszy, poniewaz jest bardziej uniwersalny lub dlatego, ze jego sformulowanie jest
bardziej zwiezle i czytelne? Kazda z powyzej wymienionych wlasnosci moze byc dokladnie
sformulowana, a nastepnie uzywana jako miara jakosci algorytmu. Niemniej jest pewna wlasnosc
algorytmów, której swiatowa literatura informatyczna od ponad 10 lat poswieca najwiecej uwagi;
Jest to mianowicie czas wykonania algorytmu.

W latach trzydziestych naszego stulecia matematycy zajmujacy sie podstawami matematyki
rozwiazali wiele problemów dotyczacych teorii algorytmów. Glównym pytaniem jakie sobie
stawiali, a nastepnie starali sie rozwiazac, bylo pytanie o istnienie algorytmu dla danego zadania.
Klasyfikowano wówczas zadania. na dwie grupy. Pierwsza tworzyly zadania rozstrzygalne, to
znaczy te, dla których istnieje algorytm, druga - zadania nierozstrzygalne, dla których algorytm
nie istnieje.

Zadania rozstrzygalne nie wzbudzaly wielkiego zainteresowania. Jezeli stwierdzono, ze jakis
problem jest rozstrzygalny, swiadczylo to o jego malym stopniu skomplikowania. Cóz bowiem

moglo byc interesujacego na przyklad w rachunku zdan? Przeciez rachunek zdan jest rozstrzygalny,
co wiecej algorytm sprawdzania, czy dana formula rachunku zdan jest spelnialna, jest bardzo

prosty. Wystarczy bowiem dla wszystkich zmiennych wystepujacych w takiej formule podstawic
na wszelkie mozliwe sposoby wartosci logiczne "prawda" i "falsz" i sprawdzac, czy dla takich
podstawien wartoscia formuly bedzie "prawda". Jezeli formula jest spelnialna, to na takie
podstawienie trafimy. Poniewaz zas takich róznych podstawien jest skonczona ilosc, to po
skonczonej liczbie kroków poznamy odpowiedz na zadane pytanie. Nikt nie mial jednak wówczas
zamiaru stosowac takich algorytmów dla bardzo skomplikowanych formul, na przyklad o 100
zmiennych.

Burzliwy rozwój technologii w latach szescdziesiatych i siedemdziesiatych pozwolil na
zbudowanie komputerów o olbrzymich pamieciach i nieslychanie szybko liczacych procesorach.
To wspaniale narzedzie daje mozliwosc wykonywania algorytmów dla bardzo duzych zadan.
Ale kwestia wyboru algorytmu nie jest juz teraz obojetna, tak jak to bylo wtedy, gdy stosowalnosc
algorytmu miala sens li tylko teoretyczny. Chcemy bowiem, by nasz algorytm byl jak najlepszy.
I okazalo sie, ze kluczowa wlasnoscia, która ma wielki wplyw na zakres wykorzystania algorytmu,
jest jego czas dzialania.

U zarania epoki komputerów wydawalo sie, ze wszystko, co jest rozstrzygalne, bedzie mógl
w przyszlosci wykonac komputer. Ale niestety praktyka ostatnich dwudziestu lat dowodzi
czegos innego. Sa. bowiem problemy rozstrzygalne, których nawet najszybszy komputer nie moze
w rozsadnym czasie rozwiazac. Dlaczego tak jest i na czym wlasciwie polega to ograniczenie?
Przedstawmy Sprawe bardziej precyzyjnie.

Mozemy powiedziec, ze to, co chcemy liczyc, jest opisane pewna funkcjaf: D -> W ze zbioru
danych D w zbiór wyników W. Na przyklad dla rachunku zdan zbiorem danych jest zbiór
wszystkich formul zdaniowych, natomiast zbiorem wyników jest dwuelementowy zbiór wartosci
logicznych "prawda" i "falsz". Dla danej formuly (1.,/«(1.) = "prawda" wtedy i tylko wtedy, gdy
formula (1. jest spelhialna.

Rozwazmy jeszcze dla przykladu kluczowy problem algebry liniowej, tj. rozwiazywanie ukladu
równan liniowych. Zadanie to polega na znalezieniu wektora rozwiazanx = [xJ],j = 1, ... ,n
ukladu postaci Ax = b, gdzie A jest macierza kwadratowaA = [au], i, j = 1, ... ,n, a b jest
wektorem wyrazów wolnychb = [bJ],j = 1, ... ,n. Zakladamy ponadto, zeA jest macierza
nieosobliwa, zatem uklad równan, zgodnie z twierdzeniem Cramera, ma jednoznaczne rozwiazanie.
Przygladajac sie uwaznie temu zadaniu mozemy stwierdzic, ze dane dla takiego zadania stanowia:
liczba równan, wartosci elementów macierzyA oraz wartosci elementów wektorab. Zbiorem
wyników sa wektory x. Funkcja, która chcemy liczyc jest okreslona nastepujaco:
f(n, A, b) = x wtedy i tylko wtedy, gdyAx = b.

Jezelif jest funkcja, która chcemy liczyc na komputerze, to musimy znalezc algorytmAl ja
liczacy. Algorytm Al musi dla danego elementud ze zbioru D policzyc wartosc w ze zbioru W
taka, zef(d) = w. Zakladamy przy tym, ze algorytm ten jest jednorodny, to znaczy jeden dla
calej funkcji f, a nie oddzielnie dobierany dla róznych danychd. Aby dla danej d algorytm Al
wyliczyl wynik w, musi on wykonac pewna liczbe operacji elementarnych. Sam rodzaj takich
operacji moze zalezec od tego, jakief liczymy. Dla rachunku zdan chodzi tu o operacje logiczne,
a ula ukladu równan liniowych beda to operacje arytmetyczne.
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Ustaliwszy, jakie elementarne operacje wykonuje algorytmAl mozemy okreslic koszt czasowy
wykonania algorytmu Al dla danej d. Bedzie to liczba wykonanych przez algorytmAl

elementarnych operacji dla danejd. Tak rozumiany koszt oznaczymy przezc(AI(d»),
Okreslamy teraz rozmiar danej z rozwazanego przez nas zbioru danychD. Na przyklad dla
rachunku zdan, za rozmiar danej mozemy przyjac dlugosc formuly, a dla ukladu równan liniowych
moze to byc liczba równan. Rozmiar danej jest zawsze liczba naturalna. Bedziemy ja oznaczac
dla danej d w nastepujacy sposób:Idl.
Definiujemy koszt czasowy dzialania algorytmu dla danych dlugoscin jako

A wiec jako globalny koszt algorytmu dla danych rozmiarun bierzemy maksimum kosztów
wykonania algorytmu dla wszystkich danych tego rozmiaru.

Zalózmy, ze funkcjaf jest wszedzie okreslona i ze algorytmAl dla kazdych danychd wykonuje
skonczona liczbe kroków. Wówczasc(AI(d» < + 00. Jezeli ponadto dla rozmiarun zbiór
danych tego rozmiaru jest skonczony alboc(AI(d») zalezy tylko odn, to T(n) < +00. Dla
zadania spelnialnosci rachunku zdan mamy ten pierwszy przypadek, gdyz liczba róznych formul
dlugosci n jest skonczona. Dla ukladu równan liniowych mozemy przyjac, ze czas dzialania .
algorytmu nie zalezy od wielkosci wspólczynników wystepujacych w tych równaniach, tylko od
liczby tych równan. Zatem zachodzi ten drugi przypadek.

Jezeli juz wszystko mamy ustalone, to znaczy algorytm, operacje elementarne, które wliczamy
do kosztu algorytmu i rozmiar danych, to mozemy precyzyjnie badac wlasnosci funkcji kosztuT.
Ale wlasnoscia, która nas najbardziej interesuje, jest szybkosc wzrostu tej funkcji. Im bowiem
szybciej ta funkcja rosnie, tym wolniej dziala nasz algorytm. I tym, co gra tu najwazniejsza role
jest rzad wielkosci tej funkcji, a nie dokladne wspólczynniki. JezeliT jest rzedu n, to znaczy, ze od
pewnego miejsca koszt algorytmu zachowuje sie zawsze jak funkcja liniowa i bez wzgledu na to,
na jakim komputerze zaprogramujemy ten algorytm, to bedzie sie on w sensie czasu dzialania

zachowywal jak funkcja liniowa. Natomiast jezeliT jest rzedu 2,", to czas ten bedzie sie
zachowywal jak funkcja wykladnicza zmiennejn. Spójrzmy na ponizsza tabele:

Jak obliczycVn?
Na przyklad tak.

za ka~dym
nawrotem

przyby'NO

jedna pewno
cytra

TAK

T(n)'= max {c(AI(d»):dED Idl = n}.

-
Rozwiazanie zadania M 228.

Przylózmy siatke tak, jak na rys. I,
ioznaczmy na niej polozenie wierzcholka C.

Rys. I

Jezeli teraz przesuniemy ja tak, jak to

wskazuje rys. 2, to wierzcholek A znajdzie
sie na hiperboli o równaniu xy = 2SASC,

Tak wiec (2+ }i3).!.- < n < (}i6'+ y'2).!.-,a a

czyli 3,73.!.- < n < 3,87 l.- , n '" ~. I.a a a

Gdy teraz bedziemy przyblizac krzywa

lamanymi otrzymamy analogiczna zaleznosc
dla dlugosci krzywej.
Uwaga: Omówilismy w tym zadaniu dzialanie

tzw. longimetru Steinhausa opisanego w jego
ksiazce, ,Kalejdoskop Matematyczny".

Algorytm rzad Tmaksymalny rozmiar zadania,maksymalny rozmiar zadania
które komputer moze policzyc

po dziesieciokrotnym przyspie-
w czasie l godziny

szeniu komputera

Al

n SI./
IOsl

Az
n [gzn Sz :::::IOsz

A3

nZ S3 :::::3,16 S3

A4

n3 S4 :::::2,15s4

As

2 Ss :::::ss+3,3

Ostatnia kolumna tej tabeli wskazuje, jak wielki wplyw na rozmiar zadania, które w okreslonym
czasie danym nam do dyspozycji chcemy rozwiazac, ma rzad funkcjiT. Jezeli uda sie nam
znalezc algorytm, którego rzad kosztu bedzie· mniejszy, da to znacznie wieksze przyspieszenie
obliczen, niz wielokrotne nawet przyspieszenie dzialania komputera. Konstruowanie zatem coraz
szybszych algorytmów jest bardzo waznym zadaniem stojacym przed wspólczesna informatyka.
Ponadto w sposób naturalny pojawiaja sie takze ciekawe pytania teoretyczne. Czy dla danego
zadania okreslonego funkcjaf istnieje algorytm optymalny, to znaczy taki, którego kosztT ma
najmniejszy rzad? Koszt tego optymalnego algorytmu, o ile istnieje, nazywamy kosztem zadania,
Poszukiwanie kosztu zadania polega najczesciej na konstruowaniu coraz lepszych algorytmów,
czyli na tak zwanym poprawianiu oszacowania górnego, oraz na wykazywaniu, ze kazdy algorytm
rozwiazujacy to zadanie musi miec dostatecznie duzy koszt, czyli na poprawieniu oszacowania
dolnego. Jezeli oszacowanie górne i dolne spotkaja sie, oznacza to, ze znaleziony zostal koszt
zadania, ale jak dotad dla niewielu zadan udalo sie taki koszt znalezc.

Przedstawimy teraz analize kosztu zadania na przykladzie dwóch problemów, o których
wspominalismy juz poprzednio. Zajmiemy sie najpierw zadaniem rozwiazywania ukladów

równan liniowych. Poniewaz wykazano, ze koszt tego zadania jest równy kosztowi mnozenia
dwóch macierzy kwadratowych przedstawimy, jak wyglada stan badan nad tym drugim zadaniem.
Majac dane dwie macierzeA = [au], i, j = 1, ... ,n oraz B = [bj.], j, k = 1, ... ,n ich iloczyn

Rys. 2

n

okreslamy jako macierz C= [c,.] (i, k = l, ... , n) gdzie C,. = L atj'bj •. Mozemy zatem
j=1

wyliczyc C wykonujac (dla kazdegoi, k = 1, ... ,n) n mnozen orazn-l dodawan. Razemn3
mnozen orazn3 - nZ dodawan. Mozemy wiec powiedziec, ze koszt bezposredniego algorytmu
jest rzedu n3• Przez wiele lat sadzono, ze jest to algorytm najszybszy, próbowano nawet tego
dowodzic,
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pz = (c+d)e P3= a(f-h) P4 = d(g-e)

P6 = (c-a)(e+f) p, = (b-d)(g+h)

Eliminacja Gaussa to najbardziej popularny

i znany kazdemu algorytm rozwiazywania
ukladów równan liniowych. Polega on na

wyznaczaniu jednej z niewiadomych

wzgledem innych z któregokolwiek z równan,

podstawieniu do powstalych, wyznaczeniu

nastepnej niewiadomej itd. Koszt tego

algorytmu jest rzedun'.

W 1969 roku V. Strassen opublikowal krótka prace pod tytulem ••Eliminacja Gaussa
nie jest optymalna". V. Strassen zauwazyl, jak mozna pomnozyc dwie kwadratowe macierze
2 na 2 uzywajac mniej niz 8 mnozen. Wprowadzmy oznaczenia:

Stosujac zwykle mnozenie liczymy wedlug wzorów:

r=a'e+b'g s=a·f+b·h t=c'e+d'g u=c·f+d·h

co wymaga 8 mnozeni 4 dodawan.

Wykonajmy teraz te obliczenia sposobem na pozór bardzo dziwacznym. Najpierw policzymy
7 nastepujacych wyrazen:

Pl = (a+d)(e+h)

Ps = (a+b)h

a nastepnie liczymy iloczyn wedlug wzorów:

r=Pl+p4-P5+P, t=PZ+P4 S=P3+P5 U=Pl+P3-PZ+P"

Latwo sprawdzamy poprawnosc powyzszych wzorów. Nastepnie zauwa:i:my, ze ten sposób
liczenia wymaga tylko 7 mnozen, choc az 18 operacji addytywnych (tzn. dodawan lub odejmowan).
Co wiecej, przy wskazywaniu poprawnosci tych wzorów nie poslugiwalismy sie przemiennoscia
mnozenia (co nasz uwazny Czytelnik z latwoscia dostrzeze). Zatema, b, c, d, e,f. g, h, moga
byc macierzami kwadratowymi tych samych wymiarów i powyzsze wzory beda w dalszym ciagu
poprawne. Jezeli mnozenie kosztuje tyle samo co dodawanie, to oczywiscie pomnozenie dwóch
macierzy 2 na 2 metoda Strassena nie daje zysku, wrecz strate. Ale przeciez mnozenie dwóch
macierzy jest znacznie bardziej kosztowne niz ich dodawanie lub odejmowanie. Zalózmy wiec,
ze dwie dane macierzeA i B sa wymiaru 2l na 2l i potraktujemy je jako macierze 2 na 2,
gdzie a, b, c, d, e,f. g, h sa podmacierzami o wymiarach2l-1 na 2l-l• Sprowadzamy teraz
rekurencyjnie zadanie pomnozeniaA przez B do zadania pomnozenia 7 razy macierzy
o wymiarach dwa razy mniejszych oraz do wykonania 18 operacji addytywnych na tych
podmacierzach. Koszt takiego algorytmu bedzie wyrazal sie nastepujacym wzorem rekurencyjnym:

T(l) = 1
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Cisnienie w powietrzu oraz w cieczy na jej

poziomej powierzchni jest równe cisnieniu
atmosferycznemu p. W zwiazku z tym
cisnienie wywierane na zanurwna czesc plyty

przez ciecz tworzaca menisk wklesly jest
mniejsze od cisnienia atmosferycznego, zas

przez ciecz tworzaca menisk wypukly musi

byc wieksze od cisnienia atmosferycznego.
Dzieki zjawisku wloskowatosci nie ma

równowaai cisnien dzialajacych na

zewnetrzne i wewnetrzne plaszczyzny plyt.
Widac to latwo na rysunku, którego analiza

przekonuic, ze plyty w przypadku (a) i (h)

przyciapja sie, podczas ady w przypadku (e)

odpychaja.

a)

bl

c)

P(q,'

D)q,"

q"

Wykazujemy latwo przez indukcje, zeT(2l) = 7l+1_ 6·4l. Zatem dlan = 2l T(n) = 7 x
X 7hl,n-6nz, czyli T(n) jest rzedu nlll,7. Mozna tak zmodyfikowac ten algorytm, aby w tym
samym (co do rzedu) czasie wykonywal mnozenie macierzy kwadratowych dowolnych wymiarów,
niekoniecznie 2l• Ale Igz7 równa sie okolo 2,81 czyli algorytm Strassena wyprzedza zwykly
algorytm, który jest rzedun3•

Zastosowanie chwytu Strassena z mnozeniem macierzy o malych wymiarach starano sie w dalszym
ciagu wykorzystac. Dla macierzy 2 na 2 mniej niz 7 mnozen uzyskac sie nie da (wykazano to na
poczatku lat siedemdziesiatych). S. Winogradowi udalo sie natomiast poprawic liczbe operacji
addytywnych, mianowicie zredukowal ja do 15. Moze któremus Czytelnikowi uda sie znalezc
rozwiazanie Winograda, ale uprzedzam, ze zadanie jest trudne. Na tym sprawa utknela i przez
prawie 10 lat nie bylo nowych istotnych wyników. Wydawalo sie nawet, ze algorytm Strassena
jest optymalny i koszt zadania jest rzedu nlll,7. Dopiero w 1978 roku V. Pan opublikowal prace
pod tytulem ••Algorytm Strassena nie jest optymalny". V. Pan znalazl algorytm dzialajacy
w czasie rzedunZ:'9. W rok pózniej grupa czterech matematyków z Pizy zaatakowala problem
w troche inny sposób niz Strassen i Pan (praca V. Pan'a opierala sie na podobnej zasadzie co
algorytm Strassena) i stosujac metody aproksymacyjne uzyskali rzadnZ•7799• Sa takze i nowsze
wyniki, jeszcze nie opublikowane (podobno A. Schonhage skonstruowal algorytm, którego koszt

jest prawie rzedun2.5).
Ale jak dotad nie znamy kosztu zadania mnozenia dwu macierzy. Jedyne znane dolne oszacowanie
wynosi nZ, gdyz tyle informacji przynosza same dane, zatem niemozliwe jest pomnozenie dwu
macierzy w mniejszej liczbie operacji arytmetycznych.
Z problemem spelnialnosci formul rachunku zdan sytuacja jest jeszcze bardziej skomplikowana.
BezpoSredni algorytm, o którym wspomnialem na poczatku jest bardzo kosztowny. Wymaga on
bowiem wykonania obliczen w koszcie rzedu2". Co wiecej, nie znamy do dzis zadnego
algorytmu rozwiazujacego to zadanie w koszcie wielomianowym, to znaczy rzedunl dla pewnej
stalej k. Znalezienie takiego algorytmu lub udowodnienie, ze go nie ma jest centralnym
otwartym problemem zlozonosci obliczeniowej. Mogloby sie wydawac, ze jego znaczenie jest
niewielkie, gdyz dotyczy dziedziny bardzo specyficznej, jaka jest rachunek zdan. Otóz, niestety,
okazuje sie, ze olbrzymia wiekszosc zadan z zakresu programowania dyskretnego, kombinatoryki,
optymalizacji, teoriLgrafów itp. moze byc sprowadzona do problemu spelnialnosci rachunku
zdan. Dolne oszacowanie kosztu tego zadania wynosin. Jak widac pomiedzyn i 2" jest wielka
luka, znacznie wieksza niz pomiedzynZ i nZ•5• Dla równan liniowych algorytm eliminacji Gaussa
jest calkiem zadowalajacy, dla rachunku zdan nie znamy takiego zadowalajacego algorytmu.
Zatem i tego zadania, i do niego podobnych, wspomnianych powyzej, nie da sie w ogóle
rozwiazywac na komputerach, chyba ze rozmiary danych sa bardzo male.
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