
Obliczamy n (I)

Dr Marcin E. KUCZMA

Nie jest nasza rzecza analizowac wartosci literackie przytoczonego utworu. Jest on powszechnie
znany, trafil nawet do niektórych wydan szkolnych podreczników geometrii. Dlaczego wlasnie
geometrii? Stworzony bowiem zostal wedlug "geometrycznej" recepty zalecajacej, aby kolejne
wyrazy mialy scisle okreslona liczbe liter; o tresc mniejsza. Dlugosci wyrazów maja odpowiadac
kolejnym cyfrom zapisu dziesietnego liczbyn:

n = 3,14159265358979323846264 ...

Istnieje wiele innych tekstów ulozonych wedlug tej samej recepty; niektóre z nich (w róznych
jezykach) cytuje S. Jelenski w swojej wdziecznej ksiazce "Sladami Pitagorasa", wraz z innymi
ciekawostkami na tematn.
Czytelnicy wiedza-o liczbien co nieco. Okreslana jako stosunek dlugosci okregu do srednicy,
nazywana czasemludolfina - od imienia matematykalfilozofa holenderskiego Ludolfa van

Ceulen (1540--1610), który sie nia z upodobaniem zajmowal - jest jedna z wazniejszych stalych
w matematyce. Prastare geometryczne zadanie skonstruowania odcinka dlugoscin metodami
platonskimi ("kwadratura kola") jest 'nierozwiazalne, bowiem liczba ta nie jestalgebraiczna -
co zostalo udowodnione w roku 1882 przez Lindemanna. Niealgebraicznosc pociaga niewymiernosc,
Tak wiec zapis dziesietnyn nie jest skonczony ani nawet okresowy. Mozna co najwyzej wyznaczac
coraz to dalsze cyfry tego zapisu, a do ich zapamietania uzywac wierszyków podobnych
do przytoczonego na wstepie.

Czy jednak nasi Czytelnicy postawili sobie kiedys pytanie: jak te cyfry wyznaczac? Skad

wlasciwie wiadomo, ze pierwsze 23 cyfry po przecinku sa wlasnie takie, jak wyzej napisalismy?
Narysowac bardzo duzy okrag i bardzo dokladnie wymierzyc?
Nonsens!

Ttudno równiez zawierzycmetodzie dOSWiadczalno-probabilistycznej.Co to za metoda? Bierzemy
duzy arkusz papieru w linie (najlepiej cala plaszczyzne) i rzucamy nan kawalek patyczka
o dlugosci równej odstepowi miedzy liniami. Rzucamy z wysoka (najlepiej z nieskonczonosci)
baczac przy tym, aby polozenie patyczka po upadku na papier bylo calkowicie losowe,
z równomiernym rozkladem prawdopodobienstwa. Wówczas prawdopodobienstwo tego, ze
patyczek po upadku nie przetnie zadnej linii wyraza sie wielkoscia1-2/n. Wystarczy wiec
prowadzic ewidencje "przecial - nie przecial" w serii rzutów i rzucac dostatecznie dlugo
(n •..• (0). Odpowiedni iloraz bedzie dazyl do podanej wartosci... Kiedys, w latach szczeniecych,
przeprowadzilem to doswiadczenie, rzucajac przez godzine (nie pamietam, jakie bylon). Wyszlo
mi, zen lezy gdzies miedzy 2 a 5. Dzis, po latach, wydaje mi sie, ze ten wynik nalezy uznac za
bardzo pomyslny ...

Aby móc potraktowac sprawe powaznie, chcac znalezc wymierne przyblizenie liczby n z zadana
z góry dokladnoscia, uciec sie musimy do metod analizy matematycznej. A konkretnie - do
pojecia szeregui calki.

Aparat ten zastosujemy do funkcji trygonometrycznych oraz odwrotnych do nich - funkcji
cyklometrycznych: arcus sinusiarcus tangens.

Te ostatnie maja pewna bardzo pozyteczna wlasnosc, na której zasadza sie wiekszosc znanych
metod przyblizania n: ich pochodne sa funkcjami elementarnymi:

"Kuc i orac
W dzien zawziecie,
Bo plonów
Niema bez trudu!

Zlocisty szczescia okrecie,
Kolyszesz ...
Kuc!

My nie czekajmy cudu.
Robota

To potega ludu".
Kazimierz Cwojdzinski

Cytowapy wyzej wiersz opublikowal Kazimierz'
Cwojdzinski w 1930roku w czasopismie
"Parametr" z nastepujacym anonsem: Autor
prosi Redakcje, by wezwala Czytelników do
napisania lepszego wiersza. Za najgladszy ,

elegancki i dowcipQ..Ywiersz A-utor powyzszego
wyplaci 50 zlotych polskich. Twórcy zbyt
lichych wierszyków zaplaca kare do 10
zlotych. Autor chce sam byc sedzia!
Przypisek redakcji l ,Parametru". Redakcja
niezwlocznie zwrócila sie do Autora

z zadaniem zaplacenia 10 zlotych kary.
Przypisek redakcji ••Deliy".I my czekamy
na liche wierszyki (100 zl).

Dla x E <"-I, I>, arc sinx jest to jedyna

liczba ex E < -.y, -i) taka, ze sinex = x.
Dla x E R, arc tgx jest to jedyna liczba

<n n) .{J E - 2:' 2: t~ka, ze tg{J = x. d 1

-- arc sinx = •/ ,dx •..1-x2

1

~arctgx = 1+x2'dx

Jednoczesnie wartosci tych funkcji w pewnych punktach "wygodnych dla rachunków" (np.
w punkcie x = 1) wyrazaja sie wymiernie przezn:

. 1
arc sm 1= - n,

2
1

arc tg 1= - n.
4

(1)Ul k 833719 ...
ame 265381 ma rozwinIecIe

3,14159265358... i daje wobec tego
przyblizenien z dokladnoscia do 12 znaków.
Do zapamietania tego ulamka mamy
nastepujacy dwuwiersz

Dividing top lot through (a nightmare)
by a number below, you approachn

Zamiast przekladac na polski, od razu
zaplacilismy sobie 100 zl.

O tym, jak mozna wykorzystac zespól tych wlasnosci, przekona nas nastepujace rozumowanie.

Rozpatrzmy postep geometryczny 1,q, q2, q3,.... Wiemy, ze jesli ilorazq spelnia nierówno~c
JqJ < 1, to suma wyrazów tego postepu równa jestl/(l-q):

1
-- = 1+q+q2+q3+ ... , Iql < l.l-q

Suma po prawej stronie ma nieskonczenie wiele skladników; jest to przyklad szeregu
nieskonczonego.

Spójrzmy na wyrazenie po lewej stronie nie jak na stala wartosc, ale jak na funkcje zmiennejq,
przebiegajacej przedzial-1< q < l. Skladniki szeregu po prawej stronie sa funkcjami
potegowymi, o coraz wiekszych wykladnikach naturalnych. Szereg tego typu nazywamy
szeregiempotegowym.
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lxi < 1.(2)

Wzór (1) daje wi!,c nam przedstawienie funkcji 1/(1-q) w postaci sumy szeregu potegowego .
Mówimy, ze funkcja tarozwija siew przedziale (-1, 1)w szereg potegowy1+ q+ q2 + q3 ....

Podstawmy q = - x2• Dostajemy

1
--- = 1-;t2+x4-x6+
1+x2

Liczbe. nazywamy suma szeregul;a":
• = al +a,+a3+'" jesli ciag sum czesciowych:

$,,=01+· .. +0"

jest zbiezny do •. Szereg jest zbiezny. jesli

ma sume (skonczona).
Otrzymalismy rozwiniecie w szereg potegowy funkcji 1/(1+X2), oczywiscie takze w przedziale
( - 1,1). A funkcja ta - to nic innego, niz pochodna funkcjiarcus tangens.Calkujac równosc (2)
dostajemy zatem

(3) 1 3 1/~ 1 7arc tgx = x- - x + - x - - x +
. 3 5 7

lxi";; 1.

Funkcja F nazywa siefunkcja pierwotna

funkcji f. jesli f jest pochodna F. Dla funkcji

xl: pierwotna ma postac

_1_xk+1+C
k+1 •

" liczba algebraiczna?

Jednym z pierwiastków równania

Ilx3-17x4-42x3-37x'-27x+42 = O

jest z dokladnoscia do 13 cyfr po przecinku
3,1415926535897.

Jest to rozwiniecie funkcji arc tgx. Dlaczego napisalismy slaba nierównosc:lxi,,;; l? Wkrótce

sie wyjasni.
Przy calkowaniu moze sie pojawic dodatkowy skladnik - tzw. stala calkowania (jesliF jest

funkcja pierwotna funkcjif, to równiez kazda funkcja postaciF+ C, gdzie C jest dowolna stala.
takze jest funkcja pierwotna!). Sprawdzamy jednak. ze w punkciex = O obie strony wzoru (3)
przyjmuja wartoscO, wiec nie nalezy dodawac do prawej strony zadnej stalej.

Calkujac sume, wystarczy scalkowac wszystkie skladniki i wyniki zsumowac. Jest to znana regula
dla sum skonczonych. Czy jednak mozna tak postepowac z sumami nieskonczonymi? Odpowiedz
ogólna brzmi: nie ..Ale zaraz zastrzec trzeba, ze istnieja rózne dodatkowe zalozenia. przy których
postepowanie takie jest prawidlowe. Szeregi potegowe maja te mila wlasnosc, ze w ich przypadku
wspomniane zalozenia sa zawsze spelnione. Tak wiec wyprowadzenie wzoru (3) z (2) bylo
poprawne - przynajmniej dlalxi < 1.

Tozsamosc (3) zachodzi zatem w przedziale -1< x < 1. Ale, w odróznieniu od szeregu we
wzorze (2), szereg we wzorze (3) jest zbiezny równiez dlax = ± l. Z ogólnych wlasnosci szeregów
potegowych wynika, ze w takim przypadku prawdziwosc wzoru (3) przenosi sie na te dwie
dodatkowe wartosci. A to wlasnie jest nam potrzebne: podstawiajacx = 1 i uwzgledniajac, ze

1
arc tg 1= - n, otrzymujemy wzór

4

Wzór ten zawdzieczamy G. W. Leibnizowi(1646-1716).Stad i nazwa: wzór Leibniza.

Jesli teraz urwiemy sumowanie na dowolnym miejscu, czyli wezmiemy sume czesciowa szeregu(4),
1

to otrzymamy pewna liczbe wymierna, stanowiaca przyblizona wartosc liczby -n. Przyblizenie
4

to jest, IIzeczjasna, tym lepsze, im dalej urwiemy sumowanie. Mozemy w trn sposób uzyskac
przyblizenie z dowolna dokladnoscia. Tyle teoria. A praktyka? O tym za chwile. Warto
tymczasem zwrócic uwage na niewatpliwe korzysci plynace z przedstawienia funkcji w postaci
sum szeregów potegowych. Korzyscia najbardziej chyba oczywista - choc nie jedyna - jest
mozliwosc znajdowania przyblizonych wartosci rozpatrywanych funkcji w dowolnych punktach
danego przedzialu. Do wyznaczenian uzylismy wzoru (3), kladacx =1. Ale podstawiajac zax
dowolna liczbe z przedzialu< -1, l) mozemy w ten sam sposób wyznaczyc wartosc arctgx
z zadana z góry dokladnoscia. Wykorzystujac rozwiniecia potegowe mozna sporzadzic tablice
wartosci rozmaitych funkcji.

(4)
1 1 1 1-n = 1--+---+
4 357

Jezeli p" jest dlugoscia obwodu wielokata
foremnego o n bokach wpisaacgo w kolo
o srednicy l, to oczywiscie limPn = 1(.

Zbieznosc ta nie jest jednak szybka, np.
dla n = 6' 224 otrzymamy Pn =
= 3.1415926535902 ...• a "=
= 3.1415926535898 ... ·Znacznie jednak

szybciej do granicy" dazy ciag

, I
f" = [1"+ 22-=-r(P"-p",,);

jeszcze szybciej ciag

" , I (' ')
P" = p"+ 24-1 PfI-Pn/1. I

a jeszcze szybsza jest zbieznosc dla

Dokladnosc przyblizenia" = P':: (m przecinków

na górze) jest rzedun-2m. Dla 24-kata juz

p';~daje 8 prawidlowych cyfr po przecinku.

Ta metoda pozwala obliczac :n rzeczywiscie
szybko, latwo i przyjemnie.

Sa tu jednak klopoty. Okazuje sie, ze nie kazda funkcja - nawet bardzo regularna - daje sie

rozwinac w szereg potegowy. A jesli nawet sie daje - trzeba umiec to rozwiniecie znalezc!
Nie zawsze jest to latwe ... Istnieja bardzo liczne metody rozwijania w szeregi potegowe. Opis
tych metod, wraz z wykladem teorii tych szeregów, a takze ze wzorami przedstawiajacymi
rozwiniecia konkretnych funkcji (np. logarytm, sinus, cosinus), mozna znalezc w kazdym
podreczniku analizy matematycznej.

Wrócmy do wzoru 4 i spróbujmy wyznaczyc przyblizona wartosc liczbyn. Juz zsumowanie
pierwszych siedmiu skladników doprowadza do dzielenia liczb szesciocyfrowych, jesli chcemy
wynik dostac w postaci dziesietnej. A wynik ten to (pi razy oko) liczba 3,284 ... Daleko do celu!
Kartka papieru i olówek okazuje sie byc wyposazeniem niewystarczajacym. Bierzemy kalkulator
kieszonkowy do obliczania kolejnych odwrotnosci. Po stu dzialaniach jeszcze nie mamy
ustalonej ... drugiej cyfry po przecinku. Nic w tym dziwnego: oznaczmy przezs" sume II
poczatkowych skladników naszego szeregu. Widzimy, ze ciag wartosciSt, S2, S3, •• oscyluje

1
wokól liczby - n, przy czym

4

l
ISo+1 -s"1 = 2n+ 1 .
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Znaczy to, ze z dwóch kolejnych wartosci przyblizonychSn, Sn+1 co najmniej jt;dna daje blad

wiekszy niz __ 1_. A jeszcze trzeba ten blad pomnozyc przez 4 (bO przeciez interesuje nas. 4n+2

liczba n, a nie ~n). Wiec nie tedy droga do obliczenian; lub raczej wiedzie tedy droga, ale
bardzo zmudna, niewiele skuteczniejsza, niz rzucanie patyczkiem na poliniowana plaszczyzne.
Po prostu: szereg (4) okazuje sie byc bardzo powoli zbiezny.
Wiec moze by spróbowac z funkcja arcus sinus? Procedura jest zasadniczo ta sama, co

w przypadku funkcji arcus tangens. Najpierw znajduje sie rozwiniecie pochodnej l/y 1-xZ,

potem sie calkuje. Wyprowadzenie jest jednak bardziej skomplikowane niz poprzednio, równiez
wynik mniej zachecajacy:

(5) . 1 3 1·3 , 1·3·5 7.arcsmx = x+--x +--x +----x + ...• lxi ~ 1.
2<3 2·4·5 2·4·6·7

lf
"2

lf
"2

x

Po podstawieniu x = 1:
1 1 1·3 1·3·5

-:Tt = 1+-+--+----+ ...4

2 2·3 2·4·5 2·4·6·7

Ten szereg nie jest wcale zbiezny szybciej niz szereg (4). W polaczeniu ze skomplikowana postacia
jego skladników powoduje to, ze do naszego celu jest on jeszcze mniej dogodny.
Interesujace jest natomiast samo przedstawienie funkcji arcus sinus w formie sumy szeregu
potegowego (5). ~
Gdy juz mowa o funkcji arcus sinus, nadmieniamy tu, ze w metodzie doswiadczalno-
probabilistycznej, opisanej na poczatku,. wspomniana wartosc prawdopodobienstwa l -2/n jest
wynikiem obliczenia calki

21.

-; ~ arc smx dx.
o

Czytelnicy znajacy tr~he technike calkowania moga bez trudu sprawdzic, ze calka ta istotnie
równa jest 1- 2/re.Wszystkim natomiast proponujemy zastanowienie sie, dlaczego badane
prawdopodobienstwo wyraza sie taka wlasnie calka. A za miesiac pokazemy rózne inne ladne
wzory. w których wystepuje magiczna liczba:ri.

-- Zadania

Redaguje mgr KrzysztofS.NOWINSKI•

M 226. Uzasadnic nastepujacy sposób poprawiania przyblizonej wartoscix pierwiastka
kwadratowego z liczbya wiekszej od jednosci:

x' = x+L1/2-L1z/8x,gdzie L1 _ a a-xz- --x-x --x-

n liczba konstruowalna?

Rozwiazanie na str. 16.
M 227. Siatke linii równoleglych o stalych odstepacha nalozono na krzywa na plaszczyznie
i policzono liczbe przeciec krzywej z prostymi siatki. Operacje powtórzono szesciokrotnie,
obracajac siatke za kazdym razem o 30°. Wykazac, ze laczna liczba przeciec jest w przyblizeniu
proporcjonalna do dlug<;>scikrzywej i znalezc wspólczynnik proporcjonalnosci.
Rozwiazanie na str. 16
M 228. Na prostokat ARCD nakladamy siatke hiperbol równoosiowychxy = n tak, aby jego
boki AR i AC padly na asymptoty (osiex i y).
Jak wykorzystac ten "przyrzad" do mierzenia pola trójkata?
Rozwiazanie na str. 6

}ledaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 77. Dwie równolegle plyty zanurzono pionowo do polowy
(a) w cieczy zwilzajacej material obu plyt,
(b) w cieczy nie zwilzajacej zadnej z plyt oraz
(c) w cieczy zwilzajacej jedna i nie zwilzajacej drugiej plyty.

Jaki bedzie kierunek sil dzialajacych miedzy plytami w kazdej z opisanych sytuacji?
Rozwiazanie na str. 7.
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