Autor artykulu jest uczniem II klasy liceum

Kot O wlasnosciach wyrazenia X;+Xx3+...+X?

Jarostaw CEL

§1. O réwnaniu x{+x{+ ... +x2 = y*

Twierdzenie 1. Przy ustalonych x; > 0 oraz y réwnanie ‘Z xf = y” jest spelnione dla co
=i
najwyzej jednego wykladnika p.

n
Dowéd: Niech dla pewnego wykladnika p_bedzie ;‘ xf = y*. Wystarczy udowodnié, ze [przy g # p

-n
mamy :z; x§ # »°. Gdy g < p, to wobec y > x; mamy y*~? < x{—*, czyli

Yim TP m ot Y b= 3 Ay Y = YA,
i=1 i=1

i=1 =1

n
natomiast jezeli ¢ > p, to postepujac analogicznie dowodzimy, ze Y. xf < y*.
. i=1

Co do roéwnania Z x} = y® Euler wypowiedzial w 1778 roku przypuszczenie, Ze nie ma ono
i=1

rozwiazan naturalnych, jezeli tylko 2 < n < p. Obalono je jednak po 188 latach, zachodzi

bowiem réwnos$¢ 27° 4845+ 110541335 = 1445,
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Na okregu zatoczonym na sferze ze $rodka § catkowitych dodatnich, jezeli tylko n jest dostatecznie duze.

dowolnym rozwarciem cyrkla r wybierzmy

trzy dowolne punkty 4, B, C. Zbudujmy Dowdd. Jezeli n = k*, to mozemy przyjac x; = k(i = 1,2, ..., n), y = k? i, jak latwo widzie¢,

trijkat o bokach diugosci AB, BC, CA . —— " . . 5 o =
2 : 3 wowczas rownanie jest spelnione. Niech & bedzie pewng li naturalng i niech li
i opiszmy na nim okrag o promieniu ry, J s be 4 liczby 2 czby

Rozpatrujac przekrdj sfery plaszczyzng kola L . 3 o & W - ;
wielkiego zauwazymy latwo, & wysokost A A" Sii = 1,2, ..., n), t spelniaja rownanie dla danej liczby naturalnej n. Jest wiec Z ST = 17, wigc

trojkata réwnoramiennego S04, w ktorym g

Twierdzenie 2. Dla kazdego wykladnika p rébwnanie zl xi = y" ma rozwiazanie w liczbach
=

bok OS jest rdwny poszukiwanemu A . - . o S

promieniowi sfery R, jest rowna ry, a jego dlax, =S8 (i=1,2,..,n, x;=1(j=n+1,n+2, ..., n+&"—1) bedzie ZI xt = (et)
podstawa AS jest rowna r. Wystarczy teraz ; " 4 ‘ i . 5 :

zbudowaé tréjkat AA’S, w ktorym ¥.SA4’A Wynika stad, Ze skoro réwnanie nasze ma rozwiazanie w liczbach naturalnych dla liczby », to
jést prosty, SA = r, 54’ = ry, aby na ma je takze dla liczby n+e"— 1, wiec i dla n+&°— 1 +&°—1 itd. dla liczby n+ (¢”— 1)/, gdzie
przecigciu symetralnej odcinka SA ! jest dowolng liczba naturalng. Rozwazane rownanie ma, jak wiadomo, rozwiazanie przy

| Proedhstenia boku A'S maled punkt O, dis” ) _ s 1405 biorac naipierw & = k%, & potem & = k*— | (dlaczego, 2araz sic okase) wnosim
ktérego odcinek OS jest réwny szukanemu S Sy t:z. m 2 '“3 ; == U pO S £0, 5 Ys .
promieniowi. ze rozwigzanie takie istnieje dla kazdej liczby n postaci n = k*+ (k*— Du+ [(k"—1)p— 1}y, gdzie

u i v s3 naturalne. Jak nietrudno stwierdzi¢, liczby k?— 1 oraz (k*—1)"— 1 s wzglednie pierwsze,
totez na podstawie wniosku 1 ze str. 12 ,,Teorii liczb™, cz. II, W. Sierpifiskiego mozemy napisaé,
ze kazda dostatecznie wielka liczba naturalna jest postaci (k— 1)u+ [(k°—1)"—1}v, a zatem

i postaci n = kP+ (kP—1)u+ [(k®—1)"—1}v, a dla takiej liczby rozwazane réwnanie ma
rozwigzanie.

n
Odbiegnijmy na chwile od tematu i rozwazmy réwnanie E p*t = p”, ktore powstaje
i=1

n
z rownania Z xf = y” przez odwrécenie roli wykladnikéw i podstaw. Rozwigzemy je w liczbach
i=1

naturalnych. Zalézmy, Ze x; < x14, < ¥, oczywiscie p = 2.

n ]
Mamy 1+ Zszc-x: = pr—x1, musi by¢ zatem x; = x;, co daje 2+ z‘px:—x: = pr—>xi,
i= i

n
Gdyp =2, to 1+ Z-'Zx:-x:—l =2-xm-l skadn=2'+1,teN, x;—x;—1 =0
i=
(i=3,4,..,n),y=t+x,+1, przy n = 2°+1, 1 € N. Niech dalej bedzie p = 3. Rozumujac
n
jak wyzej dostajemy 1+ Z Ix=x1~1 = Jy-x1~1 latwo zauwazy¢, ze x—x;—1 = 0
=4

(i= 4,5, ...,m)in=3"+2, t €N, totez rozwigzaniami w tym wypadku sg p = 3, x = x; = x4
Xy = -xl.'i']'('f -'4’.5| ---sn}vy = "+xl+l- przy n = 3'+29 :EN" -




Pnechodzimy teraz do ogodlnego rozwiazania, sprowadéajqc rozwazane rownanie do postaci

1+ Z pxi—xi—1 = py—xi—1, gdziep < m,skad x; = x, dlai = 2,3, ..., p: x; = x; +1

dla 1-:;+1,P+2, wes M3y = t+x,+1 przy n = p*+p—1, t € N. Warunkiem rozwiazania jest
spelnienie rownosci p'+p = n+1,p,n = 1,2, ..., t € N, wobec ktérej, rzecz jasna, pln+1.

Na zakoficzenie przegladu réznych wlasnosci réwnania 2 xf = y{ zacytujemy twierdzenie

A. Rotkiewicza: 3

Jezelin > 2 oraz igle = i, gdzie x,, ..., Xa, y 53 liczbami naturalnymi takimi, 7e x;, < x; <

< e < Xt X > 0

§ 2. Inne wiasnosci

Wyprowadzimy wzor Cavalieriego, tj. wzor

. 1Pe2P4 L+ 1
lim = =
n—w@ T+t p+1

1
1
Uczyni¢ to mozna postugujac sie calka Sx’dx = —
o P
Zastosujemy jednak inng metode wykorzystujac rozwigzane przez Jakuba Bernoulliego
zagadnienie wyznaczenia sumy S,(n) = 1742+ ... +n® zamieszczone w pracy ,,Ars conjectandi™
wydanej w roku 1713, juz po jego Smierci. Bernoulli dowiodl, ze

1 O [p+l
S,(n) = P+2%4 ... +n* = —Z By (n1y7+1-%,
P+l k=0 k

T Yoy Senouliens 0: 8o = 1, gdzie liczby B, zwane dzi§ liczbami Bernoulliego sa niezalezne od . Dalej mozna juz

1 1 ;
B:=-—-i-.3a=‘,83-0mamnm stwierdzic, ze
Sty o mispacsystyih induksach sy 66 yon
S ; 1 =4 = . Sp(n) - +1 1
zeru; natomiast By = 3o Bs = T By = lim —2 = lim Z (,P ) By = —— c.b.d.o.
1 691 a0 N°HY n-so0 gl p+1
2 ‘i"l“ <5+ Bia= ~ g+ B
3617

"“6‘.316——?6",----3n= n !

¥ 23?4?";!%9_’ o Ehoiy Bimoriicas Twierdzenie 3. Gdy liczby naturalne x; sa wigksze niz 1, ciag u‘;l xf(p=1,2,..) zawiera
majg duze znaczenic w teorii liczb, wystepuja nieskoficzenie wiele liczb zlozonych.
np. przy obliczaniu wartosci slynnej funkcji
sozeta® Riemanna, a takie w rozwinieclach Dowdd. Obierzmy dowolng liczbe naturalng N. Wobec x; > 1 istnieje takie naturalne p, Ze

kilku waznych calek. £
q= 2 xf > N, czyli g > x;. Zalozmy, ze q jest liczba pierwsza, oczywiscie g x x;, wiec z malego
Pt

n
’ twierdzenia Fermata wynika, ze x{~! = 1 (mod g), skad x{*?~! = x{ (mod g), lecz Z xI =

'M=

n
= 0 (mod gq), przeto po zsumowaniu kongruencji dostajemy Z xpte-l = xf = 0 (mod q).
=1

t=1

n n
Ale z kolei z AT S Z xf, bowiem dla x; > 1, ¢ > 2 mamy x§**"' > xf. Wynika stad,
2 Ze liczba Zh xf+2-! jest zlozona, gdy liczba Z x] = q jest pierwsza, a zatem co najmniej

m jedna z liczb E x| oraz 2 x7*9~* wigkszych od N jest zlozona. Dowodzi to jednoczeénie

zadanej tezy, bowlem hczba. N obrana byla dowolnie.
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Jezeli p jest liczbg pierwszg wickszg od 3, w0

reszia z dzielenia p przez 6 jest rowna 1 lub 5. Zapewne znacznie trudniejsze byloby znalezienie warunkoéw na liczby n, p takich, by istnialo
(Liczby postaci 6k, 6k + 2, 6k + 4, sa n

parzyste, a liczby postaci 6k + 3 sy podzielne nieskoficzenie wiele liczb pierwszych Zl xP, gdzie x; (i = 1, 2, ..., n) sg calkowite. Z pewnych
precz 3), Tak wigc p = 6k+ 1 lubp = i=

= 6k—1 (= 6/+5). Wobec tego p* = twierdzert Fermata, Gaussa oraz Lagrange’a wynika, iz istnieje nieskoriczenie wiele liczb

= (6k+1)? = 36k2+ 12k +1 = 24 l"-@-’;}—”—-p pierwszych postaci x3+x3, x{+x3+x3+x3+x3+x3, gdzie x;, x,, X3, x4 53 calkowite.

1. Wystaicay Sevicz aniiwadys, 36 liciba W roku 1923 G. H. Hardy i J. E. Littlewood wyrazili przypuszczenie, ze istnieje nieskoficzenie
K(3k £ 1) jest, dla kazdego k, parzysta. wiele liczb pierwszych postaci x}+x3+x3, gdzie x,, x2, x; sa calkowite.
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