Swiat jest na tyle skomplikowany, ze je$li chcemy go opisywaé, musimy koncentrowaé nasza uwage na pewnych cechach, abstrahujac od
innych. A wiec geometra abstrahuje od koloru przedmiotow, materialu z jakiego sa zrobione i innych cech fizycznych, interesuja go tylko
wlasnosci geometryczne. Topologowie koncentruja si¢ na pewnych wybranych wlasnosciach geometrycznych (zwanych topologicznymi),
traktuja wigc tak samo kolo jak kwadrat, ale inaczej niz kulg 3-wymiarowa lub zbiér 1-punktowy. Natomiast galaZ topologii zwana teoria
homotopii zajmuje si¢ jeszcze wyzsza klasa niezmiennikéw i w konsekwencji nie odréznia kuli n-wymiarowej od zbioru jednopunktowego,
czy tez — mobwiac bardziej obrazowo i niescisle — Jasia, od tegoz Jasia, ktéremu na nosie wyrdst dlugi wlos. Jednakze metody, jakimi
posluguje sie teoria homotopii, pozwalajg realizowaé te intuicje jedynie w zakresie dos¢ prostych, regularnych obicktow, jak np. wieloéciany,

Jasio.

Teoria ksztaltu — nowa, stworzona przez Karola Borsuka galaz topologii — stawia sobie za cel przeniesienie, a raczej rozszerzenie idei
teorii homotopii na znacznie szerszg klasg obiekiow.

Dila lep zr ienia niniej artykulu

k byloby zapc ie si¢ z praca
Profesora Borsuka pt.,,Co fo jest teoria
rektraktow?” (Delta 3/1979).
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Przestrzen Z

Wiyrazajac sie nie calkiem iciile, przestrzeft
jest §ciagalna, jezeli mozna ja ,,w sposodb
ciggly fciagngt” do jednego punktu (rys.
ponizej).

przestrzen przestrzen
£ciggalno niesciggalna
'4"‘.'5,L'_._|_"“P_

Opisany w tekscie dowod niesciggalnosci
przestrzeni Z moizna pogladowo strescic tak.
Przy ewentualnym Scigganiu Z do jednego
punktu, punkty lezgce na ukosnych odcinkach
musialyby sie poruszaé wzdiuz tych wiasnie
odeinkéw — a zatem punkty z ¥ w dol,
punkty z X do gory. A co z punktem (0, 0)?
Ukosne odecinki podchodza do niego
dowolnie blisko. Ciaglos¢ wymaga, by punkt
(0, 0) poszedi w te sama strong, w ktora
dostatecznie bliskie mu punkty. Ale jedne

_ z nich ida w gore, drugie w dol: sprzecznosc,

Czym zajmuje sie teoria ksztaltu?

Dr Jerzy DYDAK

Przez I bedziemy oznacza¢ odcinek domknigty [0, 1], symbol X x I oznacza iloczyn
kartezjariski X przez I. Jest to przestrzen, ktorej punktami sg pary (x, t), gdzie
oczywiscie x € X, t € I, Mozna ja sobie wyobrazaé jako walec o podstawie X
(jezeli X jest kolem, to X x I jest ,,rzeczywiscie”” walcem). Wprowadzimy teraz
bardzo wazne dla nas pojgcie sciggalnosci przestrzeni do punktu.

Definicja 1. Przestrzedi X nazywamy $ciggalng do punktu x, € X, jezeli istnieje
przeksztalcenie F: X x I — X, takie ze

F(x,0)=x F(x,1)= xg,
przy wszelkich x € X.

Mozna to sobie wyobrazi¢ jako przeksztalcenie walca o podstawie X

w te samg przestrzen X, przy czym na dolnej podstawie przeksztalcenie

to jest tozsamoscia, zas na gornej — kazdy punkt przechodzi na x;.

Jeszcze inaczej, ,,dynamicznie” mozZna to sobie przedstawiac jako sciskanie
przestrzeni do jednego punktu x, w czasie od = 0 do ¢ = 1. Mowimy, ze w tym
przypadku przestrzen X ma ten sam typ homotopii co przestrzen

jednopunktowa x,, a przeksztalcenie tozsamosciowe jest homotopijne

z przeksztalceniem X w jeden punkt x, € X. Ogdlniej, dwie przestrzenie X, ¥ maja
ten sam typ homotopii, jezeli istnieja dwa przeksztalcenia /21X — Yig:¥ - X
takie, ze g - f jest homotopijne z przeksztalceniem identycznosciowym idy(g- f =~
~idy) oraz [+ g =~ idy.

Jezeli przestrzenie X i Y s3 Sciagalne i maja tylko jeden punkt wspolny, to suma
XuY ,,wyglada na” Sciagalng. Najpierw mozemy bowiem $ciagnaé¢ X do wspdlnego
punktu X i ¥, a potem Y. JednakZe to wyobrazenie nie jest wlasciwe dla pewnych
przestrzeni. Okre$lmy na przykiad X jako podzbiér plaszczyzny euklidesowej E?
bedacy suma odcinkéw taczacych punkt (0, 1) z punktami (0, 0) i (1/n, 1/n),
n=1,2, ... Woéwczas suma XUY = Z nie jest sciggalna, gdzie Y jest
symetrycznym obrazem X wzgledem osi odcigtych.

Rzeczywiscie, zalézmy, ze H: Z x I — Z jest homotopig tgczaca id;

i przeksztalcenie stale w punkt (0, 1), tzn. H(z,0) = z i H(z, 1) = (0, 1) dla
kazdego z € Z. Istnieje wtedy taka liczba 0 < 1, < 1, Ze Srednica zbioru
H({(0,0)}x [0, ,]) jest mniejsza od 11 H((0, 0), t,) # (0, 0). Zatem H((0,0), t,) =
= (0, a) i mozemy zatozy¢, ze a > 0 (jezeli @ < 0, to dowdd jest analogiczny).
Teraz dla dostatecznie duzego n $rednica zbioru H({(—1/n, —1/n)} % [0, #,])

jest mniejsza od 1 i odlegtosé¢ punktéw H((—1/n, —1/n), ¢,) 1 H((0, 0), #,) jest
mniejsza od min(a, 1 —a). Zatem H((—1/n, —1/n), t,) = (0, b), gdzie b > 0.
Tutaj natrafiamy na sprzecznosé, gdyz kazda droga taczaca (—1/n, —1/n) z (0, b)
w Z w naszym przypadku H({(—1/n, —1/n)} x [0, t,]) musi mie¢ $rednicg
wigksza od 1, jezeli b > 0.

Tak wigc Z i przestrzen jednopunktowa nie maja tego samego typu homotopii,
chociaz globalnie maja bardzo zblizone wiasnosci, np. E2—Z oraz E2— {(0, 0)}

sg przestrzeniami homeomorficznymi. Zatem teoria homotopii jest niewystarczajaca
juz przy badaniu wszystkich podzbiorow plaszczyzny, gdyz rozréznia

przestrzenie {(0, 0)} 1 Z, a intuicyjnie chcialoby si¢ uwazaé obie przestrzenie za
réwnowazne.



Odsylamy tu Czytelnika do artykulu
Profesora Borsuka; na plaszczyznie retrakty
absolutne sg zbiorami domknigtymi,
ograniczonymi i Sciggalnymi.

Okrag (wiadomo co) i okrag warszawski
(taki kawalek zamkniety zageszczajgeej sie
sinusoidy) majg ten sam ksztalt,

Jedyng przeszkoda do sciggalnosci Z stanowily jej zle lokalne wlasnosci

w punkcie (0, 0). Natomiast jezeli wyjdziemy chociaz troche poza przestrzen Z,
to obecnos¢ ,,pechowego™ punktu (0, 0) w tej przestrzeni przestanie by¢
odczuwana. Mam tutaj na mysli nastepujacy fakt:

Przestrzen Z jest Sciagalna w kazdym zbiorze otwartym U plaszczyzny E2, ktory
ja zawiera.

Jest on oczywiscie prawdziwy, bowiem dla kazdego otoczenia U przestrzeni Z

w E istnieje liczba naturalna n > 0 taka, ze prostokat B = [—1/n, In]x[—1,1]
Jest zawarty w U. Teraz przestrzen bedaca suma BuUZ jest $ciagalna w sobie,

a zatem Z jest sciggalna w U.

To co zrobilismy tutaj, polegato na zastapieniu odwzorowan przestrzeni Z przez
przeksztalcenie pewnych otoczen tej przestrzeni. To ,,zneutralizowato” jak gdyby
wplyw niedobrego punktu (0, 0). Okazuje sie, ze sensowne jest przyjaé, by te
otoczenia byly retraktami absolutnymi.

Mam nadziejg, Zze na powyzszym przyktadzie Czytelnik zrozumie sens
wprowadzenia nastgpujacych definicji:

Niech X, Y i Z bgda kompaktami,-a M, N i P retraktami absolutnymi
zawierajagcymi X, ¥ i Z odpowiednio.

Definicja 2. Cigg podstawowy z (X, M) do (Y, N) to ciag przeksztalcen

{fa:M — N}7_, spelniajacy nastepujacy warunek: dla kazdego otoczenia ¥
przestrzeni ¥ w N istnieje otoczenie U przestrzeni X w M i liczba naturalna k > 1
takie, ze dla dowolnego n > k przeksztalcenia £,|U i f, . ,|U sa homotopijne w V,
tzn. istnieje przeksztalcenie H:Ux [0, 1] — ¥, dla ktérego H(x, 0) = f,(x)

i H(x, 1) = f,,.(x) dla kazdego x e U.

Definicja 3. Niech f = {f,:M — N}¥_, bedzie ciggiem podstawowym z (X, M)
do (¥,N),a g = {g.:N — P}, ciagiem podstawowym z (¥, N) do (Z, P).
Ziozeniem g- f ciagéw f i g nazywamy ciagh = {g.f,: M - P}2_,.

Uwaga. Przy definicji 3 nalezy sprawdzi¢, ze ciag {g,/.: M — P}¥_, jest ciagiem
podstawowym.

Definicja 4. Ciagiem identycznoéciowym idx, », nazywamy ciag podstawowy
{idy:M - M}, Ztozony z przeksztalcen tozsamosciowych.

Definicja 5. Dwa ciagi podstawowe {f,: M — N}7_,i {f,: M - N}2_, z (X, M)
do (Y, N) sa homotopijne, jezeli dla kazdego otoczenia V przestrzeni ¥ w N
istnieje otoczenie U przestrzeni X w M i liczba naturalna k > 1 taka, ze dla
dowolnego n > k przeksztaicenia f,|U i f,|U sa homotopijne w V.

Definicja 6. Dwie przestrzenie X i ¥ maja ten sam ksztalt jeZeli istnieja: retrakty
absolutne M i N zawierajace X i ¥ odpowiednio, ciagi podstawowe f z (X, M)

do (¥, N)igz (Y, N)do (X, M) takie, ze g- f jest homotopijne z idy_ 5, i f- g jest
homotopijne z idy, ,.

Jako test na zrozumienie poévyzszych definicji proponuj¢ przekonaé sig, Ze opisana
na wstepie przestrzen Z ma ksztalt przestrzeni jednopunktowe;j.

Mozna wykazaé, ze przestrzenie M i N wystepujace w Definicji 6 sa nieistotne

w tym sensie, Ze jesli zachodzaq warunki wymienione w Definicji 6 dla pewnych
przestrzeni M i N, to sa one spelnione dla kazdej pary retraktéw absolutnych M’
i N' zawierajacych X i ¥ odpowiednio. TakZe mozna pokazaé, ze przestrzenie

o tym samym typie homotopii maja ten sam ksztalt, a fakt odwrotny jest
prawdziwy dla absolutnych retraktow otoczeniowych.

Teraz mozemy okresli¢ czym zajmuje sig¢ teoria ksztaltu. Jest to badanie
niezmiennikow ksztaltu, tzn. takich wlasnosci przestrzeni, ktére zachowuija sig, gdy
zastapimy ja przez dowolng przestrzen o tym samym ksztalcie.

Jako kolejne ¢wiczenie proponuj¢ Czytelnikowi przekonac sig, Ze spéjnosé jest

niezmiennikiem ksztaltu, a takze zastanowic sig, ktore ze znanych niezmiennikéw
topologicznych sg takZe niezmiennikami w teorii ksztaltu.
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Rozwigzanie zadania F 76.

Miech w czasie t masa kropli wynosi m, a jej
promied r. W czasie Ar objetose kropli
wzrodnie o 4ar?Ar z dokladnodcin do
czlondw rzgdu (Ar)?, gdzie Ar jest przyrostem
promienia kropli. Zatem przyrost masy

kropli wyniesie Am = 47r2Ar (gestosé wody
wynosi 1), Zgodnie ze wskazdwka mamy

A A
_‘?.:% = 4;”-1T: ~ 4nr?, skgd E: = const.

Stad wynika, ze r = K1, gdrie K jest

_ pewnym wspdlezynnikiem. Przyiglimy, ze
r = 0oraze = 0 dlat = 0. Zgodnie z drugs
zasadg dynamiki

= mg,

.4
dr
d A = 4
gdzie p = mop, Poniewaz m = T wrd =
4 = . * " 5
= a3, wigc rownanie powyZsze moina
zapisaé w postaci
d
— () = g3,
dr i

skad

po scalkowaniu (rézniczkowaé nie nalezy,
gdyzv zalezy od 1) otrzymujemy

o= v:—gr‘ i ostateczniey = % g

Kropla spada z preyspieszeniem jednostajnym
réwnym czwirtej czesci przyspieszenia
ziemskiezo. Kropla taka jest ,,antyrakietg™;
zamiast tracic — zyskuje podczas ruchu masg,

Jednym z ciekawszych niezmiennikéw ksztaltu jest punktowa I-przesuwalnosé.

Definicja 7. Continuum X nazywamy punktowo |-przesuwalnym, jezeli dla

punktu x, € X i kazdego otoczenia U przestrzeni X’ w M € AR istnieje otoczenie W
przestrzeni X w M spelniajgce nastepujacy warunek:

dla kazdego otoczenia V przestrzeni X w M i kazdego przeksztalcenia f: (S, @) —»
— (W, x,), gdzie S* jest okregiem i @ dowolnym punktem okregu, istnieje
przeksztalcenie H:S'x [0, 1] —» U, dla ktérego H(x, 0) = f(x) dla x € §',

H(a,t) =fla)dla0 <t < 1i H(S'x {I) = V.

Okazuje sig, e wszystkie continua fukowo spdjne, a takze podcontinua rozmaitosci
dwuwymiarowych sg punktowo 1-przesuwalne. Jednym z najwazniejszych wynikow
dotyczacych tego pojecia jest

Twierdzenie 8 [J. Krasinkiewicz]: Kazde continuum punktowo
I-przesuwalne X ma ksztalt pewnego continuum lokalnie spéjnego.

Tak wiec klasa continuéw majacych ksztalt continuow lokalnie sp6jnych posiada
prostg charakteryzacjg wyrazong warunkiem wystepujacym w Definicji 7.

Standardowym przykiadem continuum nie bgdacego punktowo l-przesuwalnym
jest solenoid diadyczny D, ktory mozna sobie wyobrazi¢ jako przecigcie takiego
nieskonczonego ciggu zstgpujacego pierscieni do gry ringo {P,}r-,, Zze P,,, jest
dwukrotnie nawinicty we wnetrzu P,. Solenoid diadyczny czgsto wystepuje

w réoznych dzialach matematyki.

PoniewaZz podcontinua plaszczyzny sa punktowo 1-przesuwalne, wiec jako wniosek
otrzymujemy, Ze solenoid diadyczny nie jest zanurzalny w plaszczyzng

(tzn. plaszczyzna nie zawiera zbioru homeomorficznego z solenoidem diadycznym).

Zachodzi nawet mocniejszy rezultat: Iloczyn kartezjanski solenoidu diadycznego
i odcinka jednostkowego nie jest zanurzalny w E3,

Zostal on uzyskany przez D, R. McMillana przy uzyciu nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 9 [J. Krasinkiewicz — D. R. McMillan]. Niech f: X — Y bedzie
cigglym odwzorowaniem continuum punktowo 1-przesuwalnego X na Y. Wtedy
przestrzen Y jest punktowo 1-przesuwalna.

Przed praca McMillana wiedziano jedynie, ze stozek nad solenoidem diadycznym
nie jest zanurzalny w E*® i w dowodzie istotnie korzystano z wlasnodci wierzchotka
tego stozka.

Mam nadzieje, ze na przykladzie punktowej 1-przesuwalnosci mozna bylo
zobaczy¢ jak wyglada w praktyce rozwigzywanie gtéwnego problemu teorii
ksztaltu:

Podaé¢ warunki na to, by dana przestrzern miala ksztalt przestrzeni
o dobrych wlasnosciach lokalnych.

Uwagi koicowe. Teoria ksztaltu jest dziedzing mloda i weigz rozwijajaca sie. Zostala
zapoczatkowana przez Profesora Borsuka pracg ,,Concerning homotopy properties of compacta™
opublikowana w 1968 roku w Fundamenta Mathematicae. Zyskala szczegblny rozglos po
odkryciu przez T. A. Chapmana w 1972 roku glebokiego zwigzku miedzy ksztaltem przestrzeni
polozonych w pseudownetrzu s kostki Hilberta Q® (s jest zbiorem punktow (x, x;, ) EQ®
takich, 22 0 < xx < 1k, k = 1,2,...) a typem topologicznym ich dopelniei w Q%. Udowodnit
on mianowicie, ze dwa kompakta X i ¥ w s maja ten sam ksztalt wtedy i tylko wtedy, gdy
Q®—X i Q®— Y sa homeomorficzne. Do zainteresowania si¢ teorig ksztaltu przyczynilo si¢ takze
sformulowanie i udowodnienie przez M. Moszyriska w 1973 roku odpowiednika twierdzenia
Whiteheada.

Istnieje juz dosé obszerna literatura (przeszto 400 prac) poswigcona teorii ksztattu i jej
zastosowaniom do innych dzialéow topologii, w ktérej pokazny udzial majg Profesor Borsuk

i jego uczniowie. Ponadto istnieja dwa opracowania monograficzne:

Karol Borsuk, Theory of shape, Monografie Matematyczne 59, Warszawa 1975,

oraz

Jerzy Dydak i Jack Segal, Shape theory: An introduction, Lecture Notes in Math. 688, Springer
1978.



