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Redakcja Delty uwaza, ze ci z naszych

Czytelników, którzy akurat ucza sie rachunku

rózniczkowego, nie powinni isc spac dopóki

nie zrozumieja kazdej linijki zamieszczonego

obok artykulu (a przynajmniej kazdej

linijki matematycznej tresci). Autor tlumaczy

b)wiem w znakomity sposób jak poslugiwac

sie rachunkiem, ,nieskonczenie malych
wielkosci". To nie to co dzisiejsze

podreczniki '"

R

Mlodociany entuzjasta techniki Przemko byl podczas przechadzki swiadkiem nastepujacej,
na szczescie niegroznej sceny i wprost niepojetego dla niego epilogu. Wypadek ten zostal
przedstawiony przez rysownika "Horyzontów Techniki" w winieCie naszego artykulu. Przy
wykopie fundamentów pracowala potezna koparka. Wykop siegal juz chyba kilkunastu metrów
glebokosci, koparka wyrywala z dna za jednym zamachem kilkaset kilogramów gruzu i ziemi,
napelniala nimi w kilka chwil, zi. pomoca dlugiej wysiegnicy, podjezdzajacy samochód
ciezarowy - wywrotke. Sznur dalszych samochodów czekal na swa kolej. W pewnej chwili
jeden z samochodów "usiadl" ciezko od zwalonego na niego ladunku, kierowca wlaczyl bieg,
by odjezdzac, gdy nagle, mimo rozpaczliwych wysilków kierowcy, przy ogluszajacym ryku
silnika, samochód - potezna masa metalu i ziemi z gruzem - poczela zsuwac sie po pochylosci.
Najwidocznej stanal on poprzednio zbytnio na 5toku i silnik nie mógl juz podolac sile ciezkosci.
Swiadkowie wypadku wydali okrzyk przerazenia. Obsludze grozilo niebezpieczenstwo,
samochodowi i koparce nieuchronne zderzenie i rozbicie. Na szczescie staczajacy sie samochód
zaczepil tylnym kolem o lezacy wielki kamien i - stanal na polowie pochylosci. Widzowie
odetchneli z ulga, ale tylko na chwile, bo cóz dalej? Próbowac podjechac pod stok z tej pozycji
byloby wielka lekkomyslnoscia, zostawic samochód w tym polozeniu niepodobienstwem.
Wtem pewien robotnik, o skroniach juz przyprószonych siwizna, ale o energicznym wyrazie
twarzy, dobiega do maski samochodu, przywiazuje tam porwana skads na predce konopna line,
a drugi jej koniec Qlyskawicmie owija kilka razy naokolo mocnego drewnianego pala, wbitego
na skraju pochylosci. Pada jego smiala komenda: - Odwalic kamien spod kola.
Widzowie zmartwieli Zdawalo sie, ze szaleniec trzymajacy teraz na nieuwiazanej linie caly
ciezar samochodu, zostanie niechybnie rozerwany na strzepy. Tymczasem, lekko tylko
popuszczajac line trzymana ciagle w jednej rece, robotnik pozwolil samochodowi powolutku
zjechac na dno wykopu ...

"c;.óz za silacz. Jedna reka utrzymal samochód z ladunkiem!". Zachwyt widzów byl nieopisany.
Wydarzenie to stalo sie po powrocie ze spaceru przedmiotem dociekliwych pytan Przemka.
Dorosli tlumaczyli "nadludzka sile" robotnika po prostu dzialaniem tarcia (w czym mieli racje),
ale tu chodzilo o scisle matematyczno-fizyczne objasnienie zjawiska. Ot chocby, czy mozna
obliczyc, kiedy takie przeciwdzialanie sila miesni poteznemu naciagowi na drugi koniec
nieuwiazanej, a tylko nawinietej na pal liny byloby ryzykowane, czy w ogóle takie "rzeczy"
mozna obliczyc, a wreszcie, jaka rzeczywiscie sila zapobiegl katastrofie ów przytomny
i doswiadczony robotnik ...
Otóz i tok mysli.

Naszemu "silaczowi" l><>magalona pewno tarcie konopnej liny o drewniany pal. Ba, ale cóz
to wlasciwie jest tarcie? Spójrzmy na rysunek I. Metalowy przedmiot o ciezarze I kg ma

przesunac po plaszczyznie drewnianego stolu jakas silas. Uzyskujemy ja przez obciazenie
sznurka przywiazanego do przedmiotu; odpowiednio dobranym ciezarkiem próbnym. Obciazany
doswiadczalnie koniec sznurka zwisa, przerzucony przez krazek. Zawieszamy ciezarek próbny

100 g, 200 g, 300 g, a przedmiot "ani drganie". Zniecierpliwieni zawieszamy wiec kolejno 400 g,
a potem 500 g - ciagle nic sie nie dzieje ...
Jak to nic sie nie dzieje! Przeciez najwidoczniej dziala silas próbnego ciezarka. Najwidoczniej
nic sie na razie nie dzieje, bo tej sile przeciwdziala jakas inna zagadkowa sila, która musi byc
równa co do wielkosci siles, tylko zwrócona "w tyl" (scisle: skierowana przeciwnie). Te

przeciwsile wystepujaca przy przesuwaniu naszego przedmiotu na plaszczyznie nazywaja fizycy.
wlasnie tarciem (scislej: sila tarciaT). Tak wiec swieci tu triumf znakomita III zasada Newtona:
"kazdemu dzialaniu towarzyszy zawsze przeciwdzialanie, równe mu co do wielkosci, ale
przeciwnie skierowane".
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• Mozna si~ przekonac praktycznie
(i udowodnic teoretycznie), ze wielkosc

tracych sie w poslizgu powierzchni nie ma
znaczenia.

•• tak samo mozna sie przekonac. ze
wspólczynnik tarcia J1 jest znacznie mniejszy,
gdy poslizg juz trwa, niz gdy dopiero sie
zaczyna.

metal o drewno na sucho
drewno o drewno na sucho
drewno o drewno ze smarem
stal o stal na sucho
lina konopna o drewno
stal o lód

p = 0,6
,u = 0,65
p = 0,20
p = 0,15
'p = 0,5
p = 0,03

Nawiasem mówiac" podobnie ma sie rzecz z naciskiemN (rys. l)
wywieranym przez przedmiot na stól. Przeciwdziala mu reakcjaR sprezystosci stolu. Gdyby
nie dzialala reakcjaR, przedmiot pod dzialaniemN przebilby stól, gdyby zas nagle ustalo
dzialanie naciskuN, przedmiot zostalby podrzucony w góre reakcja sprezystosci stolu ...
Ale wrÓCmy do doswiadczenia. Zniecierpliwieni juz na dobre zawieszamy próbny ciezarek 600 g,
który jest silas, majaca wbrew dzialaniu tarciaT wywolac poslizg przedmiotu. Nareszcie zaczyna

s 600
sie poslizg! Dopiero sila s= 600 g wywoluje poslizg. Stosunek: - = --- = 0,6

N 1000

zapisujemy na kartce. Wymieniajac teraz przedmiot poprzedni na inny, ciezszy, np. 5 kg, a wiec
wywierajacy naciskN = 5000 g, latwo przekonalibysmy sie, ze dopiero ciezarek próbny

s 3000
s = 3000 g rozpoczalby poslizg. Stosunek: -= -- = 0,6

_ N 5000

jest, jak sie okazuje, ten sam, co nie jest przypadkiem, ale wielkim naszym odkryciem fizycznym,
bo tyle wynosi on zawsze przy poslizgu metalu o drewno (na sucho).·
Liczbe te otrzymana z podzielenia niezbednej dla poslizgu silys przez dzialajacy naciskN,
nazywaja fizycy wspólczynnikiem tarcia (w skrócie naszymp).
Liczby p powyliczano w tysiacach prób dla niezliczonych par powierzchni tracych sie", co
ukazuje w zarysie tabelka obok.

s
Z naszego doswiadczalnego wzoru --= !t (wzór pierw'zy)

. N

wynika (przez pomnozenie obu stron poprzedniego wzoru przezN) wzór nastepny, jeszcze

wazniejszy s = p' N (wzór drugi)

I tak osobnik o ciezarze 70 kg wywierajacy wiec naciskN = 70 kg, stojacy na lodrie na
stalowych lyzwach (p= 0,03 wedlug tabelki) wykonalby juz poslizg, pchniety lub pociagniety
sila s, która jakze latwo obliczyc:s = 0,03' 70 kg= 2,1 kg (dlatego tak latwo sie slizgac).
Dla opisanej na poczatku katastrofy p= 0,5 (konopna lina tarla sie o drewniany pal) liczymy
podobnie: s = 0,5' N (do tego miejsca potem powrócimy).

Przydalby sie tez osobny wzór na liczenie sily tarciaT. Poniewaz wedlug Newtona sila tar~iaT
jako przeciwdzialajaca siles jest jej równa (choc przeciwnie skierowana), wiec zamiasts we wzorze
drugim mozemy smialo napisacT, tak ze dostaniemy:

T=p·N (wzór juz trzeci, ale latwy, wiec do niego powrócimy ... )

Mysl druga
Zbadajmy teraz blizej, co sie wlasciwie dzieje na drewnianym palu zbawczym dla obslugi
samochodu i dla samego samochodu. RysUIrek 2 pokazuje poprzeczny przekrój tego pala.
Rysunku nie trzeba sie przestraszyc bo "nie swieci garnki lepia" ...
Musimy sobie wyobrazic lukAB jako bardzo malenki kawalek konopnej liny, scisle przycisniety
naciskiem N (aha, jest on i tutaj) do obwodu pala. Zreczny rysownik "Horyzontów Techniki"
na nasza prosbe naumyslnie narysowal te czastke liny tak wyolbrzymiona dla lepszego "wgladu"
(mówiac jezykiem wojskowym). LukiBBI, BI B2 - to dalsze czastki liny w lewa strone a wiec
blizej samochodu, ciagnacego sila5 (duze 5), w odróznieniu·od sily robotnika s (male s)

ciagnacego w przeciwna strone,· aby zapobiec katastrofie.
W srodku tej malenkiej czastkiAB liny jest taki sobie punkt C. Mozna dla ulatwienia rozumowania
powiedziec, ze wlasnie tam dziala

1. nacisk N przywierajacy line do pala
2. reakcja R sprezystosci pala,
3. tarcie T przeciwdzialajace sile5, a pomagajace siles.
Mamy wiec tu naszych trzech dobrych "znaj~mych" ...
Jezeli samochód (sila5) ma-sie staczac, to musi przezwyciezyc sile robotnika (silas) i zarazem
tarcie T, tak ze sila5powinna co najmniej równac sie im obu

Ale wedlug wzoru trzeciegoT = !~.N, czyli T = 0,5' N, mozemy we wzorze czwartym
zamiast T napisac 0,5'N. Wypadnie

Mysl trzeCIa

Trzeba teraz koniecznie uwzglednic kat opasania lina pala naprzeciw czastkiAB. Ten kat
nazwano na rysunku 2 literaK (kat). Dla polówki czastkiAB ten kat wynosi juz tylko polowe
czyli K/2, co jest zupelnie jasne.
Kat przyzwyczailismy sie mierzyc katomierzem w stopniach.
Zwyczajem matematyków (a takze bardzo czesto techników i inzynierów) zmierzymy go nieco
inaczej. Po prostu zbadajmy, ile razy obwód pala(hl') jest wiekszy od jego promienia(1').

2Tt1'

Dzielimy -- = 2Tt = 2· 3,14 = 6,28.l'Rys. 2 D

5 = s+ T

5 = s+0,5' N

t wzór czwarty)

(wzór piaty wcale nie trudniejszy)
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Jezeli robotnik opasal pal lina 2 razy naokolo, to kat liczony w tej mierze "lukowej" wyniesie

2:rrf 4:rrf
2· -- = -- = 4:rr= 4, 3,14 = 12,56f f

Polowe naszej czastkiAB opasuje lina zapewne bardzo malym katemKI2 na przyklad 1°
w mierze stopniowej. W tej nowej mierze (zwanej lukowa) bedzie to oczywiscie 360 razy mniej,
niz wypadlo dla jednego pelnego opasania obwodu pala lina. Dzielimy 6,28: 360';= 0,017.

\,;" Clwa

Dla bardzo malych katówK mozna wprowadzic jeszcze "sprytniejsza" miare, polegajaca na tym,
ze dzieli sie po prostu umówiony bok przez bok w trójkacie prostokatnym, oczywiscie w takim,
w którym jest tez ów bardzo maly kat jaki wlasnie chcemy zmierzyc. Mówiac inaczej
zastepujemy czastke okregu króciutkim odcinkiem otrzymujac przyblizona miare lukowa.
Rysunek trzeci przedstawia taki trójkat prostokatnyDEF, wyrysowany ekierka i katomierzem
z dowolnych zupelnie boków, byle kat przy wierzcholkuD nazywany tam znowuKI2 wynosil
bardzo malo stopni, ot, chocby jak mówiono poprzednio 1°. Proponujemy wykonac nastepujaca

próbe: podzielic bok EF przez bokDF, musi wypaSC 0,017, a wiec tak samo jak w mierze
"lukowej" (ale nie stopniowej). Ten "trick" jest matematycznie dozwolony tylko dla katówK
mniejszych od 3°. Poniewaz polówka naszej czastkiAB na pewno nie jest opasana lina na wiekszym
kacie, wiec rzetelnosci matematycznej stalo sie zadoSC.

Mysl piata

Jak powiedziano, promienOC dzieli kat K opasania czastkiAB na pól. Stad slusznie przy srodku
przekroju pala w punkcieO pokazano tez katK12. Dlaczego napisa'no jednak na tymze rysunku 2
symbol KI2 równiez przy punkcieD? Jest to tez sluszne, tylko trzeba teraz znów nieco otrzec sie
o geometrie elementarna. Poniewaz nikt nie moze nas wysmiac, zróbmy to wspólnie: dwa
trójkaty OEG oraz ADG (radzimy obiec je olówkiem) maja po kacie prostym (mianowicie przy

wierzcholkach E oraz A); dalej równe sa w nich tez oba katyM, M' jako wierzcholkowe, tak ze
musza byc i równe katyK12, K' /2, jako reszta w kazdym z nich do1800• Mamy zatem prawo
sledzic polowe kata opasania czastkiAB równiez kolo punktu D, o co nam bardzo chodzilo ...

MYSI szosta ~w ktorej, jakby swawolnie powiedzial Dlckens~
"o'''·';rza s;'t JTl./sli Plzta i czwarta)

Sledzimy na rysunku 2 trójkatDEF, który jest niejako "rozciagnietym" w góre trójkatem---
poprzednim ADG, wiec tez zawiera katK12, z jakim dopiero co uporalismy sie. Jeden bok tego
trójkata, mianowicie EF, wyobraza z grubsza naciskN; wynosi wiecN. Drugi bok,
mianowicie DF, jest prawde mówiac - nieco "sztukowany" i to kawalkiemDA wyobrazajacym
sile s robotnika oraz kawalkiemAF, który tez, tJez wiekszego bledu, mozna przyjac jakos.
Slowem "sztukowany" bokDFliczymy jako 2s. Teraz-mozemy zastosowac nasza "bokowa"

K N K
miare dla bardzo malego kata -: --= -

2 2s 2

z tego N= K's (wzór szósty)

Zamiast N we wzorze piatym(S = s+ 0,5 .N) piszemy nasze obliczoneN = K· s otrzymujac
S= s+0,5' K· s= s(1+0,5' K). Slowem w czastceAB liny samochód ciagnie sila

SAR = s(l+0,5' K) (wzór siódmy)

(wzór ósmy)

90'

E

F

,.

.ys; :iódma {i przedostatnia)

Dla swietego spokoju z katemK, który przeciez powinien byc niezmiernie maly, skoro opasuje
malenka czastke linyAB, podzielmy go jeszcze w mysli na bardzo wiele czesci, na przyklad nan

czesci, przy czym liczban rozumie sie jako ogromna. Tak nasz wzór siódmy zmienia sie nieco

S..R = S ( 1+ 0,5' ~-)

Ten wzór jest bardzo wymowny. Widac z niego jak na d~oni, ze naciagS, wywolany samochodem

w czastceAR, j~st (l +0,5' ~) razy wiekszy od naciagus wywolanego sila robotnika.

Oczywiscie w nastepnej w lewo czastceBBI naciag Swzmoze_sie znowu (I +0,5' ~) razy
wiecej i wyniesie juz w tej dalszej, blizszej samochodowi czastce

Rys. J
b czyli
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Oczywiscie o liczbiex jednak tyle wiadomo, Ize musi tez byc bardzo wielka. Wystarczy zauwazyc,
ze we wzorze jedenastymn oraz x odpowiadaja sobie w mianownikach. Teraz wzór dziesiaty
prezentuje sie w nowej postaci. Jak wiadomo, potegowac wykladnikamix, 0,5 i wreszcieK mozerr
w dowolnej kolejnosci, a nawet "na raty"

Podnoszac teraz 2,71 do potegi okraglo szóstej (czyli mnozac 2,71 przez siebie kolejno 6 razy)

dostaniemy okraglo 400. Dzielac wreszcie 4000 przez 400 mamys = 4000 kg = 10 kg.
400

Z taka smiesznie mala silas robotnik powstrzymywal samochód, staczajacy sie z potezna sila S.
Okazuje sie, ze moglo go bez zadnego ryzyka zastapic .,. dziecko. Sprawca calej tej debaty
matematycznej, maloletni Przemko jest olsniony, ze i on móglby sie juz przydac podczas awarii
i zachwyca sie metoda matematyczna przy badaniu zagadnien techniki.
Proponujemy Czytelnikom obliczyc malym wzorem wielkiego Eulera,
jaka sila s mozna by powstrzymac bieg traktora ciagnacego sila S= 6000 kg jesli stalowa line
nawinelismy naokolo stalowego pala 4 razy?

( l + +r = ( ; r = ~ = 2,37

(1 + ~)4= (~)4= 625 = 244 4 256 '

4000 kg

2,716.28

(wzór jedenasty)

(wzór trzynasty, maly ale smialy)

x = 3, mamy

x

(wzór dwunasty, jego bliski krewniak)

4000 kg

2,710.S· /2.56
s=

( l )X'O,S'K

S=sl+-
x

Bierzemy "pod lupe" wewnetrzny nawias ~ jego "przyboczna" potega(l + ~r
Obieramy w mysli kolejno zamiastx liczby l, 2, 3, 4 itd., pamietajac, ze powinnismy dojSC do
obioru jak najwiekszych x.
Oto próby:

x = l, mamy (1 + +r = (I + l) = 2

( I )2 ( 3 )2 9x = 2, mamy l+ "2 ="2 = "4 = 2,25 x = 4, mamy

Z tego mamy dalszy wzorek

x' 0,5' K = n

Mozna by sie samemu przekonac, ze nawet dla najwiekszych obieranychx, a takie powinny tu
one byc, nasz nawias z uwzglednieniem jego potegix nie wyniesie "marnego" 2,7182 ... Te to
liczbe 2,71... od czasów Eulera matematycy oznaczaja litera e. Jest to z pewnych wzgledów
naj wazniejsza liczba w matematyce (wobec niej liczba7t jest "ubogim krewnym"). Koniec konców

( l )Xnasz wzór trzynasty pozwala zamiast l+ -.; "napisac krótko e. Bedzie wiec

S= S· eO.5·K (wzór cztern.zty, len z nlg/ówka artykulu: maly wzór wielkiego Eulera)

Poniewaz chcielibysmy wyliczyc teraz z jaka wreszcie sila ów robotnik wstrzymywal koncem
nieuwiazanej liny staczajacy sie samochód, przeróbmy jeszcze nasz wzór tak, aby miecs po lewej

S
stronie s = ---

eO,5·K

Pamietamy przy tym, zes oznacza ,:"ysilek skierowany przeciw poteznej sile S, e= 2,71. ..
0,5 jest wspólczynnikiem tarcia dla liny konopnej o drewno (mozna tu zawsze wymienic to p. na
inne) wreszcieK jest "katem opasania". Mozemy wiec przystapic do obliczenia
S (duze, sile staczajacego sie samochodu) przyjmijmy na 4000 kg.
K (kat opasania lina pala) przyjmijmy

ber
2· --- (robotnjk owinal line '2 razy)= 4n = 4, 3,14 = 12,56

r

Teraz jestesmy w domu. W miare przesuwania sie po linie w strone dzialania sily S naciagi
wywolane nia wzrastaja wedlug poteg, a w miare przesuwania si~ w strone dzialania silys

robotnika maleja wedlug poteg. Na ostatniej czastce w lewo, w strone dzialania sily S,
na podstawie wzoru dziewiatego naciag jej wyni,esie juz'

( K )n ( ód' . 'I"
S = s 1+05' _ wz r z.es.aty, uogo meme

n , n dziewiatego, wiec nic strasznego)

Mysl ósma (ostatnia. poniewaz wszystko ma swój koniec)
Nastapi teraz blyskotliwy, prawdziwie matematyczny "trick", Oto zamiast ulamka z nawiasu

K l
0,5 . - napiszemy sobie -. (Liczbex matematycy specjalnie uwielbiaja, bo wlasciwie nien x
wiadomo co ... ona warta). Ale zarty na bok. Proponujemy takie zastepstwo:

K0,5'-
n

Do tego rodzaju klopotów wstyd sie przyznac

lekarzowi, po co o tym pisac do gazety?
•

Hy tez nie wiemy.

Owszem, znana jest nam forma zwracania sie
do rozmówcy odczynnnsciowo per: pacjencie,

konsumencie, studenciei1;p.
Nie uwazamy jej jednak za szczyt wytworno­

sci: "Oj, docencie', docencie, a tu zescie
sie wyglupili Il - fi dene...

•

,\\\\'II~/I'j

~f:J., ,
\ :I't.,.~!l

Jezyk potoezny wprow ••.lza. pomiO'il'lJl"ie pojeC:.
" •.w.t moje 'IT.1f moino. "oz ••mi.C:DWOJAKO

*
Oczywiscie, ze nasze zadania sa nudne. A

cze~o pan oczekiwal?
'"

Co z tego, ze wypisuje nampan liste naste-
pnych 19 kwarków. Nie o~chodza nas takie

spekulacje, szczególnie ze nie dysponuje

pan zadnymi dowod~mi.
'"

*
Czekoladowego tortu nie da sie zrobic z
marc:aryny. Pani argumenty' dotyczace zwia-
zków organicznych sa calkowicie absurdalne
- lancuchy weglowe to nie robótki reczne,
zeby je spruc i przerobic.

'"

Nie rozumiemy zwiazku miedzy panskim sys-
temem a wygranymi koncówkami banderoli. I
po co panu samochód?

'"

Oczywiscie! Gdziekolwiek bysmy sie nie
znalezli i jakkolwiek byloby to niewygod-
ne lIAL"ZY U~CISlIlC ]}LON I."SZYSTKHl ZNAJO-
NHl I NIEZNAJO~;Y~iOSOBOH.

'"

~~ k iGr _,,~I :: ,I~ ~ ,.••._",•••., tlIf'''' I"f ••,.-=

,.•.• f:.,}.~7".":i r-( ... ;:=-.,.,\1, ~~ ~... ,.", ..•,1,.::~, r"I·~.'l"~''''l'l''k. '.
w -"\ /1.-, ·.elil~·,.' ~ 4 •••· II"~ ;., ?,.;" ), ,. tr I~ ~" .....IT' ti\'-~~

M1T~ZE:uwierzy". z. j"t.m taki •• m j•.k
w~'Z.y~cy

/" df -?~-,
/' ; f ~

",.", ... :'>;.,~ A1()/o\

j.J.1,\ ((i~1.{~r~""~:s1t;V~';"'~r:I,, ..l l~l t, l•..,t••~~~~J~{~Jl)V(..).~-~\...'\_il-;
Nie jest jasne c:zegojp uez-yc aby ieh zycie

bvto p.ln~ ,ie~lowe:

Myli sie pan, nie jestem nie,~darzonym
safandula. Co za po~sl?

•

Z soi oczywiscie.
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