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Redakcja Delty uwaza, e ci z naszych
Czytelnikdw, ktorzy akurat ucza si¢ rachunku
rozniczkowego, nie powinni i8¢ spac¢ dopoki
nie zrozumiejy kazdej linijki zamieszczonego
obok artykulu (a przynajmniej kazdej

linijki matematycznej tresci). Autor tlumaczy
bowiem w znakomity sposob jak poslugiwac

sie rachunkiem ,,nieskonczenie malych
wielkosci”. To nie to co dzisiejsze
podreczniki ...

Mlodociany entuzjasta techniki Przemko byt podczas przechadzki $wiadkiem nastgpujacej,

na szczeécie niegroznej sceny i wprost niepojetego dla niego epilogu. Wypadek ten zostal
przedstawiony przez rysownika ,,Horyzontéw Techniki” w winiecie naszego artykulu. Przy
wykopie fundamentow pracowala potezna koparka. Wykop siggat juz chyba kilkunastu metréw
glebokosci, koparka wyrywata z dna za jednym zamachem kilkaset kilogramow gruzu i ziemi,
napetniata nimi w kilka chwil, za pomoca dlugiej wysiegnicy, podjezdzajacy samochod
cigzarowy — wywrotke. Sznur dalszych samochodéw czekal na swa kolej. W pewnej chwili
jeden z samochodéw ,,usiadl” cigzko od zwalonego na niego tadunku, kierowca wiaczyl bieg,
by odjezdzaé, gdy nagle, mimo rozpaczliwych wysitkow kierowcy, przy ogluszajacym ryku
silnika, samochéd — potezna masa metalu i ziemi z gruzem — poczgla zsuwac sie po pochylosci.
Najwidocznej stanal on poprzednio zbytnio na stoku i silnik nie mogl juz podotaé sile cigzkosci.
Swiadkowie wypadku wydali okrzyk przerazenia. Obsludze grozilo niebezpieczenstwo,
samochodowi i koparce nieuchronne zderzenie i rozbicie. Na szczgécie staczajacy sig samochod
zaczepil tylnym kolem o lezacy wielki kamien i — stanal na potowie pochylosci. Widzowie
odetchneli z ulga, ale tylko na chwile, bo coz dalej? Probowa¢ podjechaé pod stok z tej pozyciji
byloby wielka lekkomyslnoscia, zostawi¢ samochod w tym polozeniu niepodobienstwem.

Wtem pewien robotnik, o skroniach juz przyprészonych siwizna, ale o energicznym wyrazie
twarzy, dobiega do maski samochodu, przywiazuje tam porwana skad$ na predce konopna ling,
a drugi jej koniec blyskawicznie owija kilka razy naokolo mocnego drewnianego pala, wbitego
na skraju pochyloéci. Pada jego $émiala komenda: — Odwali¢ kamien spod kota.

Widzowie zmartwieli Zdawalo si¢, ze szaleniec trzymajacy teraz na nieuwigzanej linie caly
cigzar samochodu, zostanie niechybnie rozerwany na strzepy. Tymczasem, lekko tylko
popuszczajac line trzymana ciagle w jednej rece, robotnik pozwolil samochodowi powolutku
zjecha¢ na dno wykopu...

,,Co# za silacz. Jedna reka utrzymal samochéd z tadunkiem!”. Zachwyt widzow byl nieopisany.
Wydarzenie to stalo siec po powrocie ze spaceru przedmiotem dociekliwych pytan Przemka.
Dorosli thumaczyli ,,nadludzka sile” robotnika po prostu dziataniem tarcia (w czym mieli racje),
ale tu chodzilo o écisle matematyczno-fizyczne objasnienie zjawiska. Ot chocby, czy mozna
obliczyé, kiedy takie przeciwdzialanie sila migsni poteznemu naciggowi na drugi koniec
nieuwiazanej, a tylko nawinigtej na pal liny byloby ryzykowane, czy w ogole takie ,,rzeczy”
mozna obliczy¢, a wreszcie, jaka rzeczywiscie sita zapobieg! katastrofie 6w przytomny

i dos$wiadczony robotnik...

Otz i tok mysli.

Naszemu ,,sitaczowi” pomagalo na pewno tarcie konopnej liny o drewniany pal. Ba, ale c6z

to wlasciwie jest tarcie? Spojrzmy na rysunek 1. Metalowy przedmiot o cigzarze 1 kg ma
przesunaé po plaszczyznie drewnianego stolu jakas sita 5. Uzyskujemy ja przez obcigzenie
sznurka przywiazanego do przedmiotu, odpowiednio dobranym cigzarkiem probnym. Obcigzany
doswiadczalnie koniec sznurka zwisa, przerzucony przez krazek. Zawieszamy cigzarck probny
100 g, 200 g, 300 g, a przedmiot ,,ani drganie”. Zniecierpliwieni zawieszamy wigc kolejno 400 g,
a potem 500 g — ciagle nic si¢ nie dzicje... i

Jak to nic sie nie dzieje! Przeciez najwidoczniej dziala sila s probnego cigzarka. Najwidoczniej
nic sie na razie nie dzieje, bo tej sile przeciwdziala jaka$ inna zagadkowa sila, ktora musi by¢
réwna co do wielkosci sile s, tylko zwrécona ,,w tyl” (cisle: skierowana przeciwnie). Te
przeciwsile wystepujaca przy przesuwaniu naszego przedmiotu na plaszezyZnie nazywaja fizycy
wiasnie tarciem (Scislej: sila tarcia T'). Tak wiec $wieci tu triumf znakomita III zasada Newtona:
,.kazdemu dzialaniu towarzyszy zawsze przeciwdzialanie, rowne mu co do wielkosci, ale
przeciwnie skierowane™.



* Mozna si¢ przekonaé prakiveznic
(i udowodnié teoretycznie), ze wielkosc
tracych si¢ w poilizgu powierzchni nie ma
Znaczenia.,

** 1ak samo mozna si¢ przekonad, Ze
wspolczynnik tarcia ¢ jest znacznie mniejszy,
gdy poslizg juz trwa, niz gdy dopiero sie
zaczyna.

metal o drewno na sucho pu = 0,6
drewno o drewno na sucho p = 0,63

drewno o drewno ze smarem pu = 0,20
stal o stal na sucho n=0,5
lina konopna o drewno w=0,5

stal o lod n =003

Nawiasem mowiac, podobnie ma si¢ rzecz z naciskiem N (rys. 1)

wywieranym przez przedmiot na stol. Przeciwdziala mu reakcja R sprezystosci stolu. Gdyby

nie dzialala reakcja R, przedmiot pod dzialaniem N przebilby stol, gdyby za$ nagle ustalo
dzialanie nacisku N, przedmiot zostatby podrzucony w gore reakcjg sprezystosei stolu...

Ale wroémy do do$wiadczenia. Zniecierpliwieni juz na dobre zawieszamy probny ciezarek 600 g,
ktory jest sila s, majaca wbrew dzialaniu tarcia T wywola¢ poslizg przedmiotu. Nareszcie zaczyna

5 600
sie poslizg! Dopiero sita s = 600 g wywoluje poslizg. Stosunek: N == 1000 =205
zapisujemy na kartce. Wymieniajac teraz przedmiot poprzedni na inny, ciezszy, np. 5 kg, a wige
wywierajacy nacisk N = 5000 g, latwo przekonaliby$smy sig, ze dopiero cigzarek probny

3000 '

£
. 5 = 3000 g rozpoczatby poslizg. Stosunek: = = — = 0,6

5000
jest, jak sie okazuje, ten sam, co nie jest przypadkiem, ale wielkim naszym odkryciem fizycznym,
bo tyle wynosi on zawsze przy poslizgu metalu o drewno (na sucho).*
Liczbe te otrzymang z podzielenia niezbednej dla poslizgu sily s przez dzialajacy nacisk N,
nazywajg fizycy wspolczynnikiem tarcia (w skrocie naszym pu).
Liczby pu powyliczano w tysiacach prob dla niezliczonych par powierzchni tracych sie **, co
ukazuje w zarysie tabelka obok.

. 5
Z naszego doswiadczalnego wzoru & I (wzér pierwszy)

wynika (przez pomnozenie obu stron poprzedniego wzoru przez N) wzor nastepny, jeszcze
wazniejszy s=pN (wzor drugi)

I tak osobnik o ciezarze 70 kg wywierajacy wiec nacisk N = 70 kg, stojacy na lodzie na

stalowych lyzwach (u# = 0,03 wedlug tabelki) wykonalby juz poslizg, pchniety lub pociagnigty

silg s, ktora jakze latwo obliczy¢: s = 0,03- 70 kg = 2,1 kg (dlatego tak fatwo sig slizgac).

Dla opisanej na poczatku katastrofy z = 0,5 (konopna lina tarfa si¢ o drewniany pal) liczymy
podobnie: s = 0,5+ N (do tego miejsca potem powrocimy).

Przydalby si¢ tez osobny wzor na liczenie sily tarcia 7. Poniewaz wedlug Newtona sila tarcia T
jako przeciwdzialajgca sile s jest jej rowna (cho¢ przeciwnie skierowana), wigc zamiast s we Wzorze
drugim mozemy $mialo napisac¢ T, tak ze dostaniemy:

T= ne N (wzor juz trzeci, ale latwy, wi¢c do niego powrdcimy ...)

Mysl druga

Zbadajmy teraz blizej, co si¢ wlasciwie dzieje na drewnianym palu zbawczym dla obslugi
samochodu i dla samego samochodu. Rysunek 2 pokazuje poprzeczny przekroj tego pala.
Rysunku nie trzeba si¢ przestraszy¢ bo ,,nie Swieci garnki lepia™...

Musimy sobie wyobrazi¢ luk 4B jako bardzo malenki kawalek konopnej liny, scisle przycisnigty
naciskiem A (aha, jest on i tutaj) do obwodu pala. Zreczny rysownik ,,Horyzontow Techniki™
na nasza prosb¢ naumysinie narysowal tg czastkg liny tak wyolbrzymiong dla lepszego ,,wgladu™
(mowiac jezykiem wojskowym). Luki BB,, B, B, — to dalsze czastki liny w lewa strone a wigc
blizej samochodu, ciggnacego silg S (duze §), w odréznieniu-od sily robotnika s (male s)
ciggnacego w przeciwng strong, aby zapobiec katastrofie.

W $rodku tej malenikiej czastki 4B liny jest taki sobie punkt C. Mozna dla ulatwienia rozumowania
powiedzie¢, ze wlasnie tam dziala :

1. nacisk N przywierajacy line do pala

2. reakcja R sprezystosci pala,

3. tarcie T przeciwdzialajace sile S, a pomagajace sile 5.

Mamy wigc tu naszych trzech dobrych ,,znajomych™...

Jezeli samochod (sita §) ma sie staczaé, to musi przezwyciezy¢ sile robotnika (sila 5) i zarazem
tarcie T, tak ze sila § powinna co najmniej rownac si¢ im obu

S=s54T |wzor czwarly)

Ale wedlug wzoru trzeciego T = u- N, czyli T = 0,5- N, mozemy we wzorze czwartym
zamiast T napisa¢ 0,5+ N. Wypadnie

S=354+05-N (wzor pigty weale nie trudnieiszy)

Mysl trzecia

Trzeba teraz koniecznie uwzgledni¢ kat opasania ling pala naprzeciw czastki AB. Ten kat

nazwano na rysunku 2 literg K {kqi). Dla polowki czastki 4B ten kat wynosi juz tylko polowe

czyli K/2, co jest zupelnie jasne.

Kat przyzwyczailiSmy si¢ mierzy¢ katomierzem w stopniach.

Zwyczajem matematykow (a takze bardzo czesto technikow i inzynieréw) zmierzymy go nieco

inaczej. Po prostu zbadajmy, ile razy obwod pala (27r) jest wigkszy od jego promicnia (r).
2mr

Dzielimy —— =2 =2-3,14 = 6,28.
a r



Rys, 3

Jezeli robotnik opasal pal ling 2 razy naokolo, to kat liczony w tej mierze ,,lukowej” wyniesie

2r 4oy
i =g 304 = 1256
r r
Polowg naszej czastki 4B opasuje lina zapewne bardzo malym katem K/2 na przykiad 1°
w mierze stopniowej. W tej nowej mierze (zwanej lukowg) bedzie to oczywiscie 360 razy mniej,
niz wypadlo dla jednego pelnego opasania obwodu pala ling. Dzielimy 6,28: 360 = 0,017.

Dla bardzo malych katow K mozna wprowadzi¢ jeszcze ,,sprytniejsza” miarg, polegajacg na tym,
ze dzieli si¢ po prostu umowiony bok przez bok w trojkacie prostokgtnym, oczywiscie w takim,
w ktorym jest tez 6w bardzo maly kat jaki wiasnie chcemy zmierzyc. Mowigc inaczej
zastepujemy czgstke okregu krociutkim odeinkiem otrzymujac przyblizong miarg lukowa.
Rysunek trzeci przedstawia taki tréjkat prostokatny DEF, wyrysowany ekierka i katomierzem

z dowolnych zupeinie bokdow, byle kat przy wierzchotku D nazywany tam znowu X/2 wynosit
bardzo malo stopni, ot, cho¢by jak mowiono poprzednio 1°. Proponujemy wykona¢ nastepujaca
probe: podzieli¢ bok EF przez bok DF, musi wypas¢ 0,017, a wigc tak samo jak w mierze
,,Jukowej”’ (ale nie stopniowej). Ten ,,trick” jest matematycznie dozwolony tylko dla katow K
mniejszych od 3°. Poniewaz polowka naszej czastki AB na pewno nie jest opasana ling na wigkszym
kacie, wigc rzetelnosci matematycznej stalo si¢ zadosc.

REGEL aGata
¥iv¥sl Piglad

Jak powiedziano, promien OC dzieli kat K opasania czastki 4B na pol. Stad slusznie przy s$rodku
przekroju pala w punkcie O pokazano tez kat K/2. Dlaczego napisano jednak na tymze rysunku 2
symbol K/2 rowniez przy punkcie D? Jest to tez stuszne, tylko trzeba teraz znow nieco otrzet si¢
o geometrie elementarng. Poniewaz nikt nie moze nas wysmiac, zrobmy to wspolnie: dwa

trojkaty OEG oraz ADG (radzimy obiec je olowkiem) maja po kacie prostym (mianowicie przy
wierzchotkach E oraz A); dalej rowne sg w nich tez oba katy M, M’ jako wierzcholtkowe, tak ze
musza by¢ i rowne katy K/2, K'/2, jako reszta w kazdym z nich do 180°. Mamy zatem prawo
$ledzi¢ polowe kata opasania czastki AB rowniez kolo punktu D, o co nam bardzo chodzilo...

51

Sledzimy na rysunku 2 trojkat DEF, ktory jest niejako ,,rozciagnietym™ w gore trojkatem —
poprzednim ADG, wiec tez zawiera kat K/2, z jakim dopiero co uporalismy sig. Jeden bok tego
trojkata, mianowicie EF, wyobraza z grubsza nacisk N; wynosi wiec N. Drugi bok,

mianowicie DF, jest prawd¢ mowiac — nieco ,,sztukowany™ i to kawalkiem DA wyobrazajacym
sile s robotnika oraz kawatkiem AF, ktory tez, bez wigkszego bledu, mozna przyjaé jako s.
Stowem ,,sztukowany™ bok DF liczymy jako 2s. Teraz mozemy zastosowac nasza ,,bokowa™

iarg dla bardz lego k L, 2 o
mia a bardzo malego kata —: — = ——
e €go k3 2 2 2

Z tego N=K's (wzdr szosty)

Zamiast N we wzorze piatym (S = 5+0,5 - N) piszemy nasze obliczone N = K- 5 otrzymujac
S =5+05-K-5=5(140,5- K). Slowem w czastce AB liny samochod ciagnie silg

S = 5(14+0,5-K) (wzar siodmy)

redostatnia)
Dla $wietego spokoju z katem K, ktory przeciez powinien by¢ niezmiernie maly, skoro opasuje
malenka czastke liny AB, podzielmy go jeszcze w mysli na bardzo wiele czgsci, na przyklad na n
czebei, przy czym liczba # rozumie si¢ jako ogromna. Tak nasz wzor sicdmy zmienia si¢ nieco
K
Sw=5|1+05- — (wzor dsmy)
n

Ten wzor jest bardzo wymowny. Widac z niego jak na dloni, ze nacigg S, wywolany samechodem

K
w czastce AB, jest (I +0,5- —) razy wigkszy od naciggu s wywolanego silg robotnika.
n

K
Oczywiscie w nasiepnej w lewo czastce BB, naciag S wzmoze si¢ znowu (l +0,5- —) razy
v n

wigcej i wyniesie juz w tej dalszej, blizszej samochodowi czastce

' X K
Sgn‘ = s{1+0,5-—]- 1+0,5'—)
n n

- K 2 -
czyli Sgs, = s(l+0,5 : 7) (wzér dziewiaty)



THEY ARE COMING TO TAKE ME AWAY
HA HA HLHI..

St
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Nie 1eat Jasne czego j¢ uczyé aby ich zycie

byt petne 1celowe?

Jezyk poloczny wprowadza pumu-nm
nawel moje T mozna rozumied BWUJMCU

Owszem, Znana jest nam forma zwracania sig
do rozmdwey odezymnnsSciowo per: pacjencie,
kongumencie, studencie itp.
Nie owatamy jej jednak za azczyt wyiworno-—
dei: "0j, docencies, docencle, & tu Zescie
pig wygtupili" - fi donce

-

Do tego rodzaju kIopotdw wstyd sig¢ prayznaé

lekarzowi, po co o tym pisaé do gazety?

)
My tes nie wiemy.

=
Oczywificie, #e nasze gadania sg nudne. 4
cZepo pan oczekiwaX?

*
Co 2z tego, %e wypisuje nmam pan liste naste
pnych 19 kwarkéw, Nie obchodzs nas takie
spekulacje, szczegdlnie Ze nie dysponuje
pan Zadnymi dowodami.

=
Z sol ocsywiscie.

3
Cgzekoladowego tortu nie da sig¢ grobidé =
margaryny. Fani argumenty dotycsace swig—
skiw organicznych s3 catkowicie absurdalne
= falicuchy wg¢glowe to nie robdtki rgcene,
2eby je aprué i przerobié,

*
Hie rozumiemy zwiazkm migdzy pariskim sys-
temem a wygranymi kolicowkami banderoli. I
TOo co panu samochéd?

=
Ocgzywidele! Gdslekolwiek bydmy sig nie
gnalezll 1 jakkolwiek byZoby to niewygod-
ne MALEZY USCISNYE DAON WSEYSTREIM ZNAJO-
MY T HIEZNAJOMYM OS0BOM.

*
Fyli eig pan, nie jestem niewydarszonym
gafanduts. Co #a pomysi?

®

MUSI.E uwierzy<, ze jestem taki sam ke

WsTYsCY

Teraz jesteSmy w domu. W miarg przesuwania si¢ po linie w strong dzialania sily S naciagi
wywolane nig wzrastaja wedlug potgg, a w miare przesuwania si¢ w strone dzialania sily s
robotnika maleja wedlug poteg. Na ostatniej czastce w lewo, w strone dzialania sily S,

na podstawie wzoru dziewigtego nacigg jej wyniesie juz

(wzdr dziesigty, uogdlnienie

K\»
S.=.r(l+0.5-—) oy s
n dziewigtego, wigc nic strasznego)

Mysl
Nastapi teraz blyskotliwy, prawdziwie matematyczny ,,trick”, Oto zamiast utamka z nawiasu

osma (ostatnia, poniewaz wszystko ma swoj koniec)

K 1
0,5- napiszemy sobie —. (Liczbg x matematycy specjalnie uwielbiaja, bo wlasciwie nie
n X

wiadomo co... ona warta). Ale zarty na bok. Proponujemy takie zastepstwo:

K 1
05— =— (wzor jedenasty)
n x
Z tego mamy dalszy wzorek
x-05-K=n (wzoér dwunasty, jego bliski krewniak)

Oczywiscie o liczbie x jednak tyle wiadomo,'ze musi tez by¢ bardzo wielka. Wystarczy zauwazy¢,
ze we wzorze jedenastym n oraz x odpowiadajg sobie w mianownikach. Teraz wzor dziesiaty

prezentuje si¢ w nowej postaci. Jak wiadomo, potggowaé wykladnikami x, 0,5 i wreszcie K mozenr
w dowolnej kolejnosci, a nawet ,,na raty”
1 )x-ﬁ.s-x

Ay =s(l+—
x

(wzdr trzynasty, maly ale Smialy)

: 1\«
Bierzemy ,,pod lupg™ wewngtrzny nawias z jego ,,przyboczng” potega (! + —)
x

Obieramy w mysli kolejno zamiast x liczby 1, 2, 3, 4 itd., pamigtajgc, ze powinniSmy dojs¢ do
obioru jak najwigkszych x.

Oto proby:
1 (1+1)' (1+n=2 3 (|+l i (43 sy 2,37
x = 1, mam — = = X = 3, mam —) =(—] =— =2,
U 4 3) 3) 27
1\? 3y 9 1\* 5\* 625
x = 2, mamy (i+—) =(—) =—=225 x=4 mamy(l+——) =(—) =— =24
2 2 4 4 4 256

Moina by si¢ samemu przekonac, ze nawet dla najwigkszych obieranych x, a takie powinny tu
one by¢, nasz nawias z uwzglednieniem jego potegi x nie wyniesie ,,marnego™ 2,7182... Te to
liczbe 2,71... od czasow Eulera matematycy oznaczaja literg e. Jest to z pewnych wzgledow
najwazniejsza liczba w matematyce (wobec niej liczba 7 jest ,,ubogim krewnym’'). Koniec koncow

1\x
nasz wzor trzynasty pozwala zamiast (I + L-) napisa¢ krotko e. Bedzie wigc
X

S=s5-e05K (wzdr czternasty, ten z naglowka artykulu: maly wzér wiclkiego Eulera)

Poniewaz chcielibySmy wyliczy¢ teraz z jaka wreszcie sita 0w robotnik wstrzymywal koncem

nieuwigzanej liny staczajacy si¢ samochod, przerobmy jeszcze nasz wzor tak, aby mie¢ s po lewej
Y

= 05K

Pamigtamy przy tym, Ze s oznacza wysilek skierowany przeciw potginej sile S, e = 2,71...

0,5 jest wspolczynnikiem tarcia dla liny konopnej o drewno (mozna tu zawsze wymijeni¢ to x na

inne) wreszcie K jest ,,katem opasania™. Mozemy wigc przystgpi¢ do obliczenia

S (duze, sile staczajacego sie samochodu) przyjmijmy na 4000 kg.

K (kat opasania ling pala) przyjmijmy

stronie

P .
2 — all (robotnik owinal ling 2 razy) = 47 = 4- 3,14 = 12,56
r

_ 4000 kg _
T 2,7105-12.5

4000 kg
2,716.28 °

Podnoszac teraz 2,71 do potegi okraglo szostej (czyli mnozac 2,71 przez siebie kolejno 6 razy)

sl ST
400

Z takg $miesznie malg silg s robotnik powstrzymywatl samochéd, staczajacy si¢ z potgzna silg S.

Okazuje sig, ze moglo go bez zadnego ryzyka zastapic ... dziecko. Sprawca calej tej debaty

matematycznej, maloletni Przemko jest oléniony, ze i on moglby sig juz przydaé podczas awarii

i zachwyca si¢ metoda matematyczng przy badaniu zagadnien techniki.

Proponujemy Czytelnikom obliczy¢ malym wzorem wielkiego Eulera,

jaka sila s mozna by powstrzymac bieg traktora ciagnacego sila § = 6000 kg jesli stalowa ling

nawingliSmy naockolo stalowego pala 4 razy?

dostaniemy okraglo 400. Dzielgc wreszcie 4000 przez 400 mamy s =

14



