
Jak zobaczyc

wszystkie
liczby 2-adyczne

Pro! dr Jerzy
MIODUSZEWSKI

W artykule Krystyny Wojtków o liczbach

p-adycznych Delta 9 (1978) uzywany byl zaois

pozycyjny ... 123456789; w niniejszym
artykule cyfry stoja w odwrotpym porzadku:
987654321...

Liczby 2-adyczne calkowite, tj. wyrazeniaaO+al' 2+az' 2z+ ... , gdzie a. = O hic I, których
zapisy skracamy doaoal az ... ,mozna mnozyc (jak sie je dodaje, p. poprzedni artykul na ten
temat, Delta 5/1979; byly one tam nazywane, aby nie obciazac terminologii, liczbami dwójkowymi),
Aby pomnozyc liczbea = ao al az ... przez liczbeb = bobl bz ... ,mnozymy liczbe a kolejno przez
bo, bl, etc. (jest to nieklopotliwe, bo mnozymy stale przezO lub l), a kolejne wyniki zapisujemy
jeden pod drugimi przesuwajac za kazdym razem zapis o jedno miejsce w prawo (przy mnozeniu
liczb w ukladzie dziesiatkowym przyzwyczajeni jestesmy do przesuwania zapisów w lewo) i dodajemy
kolumny mod 2, pamietajac o dodaniu do nastepnej kolumny calkowitej ilosci dwójek jaka
dostalismy; rzecz daje sie formalnie okreslic przez indukcje (mnozenie w ukladzie dziesiatkowym
jest tez okreslone przez indukcje, ale opanowujemy je na tyle wczesnie i dobrze, ze nigdy juz !Jotem

nie czujemy potrzeby matematycznych uzasadnien).
Jesli oba zapisy sa skonczone, to reprezentujac liczby naturalne nie dostajemy nic innego niz
zwykly iloczyn liczb naturalnych. Np. mnozac 7= 111 przez 5= 101, dostajemy

111
000

111

110001

tj. liczbe l + l . 2+ l . 23 = 35.
Jesli zapisy sa nieskonczone, nie trzeba sobie przeszkadzac mysla, ze robimy cos zlego dodajac
nieskonczenie wiele razy: w kazdej kolumnie mamy do dodania skonczenie wiele liczb, wiec
dodac je mozna, a cyfry wyniku okreslone sa przez indukcje jednoznacznie. Dla przykladu,
pamietajac, ze -l -;, 111..., pomnoZIDY to -l przez siebie. Dostajemy:

111111...
11111 .
1111 .

100000...

*

Dostalismy l, co nie jest niespodzianka_
Liczba l jest neutralna przy mnozeniu; jest takze zawszea' O = O; to widac. Dowody innych
wlasnosci mnozenia liczb 2-adycznych, np. przemiennosci, lacznosci, rozdzielnosci z dodawaniem
sa klopotliwe, bo powinny byc robione przez indukcje, skoro mnozenie bylo okreslane przez
indukcje. Nie stanowia jednak problemu.

(okres 10)

XOXIXZ'"

l O O O...

Xo = 1=>xI+1 = O=>

Xl = l (l w pamieci) => xz+2 = O

=> Xz = O (1 w pamieci) =>

x3+1 = O=> X3 = l (l w pamieci);

na miejscuX3 powtarza sie sytuacja z miejscaXl; rozwiniecie jest wiec poczawszy od miejscaXl

okresowe; okres ma postac 10; mamy wiec-.-.
1/3 = 110 10...

A oto rozwiniecia innych liczb postacil/n:\

Problemem jest dzielenie. Juz dzielenie l :2 sie nie udaje. Wynik dzielenia (myslimy o nim jako
o 1/2) bylby rozwiazaniem równania2x = l. Pierwsza cyfraXo liczby x przemnozona przezO
(pierwsza cyfre liczby 2= Ol) powinna by dacl (pierwsza cyfre liczbyl). Nie uda sie tez dzielenie
1:6.
Jest to cena za wybór podstawy rozwiniecia, bo dzielenia l:n, jesli n jest nieparzyste, udaja sie.
Liczbe 1/3, tj. rozwiazanie równania3x = l, znajdujemy wyznaczajac indukcyjnie cyfry jej
rozwiniecia Xo x l Xz... , jak nastepuje (pamietamy, ze 3= 11):

1/5 = l0Ti0óiiO. ...

1/7 = 100m...
1/9 = 1001110001110 ...
1/11 = 110001011101000101110 ...

(okres 0110)

(okres 110)

(okres 001110)
(okres 1000101110)

Rozwiazanie zadania F 76. Ostrze gilotyny

w ukladzie U' bedzie pochylone w przeciwna

strone·

al W ukladzie U. b) W ukladzie U'.

Wszystkie te rozwiniecia sa okresowe.
. Okazuje sie, ze ulamki liczb calkowitych o mianownikach nieparzystych tj. rozwiazania równan
nx = m o wspólczynnikach calkowitych, gdzien jest nieparzyste maja zawsze rozwiniecia
okresowe, oraz ze kazda liczba 2-adyczna okresowa przedstawia (w okreslony wyzej sposób)
pewien taki ulamek.
Dla przykladu, liczba 2-adyczna 110001000 ... przedstawia ulamek 13/15. Prowadzi do tego
obliczenie:

l
110001000 ...= 1+2+23+ ... = 1+2· (1+24+ ...) = 1+2'-- = 1-2/15 = 13/15.1-24

I
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Rozwiazanie zadania F 74. Na ekranie

kinowym nic sie naprawd~ nie porusza.
Jest to ciag nieruchomych obrazów,
który daje tylko zludzenie ruchu dzieki

sposobowi wtswiet1ania i wlasciwosciom
ludzkiego oka. Predkosc uruchu" mozna
dowolnie zwiekszac przez zwiekszanie
czestotliwosci obrazów, lecz zadne skrócenie,

wobec braku ruchu obiektu materialnego,
nie wystapi.

A oto przyklady dodawania imnozenia

1I,Ql

+01,00. 23 1_31.1O,IT tj. 4+2 - 4'
11,01

x 01,00 . 2 3 I. 3110;1tj. 4'2 = IS'

I Co

Cl

'lpOO ...1,111..1

C2

:'10.000 ...10,111... .

f·1,000 ...11,m ....

Rys. I. Wydluzony zbiór Cantora

Att
Rozwiazanie zadania M 220.

Suma wspólczynników wielomianu p(x) =
= QO+alx+o2x2+ ... +anx" jest oczywiscie

p(1) = 00+0, + ... +0••
Ale

p(l) = (12 - 3 ' 1+ 2)73(13+ l - 1)72 = O

i wobec tego suma wspólczynników p(x) jest
równa zeru.

Chociaz obliczenie nie jest poprawnie uzasadnione, prowadzi do poprawnego wyniku: jesli sie
przeJ:l1nozy 110001000 ... przez 1111 tj. przez 15, to dostaje sie 1101 tj. 13.

Obliczenie rozwiniec dwójkowych ulamków 1/5, ... , 1/11, tez polegalo na zastosowaniu takiego
nieuzasadnionego sposobu, obliczenie takie jak dla 1/3 byloby zmudne. Dowody
wypowiedzianych przedtem dwu stwierdzen polegaja na uzasadnieniu tych a priori
nieuzasadnionych obliczen.

•

Defekt zbioru liczb 2-adycznych calkowitych polegajacy na niemozliwosci dzielenia w nim przez 2,
jest teraz na tle zauwazonych prawidlowosci dokuczliwy.

Mozna usunac ten defekt, jesli rzecz potraktuje sie nieco ogólniej. Nie ma zadnych przeszkód
w dodawaniu i mnozeniu (takim jak dotad) zapisów dwójkowych, jesli maja one dodatkowo
skonczenie wiele cyfr na lewo od cyfryxo, tj. w dodawaniu i mnozeniu zapisów postaci

X_m ••• X-tXOXtXZ ••. , gdzie xJjest O lub l.

Zapisy takie, jesli sa skonczone, maja interpretacje jako sumy poteg dwójki:

X-m •. • X-tXOXt ••• X. = X-m' 2-m+ .•• +X-t • 2-t+xo+Xt • 2+ ...+X.· 2·.

Przyklady: 1,000 ...= 1/2 i 11,01000 ...= 2~; w konkretnych zapisach dajemy przecinek przed
miejscem cyfryXo.

Nie mozna pójsc dalej tak, aby dodawac i mnozyc zapisy dwójkowe majac nieskonczenie wiele
cyfr przed przecinkiem, bo okreslenie dodawania i mnozenia, indukcyjne, wymaga
zapoczatkowania go w pewnym miejscu.

W zakresie liczb 2-adycznychogólnych, bo tak je nazwiemy, nie ma juz klopotów z dzieleniem
(chyba ze przezO), o czym sie nietrudno przekonac wymyslajac lepsza lub gorsza (niewazne)
indukcyjna procedure dzielenia.

Zbiór liczb wymiernych zawarty jest, z zachowaniem dzialan, w zbiorze liczb 2-adycznych

ogólnych: kazda liczba wymierna ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci2k .~, gdzie
q

k, p i q sa calkowite i zadna z liczbp i q nie jest parzysta; wtedy liczba' ~ ma, co juz wiemy,
q

interpretacje jako liczba 2-adyczna calkowitalXt Xz ••• (cyfra Xo jest równa 1, co wynika z

nieparzystosci liczbp i q), i zeby otrzymac zapis 2-adyczny liczby2k.~, wystarczy przesunac
q

poprzedni zapis ok pozycji w prawo (a wiec w lewo, jeslik jest ujemne) .

•

Liczby 2-adyczne ogólne mozna zobaczyc.

Jesli liczbeXOXt .•• (traktujac ja jako ciag zer i jedynek) widzimy jako punkt zbioru Cantora Co
(zob. poprzedni artykul), to liczbeX_, Xo Xt ... mozna zobaczyc na zbiorze Cantora Ct, dla
którego zbiór Co jest lewa polówka: liczbeX-zX-tXOXt ... mozna zobaczyc na zbiorze Cantora
Cz, dla którego zbiór Ct jest lewa polówka, etc.

Zbiór liczb 2-adycznych ogólnych mozna wiec utozsamic z suma ciagu rosnacego Co,er, Cz, ...
zbiorów Cantora, polozonych na prostej tak jak pokazuje rysunek. Metryka zbioru liczb
2-adycznych ogólnych, jaka wynika z ich ulozenia nawydluzonym zbiorze Cantora(znana
czesciowo z poprzedniego artykulu) moze sie wydac osobliwa: np. odleglosci odO ulamków
1/2k (leza one zawsze w prawych polówkach zbiorówCk) daza do nieskonczonosci zamiast do
zera, jak jestesmy przyzwyczajeni.

Liczby wymierne polozone sa, jako liczby 2-adyczne, na wydluzonym zbiorze Cantora
z zachowaniem dzialan i stanowia jego podzbiór gesty: jest wiec formalna analogia z polozeniem

ich na prostej. Ale polozone sa inaczej niz na prostej: juz liczby calkowite leza gesto w porcji Co
zageszczajac sie same do siebie (wiemy to juz z poprzedniego artykulu; na prostej liczby calkowite
stanowia zbiór punktów izolowanych); dodajmy, ze wielokrotnosci liczby 1/2 leza gesto w Cr,
wielokrotnosci liczby 1/4 leza gesto w Cz, etc .

•

Metryka wydluzonego zbioru Cantora (tak jak metryka prostej) jest zupelna: wszystkie ciagi,
które moglyby byc zbiezne (tj. te, które spelniaja warunek Cauchy'ego), sa zbiezne. Wydluzony
zbiór Cantora jest wiec (podobnie jak prosta) uzupelnieniem zbioru liczb wymiernych.
Uzupelnienie to (podobnie jak prosta) ma prawidlowa budowe algebraiczna: wszystkie cztery
dzialania (z wyjatkiem dzielenia przezO) sa w nim wykonalne. Co wiecej, sa ciagle. Nie zmienimy
istoty rzeczy (bardziej fachowo: topologii), jesli za odleglosc liczb 2-adycznychx i y przyjmiemy
(zamiast ich odleglosci na wydluzonym zbiorze Cantora) liczbe okreslona w nastepujacy sposób
za pomoca miejsca, na którym cyfry w zapisach liczbx i y zaczynaja sie róznic: liczba ta jest

równa n, jesli to jest n-temiejsce przed przecinkiem, a jest równal/m, jesli to jes~ miejsce cyfry
Xm po przecinku. Latwiej jest teraz dowiesc, ze dzialania na liczbach 2-adycznych ogólnych sa
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W poprzednim artykule prof. drJ.
Mioduszewskiego o liczbach 2-adycznych
(Delta 8/1979) znalazlo sie bledne okreslenie
odleglosci liczb 2-adycznych dwójkowych.
Wiersze 16, 17 i 18 na str. 2 powinny tam
miec brzmienie: "Nie zmienimy istoty rzeczy,
jezeli za odleglosc liczb dwójkowych
przyjmiemy liczbe l/n, gdzien jest numerem
miejsca, na którym cyfry w zapisach tych
liczb zaczynaja sie róznic".
Blad ten powstal wylacznie z winy Redakcji
i Autor nie ponosi zan zadnej

·odpowiedzialnosci. Przepraszamy prof. dr
Mioduszewskiego i naszych Czytelników.

Warto tu zauwazyc, ze redakcja Delty dostala
list od takiej p-adycznej istoty.
Zamiescilismy go w numerze 12/1979

1 1 3
l; 2" l;

L-=.r_-,· •..::::t:::
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porcja 1

:"porcja 11i
I

Rys. 2. Liczby 2-adyczne sprzatamy ze stolu do
szafy.

ciagle: argumentacja uzyta w poprzednim artykule (dokladniej w sprostowaniu obok), dla
dowodu ciaglosci dodawania i odejmowania liczb 2-adycznych calkowitych, powinna wystarczyc
za wskazówke dowodu.

*

Cena za zupelnosc jest duza moc zbioru: zbiór liczb 2-adycznych ogólnych tak jak i zbiór liczb
rzeczywistych ma moc continuum. Ale mimo to, ze jest ich tak duzo, nie ma wsród nich np.Vi,
tj. takiej liczby x, dla której X2 = 2; próbujac znalezc taka liczbe, dojdziemy do sprzecznosci
juz przy próbie znalezienia jej pierwszych dwu cyfr. Sa za toV -7 i V 17.

Na liczby rzeczywiste pracowala wyobraznia matematyków przez co najmniej dwa tysiaclecia,
wiazac z nimi z góry naj rozmaitsze idee geometryczne i arytmetyczne. Liczby 2-adyczne (jesliby
nie bylo inaczej) moglaby wymyslec maszyna, czula jedynie na formalne zapisy cyfrowe. Stad,
mimo zaskakujacych osobliwosci, nie spodziewajmy sie po nich rzeczy, których ich natura nie
przewidziala.
Trudno wszakze odrzucic, jako calkowicie nieuzasadniona, mysl o tym, ze gdzies w przestrzeni

ewolucja zycia juz w samych zaczatkach polegala na doskonaleniu w odbieraniu dwu sygnalów
np. jest i nie ma i rozwijaniu aktywnosci i twórczosci naukowej zgodnie z tymi sygnalami o dwu
cyfrach. Po miliardach lat ewolucji stopien pojmowania przez wyksztalcone tak istoty ich
arytmetyki, a bylaby to wlasnie arytmetyka 2-adyczna, bylby porównywalny ze stopniem
pojmowania przez nas arytmetyki liczb rzeczywistych. Ich poznanie zmyslowe nie potrzebowaloby
ani V2", ani zapewne liczby n. Mogliby nas nie zauwazyc, zajmujac nawet to samo miejsce
w przestrzeni. My ich takze.

*

Liczby 2-adyczne ogólne zobaczmy jeszcze raz inaczej, ukladajac je ciasniej kolo siebie.
Wydluzony zbiór Cantora sklada sie z przeliczalnej ilosci porcji przystajacych do porcji Co.
Nadamy kazdej z tych porcji kod bedacy zapisem sprzed przecinka, wspólnym dla wszystkich
liczb tej porcji. Na rys. 1 kolejne porcje, poza Co, maja kody 1, 10, 11, ... Zinterpretujmy te kody
jako sumy kolejnych (liczac od lewej) odwrotnosci poteg dwójki (zgodnie zreszta ze znaczeniem
cyfr sprzed przecinka), a wiec jako liczby 1/2, 1/4, 3/4, ... Przesunmy teraz wspomniane porcje
nad porcje Co, równolegle do Co, nadajac im rzedne 1/2, 1/4, 3/4, ... (rys. 2). Zbiór liczb
2-adycznych ogólnych ulozyl sie teraz w kwadracie jednostkowym nad zbiorem Co, a dokladniej
w wiazce odcinków jednostkowych (pionowych) nad zbiorem Cantora Co, tj. na produkcie
Co x [O, 1]; wiazka ta pojawila sie juz w poprzednim artykule. Liczby 2-adyczne ogólne nie
wypelniaja calej wiazki, lecz jedynie jej poziomy dwójkowo wymierne i to bez poziomu 1. Liczba
2-adyczna ogólnaX-m ,,,X_1XOX1'" ma teraz dwie wspólrzedne: pierwsza jest jej zapisXOX1'"

zlozony z cyfr po przecinku i reprezentujacy liczbe 2-adyczna calkowita ze zbioru Co, a druga jest
liczba rzeczywista X-m' 2-m+ ...+X-1· 2-1•

*

Inne punkty wiazki nie sa liczbami 2-adycznymi (przypomnijmy sobie, ze nie dopuscilismy
zapisów z nieskonczona iloscia cyfr przed przecinkiem). Mimo to pewna czesc budowy
algebraicznej spróbujmy na ten zakres przeniesc: dwa punkty wiazki zechcemy dodac, dodajac
odpowiednie wspólrzedne; pierwsze (odciete) dodajemy tak jak sie dodaje liczby 2-adyczne
(calkowite); drugie (rzedne) dodajemy tak jak sie dodaje liczby rzeczywiste modulo 1 z tym, ze, -
czesc calkowita dodajemy do wczesniej otrzymanej sumy odcietych. Dla przykladu, jesli chcemy
dodac (0,1/2) i(O, 1/2), to dostajemy najpierw(O, 1), a potem (po zredukowaniu drugiej
wspólrzednej mod 1) dostajemy koncowy wynik (1,O) (dodawalismy 1/2 do siebie dostajac 1).
Punkt (0,1) okazuje sie w tym dodawaniu zbyteczny: utozsamiamy go z punktem (1,O).

Aby dodawanie bylo poprawnie okreslone, trzeba utozsamic nie tylko te dwa punkty, ale kazdy
punkt (x, 1) poziomu 1 z punktem(x+ 1, O) poziomu O. Takie sklejenie brzegów wiazki nad
zbiorem Cantora daje znany juz nam z poprzedniego artykulu solenoid.

*

Rys. 3. Pólprosta zaczynajaca sie w O
przebiega odcinek nad punktem O w góre do
konca, potem odcinek nad 1 w góre do konca,
polem odcinek nad 2 itd.

o 4 1 5

Okreslajac dodawanie na punktach solenoidu potraktowalismy zapis liczby 2-adycznej ogólnej
niejedno licie : czesc sprzed przecinka traktowalismy jako liczbe rzeczywista, a czesc po przecinku
jako liczbe 2-adyczna calkowita. Stad mieszana budowa solenoidu.
Zawiera on zachowujac dodawanie wszystkie liczby 2-adyczne ogólne, chociaz geometrycznie
inaczej niz wtedy kiedy tworza one wydluzony zbiór Cantora. Ale liczby 2-adyczne calkowite leza
na solenoidzie juz z zachowaniem wlasnosci geometrycznych: leza one na sladzie sklejenia
górnego i dolnego brzegu wiazki; jesli to sklejanie wyobrazic sobie tak, ze dolny brzeg wiazki sie
nie rusza, to wspomniany slad sklejenia jest zbiorem Cantora Co.
Solenoid zawiera zachowujac dodawanie prosta. Jest nia linia bedaca suma odcinków wiazki nad
punktami reprezentujacymi liczby calkowite (konce porcji zbioru Cantora Co). Odcinek nad
punktem n doklejony jest swym koncem(n, 1) do odcinka nad punktemn+ 1 w jego poczatku
(n+ 1, O).
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My polecamy takze Borewicza i Szafarewicza

"TeopHR tJJ{cen"

Na przyklad 1/7 = 0.142857142857 .
imamy

142857142857142857 .

+ 857142857142857142 .

999999999999999999 .

Budowa. geometryczna tej linii jest jednak inna niz prostej: zaden przedzial nie jest w niej zbiorem
otwartym, co znaczy to samo co by powiedziec, ze zageszcza sie ona sama do siebie. Linia ta

tworzy zbiór gesty w solenoidzie. Solenoid sklada sie z continuum takich linii homeomorficznych
ze soba i rozlacznych; widzielismy to w poprzednim artykule.

*

Liczby 2-adyczne zostaly odkryte na przelomie wieku przez Kurta Hensela (1861-1941).
lntroduction to p-adic number s and valuation theoryG. Bachmana jest najdostepniejsza

z powaznych ksiazek o liczbach 2-adycznych. W numerze 2(1979) miesiecznika KBAHT ukazal sie
artykul B. Bekkera, W. Wostokowa i Ju. Jonina, 2-aAH'IeCKHe'IHCJIa,w którym omówiona jest
bardziej szczególowo metryka na zbiorze liczb 2-adycznych (druga sposród tu rozwazanych),
bardzo odmienna od metryk spotykanych praktycznie, oraz jedno bardzo ciekawe zadanie
geometryczne zwiazane z ta metryka. Osobny temat to rozwiniecia 2-adyczne okresowe.
W podanych przykladach rozwiniec dla 1/3, 1/5, 1/9 i 1/11 okresy maja parzysta liczbe cyfr.
Jesli przepolowic taki okres, jedna polówke nasunac na druga i nalozone na siebie cyfry dodac,
to dostanie sie same jedynki. Ulamki dziesietne okresowe maja tez taka wlasnosc, z tym ze
dostaje sie dziewiatki; por. H. Rademacher i O. Toeplitz, Oliczbach ifigurach; wydanie polskie,
Warszawa 1956, na str. 197.

*

Wszystkie z zamieszczonych tu rzeczy o solenoidzie sa dobrze znane, a ujecie przypomina,
czasami az nazbyt, odpowiedni rozdzial z ksiazki E. Hewitta i K. Rossa,Abstract harmonie
analysis (tom I) Die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften225, Springer 1963.

Redaguje mgr Krzysztof S.NOWINSKI

M 220. Znalezc sume wspólczynników wielomianup(x) = (Xz_ 3x+2f3(x3+x-l)7Z.
Rozwiazanie na str. 2.

M 221. Punkt P lezy wewnatrz n-kata foremnegoAlAz ... A•. Wykazac, ze istnieja wierzcholki
Ak i Ar takie, ze 1::AkPAI rózni sie od pólpelnego mniej niz on/n.
Rozwiazanie na str. 12.

M 222. Na plaszczyznie mamy dane 100 punktów: Al,Az, ... , A,oo. Wykazac, ze na dowolnym
okregu o promieniu 1 lezacym na tej plaszczyznie znajdzie sie taki punktB, ze
AlB+AzB+ ... +A,ooB ~ 100.
Rozwiazanie na str. 7.

-- Zadania

v

Redaguje dr Andrzej KRASINSKI

F 74. Zaproponowano kiedys nastepujacy sposób zmierzenia skrócenia Lorentza: 1. Sfilmowac

szybko jadacy pociag, 2. Puscic film w przyspieszonym tempie i sfilmowac obraz z ekranu,
3. Puscic drugi film w przyspieszonym tempie i sfilmowac obraz z ekranu, ... itd, az predkosc
pociagu na któryms kolejnym filmie stanie sie dosc duza, aby skrócenie Lorentza dalo sie
zmierzyc. Czy rzeczywiscie skrocenie Lorentza da sie zaobserwowac w ten sposób?
Rozwiazanie na str. 2.

F 75. Pret o dlugosci spoczynkowejLo leci wzdluz swojej osi i przelatuje nad otworem w stole
o dlugosci lo < Lo. Predkosc pretav jest tak duza, ze wskutek skrócenia Lorentza jego dlugosc
obserwowana w ukladzie spoczynkowym stolu,Lv = Lo Yl-vz/cz, jest mniejsza odlo. Mozna go
wiec podczas lotu przeciagnac przez otwór w stole, nie zmieniajac jego kierunku. W ukladzie

spoczynkowym preta skrócenia Lorentza doznaje jednak otwór w stole;Iv = loY 1- VZ /cz < lo <
< Lo, zatem pret nie zmiesci sie w otworze. Jakie jest rozwiazanie tego "paradoksu"?
ROZWiazanie na str. 6.

F 76. W pewnym ukladzie odniesieniaU ostrze gilotyny do papieru opada w dól z taka
predkoscia, ze punkt przeciecia linii ostrza z krawedzia pulpitu porusza sie z lewej ku prawej
z predkoscia V> c (patrz rysunek). (Punkt ten nie jest czastka materialna, moze wiec poruszac
sie dowolnie szybko). Jak widac ze wzorów na transformacje Lorentza, istnieje wtedy taki
obserwator U', dla którego punkt ten porusza sie w kierunku przeciwnym. Jaka jest róznica
miedzy obrazem gilotyny w ruchu widzianym przezU i widzianym przez U'?
Rozwiazanie na str. 1.
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