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Najpowszechniej znanym faktem matematycznym jest prawdopodobnie twierdzenie Pitagorasa
o trojkacie prostokatnym. Z twierdzeniem tym zwiazane jest stare zagadnienie poszukiwania
trojkatow prostokgtnych, ktorych boki maja dlugosci bedace liczbami naturalnymi, a wiet
poszukiwanie rozwigzan rownania

(1) X3+ Y: =273

w liczbach naturalnych X, ¥, Z. Jak glosi legenda, jedno z takich rozwiazan, mianowicie
32442 = 52, sluzylo starozytnym Egipcjanom do praktycznego wyznaczania kata prostego
(uzywano do tego sznura z 13 wezlami w rownych odlegiosciach i ... trzech niewolnikow).
Latwo sprawdzi¢, ze dla dowolnych liczb naturalnych m, n takich, ze m > n, liczby naturalne
x = m?*—n?, y = 2mn, z = m*+n* spelniajg rownanie (1) (wiec na przyklad, dla m = 2,

n = | otrzymujemy x = 3, y = 4, z = 5). Mamy wigc prosty sposob konstrukgji trojkatow
pitagorejskich.

Roéwnanie pitagorejskie (1) moina takze interpretowaé arytmetycznie: czy istnieja kwadraty liczb
naturalnych, ktore mozna przedstawi¢ w postaci sumy kwadratow dwoch liczb naturalnych?
Przy takim sformulowaniu nasuwaja si¢ jednak od razu inne, podobne pytania. A wiec, na
przyklad, podwojony kwadrat jest oczywiscie suma dwoch kwadratow 222 = Z24 22, ale czy
procz tego trywialnego rozkladu istnieja jeszcze inne, postaci

2 . X242 =272 X YD

Tutaj takze istnieje sposob skonstruowania calej serii rozwigzan. Jesli mamy jedno rozwigzanie
x?+ y* = 2z? oraz jakiekolwiek rozwiazanie rownania pitagorejskiego a®*+5b* = ¢2, to
(ax—by)* + (ay+bx)* = (@®+b6*)(x?* + %) = 2(cz)?, a wige dostajemy nowe rozwigzanie
rownania (2); na przyklad, z trywialnego rozwigzania x = y = z = 1 rownania (2) oraz
»egipskiego” rozwigzania rownania (1) a = 4, b = 3, ¢ = 5§ otrzymujemy 1°+7% = 2 52,
Jako nastepny przyklad rozpatrzmy potrojony kwadrat liczby naturalnej Z i zapytajmy, czy
taka liczba moze by¢ sumg dwoch kwadratéw liczb naturalnych? Okazuje sig, ze nie!
Mianowicie réwnanie

3 X24Y? =322

nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych. Przypusémy bowiem, ze réwnanie (3) ma rozwigzania
w liczbach naturalnych i spo$rod wszystkich takich rozwiazan x, y, z wybierzmy to, w ktérym

z jest najmniejsze.

Wtedy liczby x, y nie moga by¢ obie parzyste, gdyz jesli x = 2u, y = 2v to

3z2 = x?+y* = 4(u?+v?), zatem takze z jest parzyste, z = 2w. Dzielgc teraz roéwnosé

x%+y? = 37% stronami przez 4 otrzymujemy *+v? = 3w? a wigc rozwigzanie rownania (3),
przy czym w < z wbrew wyborowi rozwiazania x, y, z. A wigc przynajmniej jedna z liczb x, y
jest nieparzysta. Zauwazmy teraz, ze (2a+1)* = 4(a*+a)+1, to za$ znaczy, ze kwadrat liczby
nieparzystej daje przy dzieleniu przez 4 reszte 1. Uzywajac kongruencji zapisujemy ten fakt
nastepujaco: (2a+1)* = 1(mod 4). Podebnie (24)* = 0(mod 4); kwadrat liczby parzystej dzieli
sig przez 4. Wracajgc do naszego rozwigzania rownania (3), mamy x*>+32? = 1(mod 4), jesli
jedna z liczb x, y jest parzysta, oraz x*+3* = 2(mod 4), jesli obie liczby x, y sa nieparzyste.

Z drugiej strony, z2 = 0(mod 4) lub 22 = 1(mod 4), a wigc 322 = 0(mod 4) lub 3z® = 3(mod 4).
Tak wiec rownos¢ x* + y* = 3z jest wykluczona: reszty z dzielenia lewej i prawej strony przez
4 sa rozne! Udowodnilismy wigc, Ze rownanie (3) nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych.

Ten negatywny rezultat nie powinien nas zniech¢ca¢ do badania nast¢pnych réwnan tego typu;
ostatecznie fakt, ze rOwnanie nie ma rozwiazan jest przeciez faktem interesujacym.

Rownaniem X2+ Y? = 4Z2 nie bedziemy sie zajmowa¢, gdyz wobec 4Z2 = (2Z)? rownanie to
sprowadza sie wlasciwie do rownania pitagorejskiego. Natomiast rownanie X2+ ¥? = §Z2
znowu ma cala seri¢ rozwigzan w liczbach naturalnych, mozna tutaj bowiem uzy¢ metody,
ktora wykorzystalismy do badania rownania (2): jesli x* +y* = 5z% oraz a®>+56* = 2, to
(ax—by)*+ (ay+bx)* = 5(cz)*. A wigc rownoS§¢ 12422 = 5- 1* wraz z egipskim trojkatem a = 4,
b=3,c=5daje22+11*> =552

Dwa nastepne rownania X2+ ¥? = 622 oraz X2+ ¥? = 7Z? znowu okazuja si¢ nierozwigzalne
w liczbach naturalnych. Mozna to udowodni¢ podobnie jak w przypadku rownania (3), z tym,
ze w przypadku rownania X?+4 Y? = 6Z? nalezy wzia¢ reszty z dzielenia przez 3 a nie przez 4.
Po rozpatrzeniu tych przykladoéw nasuwa si¢ nieodparcie pytanie: jak stwierdzi¢, czy dla danej
liczby naturalnej n réwnanie

() X2+ Y? = nZ?

ma rozwiazanie w liczbach naturalnych X, ¥, Z?

Najpierw zauwazmy, Ze rownanie (1) wystarczy rozpatrywac dla liczb naturalnych n
bezkwadratowych, to znaczy takichliczb n, ktore nie sq podzielne przez kwadrat zadne;j liczby
naturalnej & > 1. Rzeczywiscie, niech n = mk?. Jedli x, y, z jest rozwigzaniem rownania (n),
to x, ¥, kz jest rozwiazaniem rownania (m); na odwrot, jesli x, y, z spelniaja réwnanie (m), to
kx, ky, z spelniajg rownanie (n).
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Pelna odpowiedzZ na nasze pytanie dotyczace rozwiazalnosci rownania (1) w liczbach naturalnych
zawiera nastepujace twierdzenie, bedace pewnym szczegolnym przypadkiem zasady lokalno-
-globalnej.

Twierdzenie. Niech n bedzie bezkwadratowq liczbg naturalng. Na to, aby réwnanie (n) miato
rozwigzanie w liczbach naturalnych potrzeba i wystarcza, by istnialy liczby naturalne x, y, z takie, ze

(W) x4y = nz¥(modn) i NWD(x,n)=1.

Dowdd. Przypusémy najpierw, ze rownanie (n) ma rozwigzanie w liczbach naturalnych X, ¥, Z.
Niech d = NWD(X, Y, Z); zatem liczby x = X/d, y = Y|d, z = Z|d sa wzglednie pierwsze,
oraz x*+y* = nz? Tutaj juz NWD(x, n) = 1. Rzeczywiscie, jesli liczba pierwsza p dzieli x

i dzieli n, to p dzieli x> —nz* = y2, a wiec p dzieli y. W takim razie p? dzieli x>+ 3y? = nz?,

a poniewaz n jest liczba bezkwadratowa, wnioskujemy stad, ze p dzieli z. A wigc wspolny
dzielnik pierwszy p liczb x, n jest wspolnym dzielnikiem liczb x, y, z, wbrew temu, ze sq one
wzglednie pierwsze. A wigc NWD(x, n) = 1. Poniewaz liczby x*+p?* i nz* sa rOwne, wiec maja
rowne reszty z dzielenia przez n. Zatem x*+y* = nz? (mod n) oraz NWD(x, n) = 1. Warunek
konieczny rozwiazalnosdci rownania (n) zostal wigc udowodniony.

Dowod dostatecznosci warunku poprowadzimy niewprost. Przypusémy, Ze istnieja liczby
naturalne n spelniajace warunek (W) takie, ze réwnanie (n) nie ma rozwiazan w liczbach
naturalnych.

Wybierzmy najmniejsza liczbe naturalng n o tej wiasnosci i niech x, y, z bedg liczbami
spelniajacymi warunek (W). Poniewaz x*+)? jest rowne nz?, wiec dzieli sie przez n. Mamy
zatem x2+y? = kn. Obieramy przy tym liczby x, y tak, by k bylo mozliwie najmniejsze.

Pokazemy najpierw, ze wtedy k < —;—n. Rzeczywiscie, mozna od razu zakladaé, ze 0 < x < n,
0 < y < n, gdyz wraz z liczbami x, y warunek (W) spelniajg reszty z dzielenia x, y przez n.
Gdy é— n < x < n, to zastgpujemy x przez n—x; mamy wtedy NWD(n—x, n) =

= NWD(x, n) = 1 oraz (n—x)*+y* = x*+ 32 +n*>—2nx = kn+n*—2nx = (k+n—2x)n,

a wigc n—x, y takze spelniajg (W) z tym, ze teraz 0 < n—x < %n_. Podobnie mozna postapié

1 1 1
w przypadku, gdyby 7 n < y < n. A wiec mozna zakladaé, e 0 < x < 3 n0<y< 23 n,

zatem kn = x2+)? < i n?+ % "= %n’, skad k < % n. Pokazemy teraz

Jeszeze, e NWD(x, k) = 1. Rzeczywiscie, gdy pewna liczba pierwsza p dzielila x i &, to

z rownosci x*+y? = kn wynikaloby, Ze p dzieli y, skad z kolei wynika, ze p? dzieli x> +y* = kn.
Ale p nie dzieli n, gdyz p dzieli x i NWD(x, n) = 1; zatem p? dzieli k i w rezultacie
(x/p)*+(y/p)* = (k/p*)n oraz k[p? < k, wbrew wyborowi liczby k. A wigc liczby x, k nie maja
wspolnego dzielnika > 1. Teraz mozemy stwierdzi¢, ze liczba k spelnia warunek (W) — po
zastapieniu w nim #n przez k. Istotnie, x*+y* = kn = 0 = k- 1? (mod k) oraz NWD(x, k) = 1.
Ponadto wiemy, ze k < n. Zatem zgodnie z wyborem liczby » jako najmniejszej liczby
naturalnej, dla ktérej spetnienie warunku (W) nie pocigga rozwigzalnosci réwnania (n), mozemy
stwierdzi¢, ze réwnanie (k) jest rozwigzalne w liczbach naturalnych! Zatem istnieja liczby
naturalne a, b, ¢ takie, ze a*+b* = kc*. Mamy wigc (ax—by)*+ (ay+ bx)? = (a*+b*)(x*+y?) =
= ke? - kn = n(ke)?, to znaczy, liczby X = |lax—by|, ¥ = ay+bx, Z = ke sa rozwiazaniem
rownania (n). Jest to rozwiazanie rownania (n) w liczbach naturalnych: nie ma bowiem
watpliwosci, ze ¥ i Z sa liczbami naturalnymi, za$ X # 0, gdyZ w przeciwnym razie ¥? = nZ2,
wbrew temu, Ze n jest liczba bezkwadratowa. A wigc nasze przypuszczenie, Ze istniejq takie
liczby bezkwadratowe n, ktére spetniaja (W), ale dla ktorych réwnanie (n) jest nierozwiazalne

w liczbach naturalnych, prowadzi do sprzecznosci. Twierdzenie jest zatem w zupelosci
udowodnione.

F-S

Praktyczne stosowanie naszego twierdzenia moze by¢ uciazliwe dla duzych n, dlatego warto
zwroci¢ uwage na nastgpujace uproszczenia. Liczbe bezkwadratowa n zapiszemy jako iloczyn
(roznych!) liczb pierwszych: n = p, + ... - p,. Okazuje sig, Ze rownanie (1) ma rozwiazanic

w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy kazde z rownan (p), i =1, ..., 5, ma
rozwigzanie w liczbach naturalnych. Jesli bowiem rownanie () jest rozwiazalne, to spehiony
jest warunek (W); biorac reszty z dzielenia liczb x, y przez p, otrzymamy liczby x;, y, takie,
ze x{+yi = 0 (mod p;) oraz NWD(x;, p;) = 1. Zatem z naszego twierdzenia wynika, Ze
rownanie (p;) jest rozwiazalne w liczbach naturalnych. Na odwrét, jeéli x? +y? = p,z2,
i=1,...,s, to wykorzystujac tozsamos¢

(A*+ B*)(X*+Y?) = (AX— BY)*+(AY+ BX)?
stwierdzamy, Ze istniejg liczby naturalne x, y takie, ze

X242 = (43D . G pY) =z ... 2



Podobnie mozna bylo postgpié i dla réwnania
(3): x2+ 33 = 322, Jedeli liczby wzglednie
pierwsze x, ¥, z spelniajy to réwnanie, to
widzimy, ze prawa strona jest zawsze
podzielna przez 3. Przez rozwazenie réznych
reszt z dzielenia x i y przez 3 dochodzimy
do wniosku, ze x i ¥ et muszg dzielié sig
przez 3. Wiedy x2 4 32 dzieli sic przez 9, wiec
z musi dzieli¢ si¢ przez 3 — co sprzeczne jest
z naszym zalozeniem, #e x, v, z sg wzglednie
‘pierwsze.

O liczbach p-adycenych pisaliémy w Delcie
9/1978, 8/1979 i zamierzamy tez napisac
W nastepnym numerze.

to znaczy, réwnanie (#) ma rozwiazanie w liczbach naturalnych. A wigc nasze twierdzenie mozna
takze sformutowac nastepujgco: Jesli n jest bezkwadratowa liczbg naturalna, to rownanie (n)

ma rozwiazanie w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby pierwszej p
dzielacej n kongruencja X*+ ¥Y? = nZ? (mod p) ma rozwigzanie w liczbach naturalnych x, y, z
takie, ze p nie dzieli x.

Na przyklad rownanie X*+ Y2 = 30322 nie jest rozwigzalne w liczbach naturalnych, bo

303 = 3-101 i rownanie X2+ Y2 = 322 nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych. Natomiast
rOwnanie X2+ ¥? = 22172 ma rozwiazanie w liczbach naturalnych, gdyz 221 = 13+ 17 i rownania
(13), (17) sa rozwiazalne w liczbach naturalnych.

Roéwnanie (n) jest do§¢ szezegblnym réwnaniem stopnia drugiego o trzech niewiademych. Czy
nasze twierdzenie nie ma przypadkiem jakiego$ odpowiednika dla réwnan ogdlniejszej postaci
niz (n)? Na przyklad, wezmy rownanie

(*) a Xi+ ... +a, X2 =0

gdzie a;, ..., a, s3 liczbami catkowitymi, r > 1. Jak rozpozna¢, czy réwnanie (*) ma
rozwiazanie w liczbach naturalnych? Jeden warunek konieczny jest doé¢ oczywisty: jesli rownanie
(#) ma rozwigzanie w liczbach naturalnych, to liczby a,, ..., a, nie moga by¢ wszystkie dodatnie
(bo wtedy dla kazdych liczb naturalnych xy, ..., x, mamy a; x3+ ... +a,x2 > 0) ani tez nie
moga by¢ wszystkie ujemne. Ale przykiad rownania (3): X7+ X7 —3X7 = 0 pokazuje, ze ten
oczywisty warunek konieczny rozwiazalnodci rownania () nie jest warunkiem wystarczajacym.
Szukajmy wigc dalszych warunkoéw koniecznych rozwiazalnosci rownania (») w liczbach
naturalnych.

Jesli rownanie (*) ma rozwigzanie w liczbach naturalnych, to istnieje tez rozwigzanie tego
rownania w liczbach naturalnych wzglednie pierwszych, to znaczy takich, ze

NWD(x,, ..., x;) = 1. Rzeczywiscie, jedli liczby naturalne y,, ..., ¥ spelniaja réwnanie () oraz
d = NWD(y,, ..., »), to liczby x; = y,/d, ..., x, = y./d spelniaja nasze rownanie i s3
wzglednie pierwsze. Wtedy tez dla dowolnej liczby naturalnej m mamy

ayxi+ ... +ax2=0(modm) i NWD(x,,...,x,m) =1.

Mamy wiec nastepne warunki konieczne rozwiazalnosci (x): Jesli rownanie (%) ma rozwigzanie

w liczbach naturalnych, to dla kazdej liczby naturalnej m kongruencja a, X3+ ... +a,X? =

= 0 (mod m) ma rozwiazanie w liczbach naturalnych x,, ..., x, takich, ze

NWD(xy, ..., X, m) = 1.

Jakkolwiek trywialne wydawalyby sie zauwaZone przez nas warunki konieczne rozwiazalnosci

rownania (+), nie nalezy ich lekcewazy¢ i to przynajmniej z dwéch powoddw. Po pierwsze

pozwalaja one czasem stwierdzi¢, ze rOwnanie postaci (*) nie ma rozwiazania w liczbach

naturalnych. Na przykiad, rownanie X3+ X3+3X3 = 0 a takze rownanie X2 +X2—-3X3 =0

nie maja rozwiazan w liczbach naturalnych i stwierdzamy to na podstawie naszych warunkow

koniecznych rozwigzalnosci rownania (+). Po drugie, mamy interesujaca wiadomos¢ dla

Czytelnika: nasze warunki konieczne rozwiazalnodci rownania (*) sa rownocze$nie warunkami

wystarczajacymi! Jest to wiasnie stynne stwierdzenie znane jako zasada lokalno — globalna

Minkowskiego — Hassego:

Rownanie a; X1+ ... +a, X} = 0, gdzie a,, ..., a, sq liczbami ealkowitymi, ma rozwiazanie

w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sq dwa nastepujqce warunki:

(a) Liczby ay, ..., a, nie sq wszystkie dodatnie ani nie sq wszystkie ujemne.

(b) Dla kazdej liczby naturalnej m kongruencja a; X3+ ... +a,X? = 0 (mod m) ma rozwigzanie
w liczbach naturalnych x,, ..., x, takich, ze NWD(x,, ..., x;, m) = 1.

Twierdzenie to jest dos¢ trudne do udowodnienia i nie zrobimy tu zadnego kroku w kierunku

jego dowodu. Zauwazymy tylko, ze dla réwnania (n) udowodnili§my zasade lokalno — globalna,

a nawet twierdzenie znacznie lepsze. Mianowicie, zgodnie z naszym twierdzeniem, dla

rozwigzalnosci rownania (n) w liczbach naturalnych wystarcza istnienie odpowiedniego

rozwiazania jednej tylko kongruencji X*+¥*—nZ? = 0 (mod m), podczas gdy ogélna zasada

lokalno — globalna wymaga istnienia rozwiazan nieskoriczenie wielu kongruencji X2+ Y2 —nZ? =

= 0 (mod m),dlam =1,2,3, .... Przy tej okazji wychodzi na jaw pewna zasadnicza watpliwosc.

Czy zasadg lokalno — globalng mozna naprawdg wykorzystaé dla stwierdzenia istnienia

rozwiazania rownania (*) w liczbach naturalnych? Jak sprawdzi¢ mianowicie, czy spelniony jest

warunek (6)? Jak sprawdzi¢ rozwiazalnos¢ nieskoriczenie wielu kongruencji wystepujacych w tym

warunku? -

Okazuje sig, ze jest to zawsze mozliwe i Ze mozna to zrobi¢ w skonczonej liczbie krokow. Wiec

przede wszystkim mozna dowiesc, ze warunek (b) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy dla

kazdej liczby pierwszej p réwnanie (+) ma niezerowe rozwiazanie w ciele O, liczb p-adycznych.

Dalej dowodzi sig, Ze dla kazdej liczby pierwszej p > 2, ktora nie dzieli zadnego ze

wspolezynnikow a,, ..., a,, rownanie (+) ma niezerowe rozwigzanie w ciele Q,. Zatem

pozostaje do sprawdzenia rozwiazalno$¢ rownania (#) w cialach Q, dla skonczenie wielu liczb

pierwszych, mianowicie dla p = 2 oraz tych liczb pierwszych, ktére dzielg przynajmniej jeden

ze wspolczynnikéw ay, ..., a.. Istnieja za$ sposoby pozwalajace dokona¢ takiego sprawdzenia

w skonczonej liczbie krokow.



