Utamki

W to, ze w znanej od dwu tysiecy lat g i euklid j moina jeszcze
znalezé trudne, nowe i cickawe tmrdmemn kazdy chyba uwierzy Trudniej
uwierzy¢ w to, Ze cof nieoczywistego moze by w zakresie arytmetyki ulamkdw,
W kazdym razie cod, gdzie trudnosci wykmcm]a poza klopoty rachunkowe
w Islﬁ roku meok:n 1. Farey odkryl i rozglosit ciekawg wi & ub W
o ielkich ikach. Nie byl jej w stanie udowodnié, ale choé
zwricono uwage, ze juz w 1802 roku dowéd byl opublikowany przez
C. Harosa, wspomniane ulamki tworzq ciag nazywany ciggiem Fareya.
Cigg Fareya rzedu n (oznaczany przez Fp) to ustawiony rosngco cigg
ulamkéw wilasciwych, ktdrych mianowniki nie przekraczajq n. Na przyklad
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wyrazow szeregu Fn rosnie szybko wraz z n (Czytelniku, jak?).
Fip3s ma 319765 wyrazow.
Odkrycie Fareya mo&na ujgé w postaci twierdsenia:

1. Liczba

Jezeli .'.;_. 5 b" sq kolejnymi ulamkami Fareya (zapisanymi w p
nieskracalnej), 1o
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Wydawane sg tablice ciggéw Fareya. Sg one pomocne, jezeli chcemy znaleié
dobre przybliZenie wymierne o moiliwie malym mianowniku liczby z przedzialu
(0, 1).

Ciag Fareya rzgdu 7

Sruba

Jeieli jakikolwick tréjwymiarowy przedmiot przeniesiemy w inne miejsce, to
istnieje taka éruba, #= gdyby przedmiot nasz przesuwaé po jej gwincie, to
znalaziby sie w owym ,,innym miejscu™ i tak wlasnie, jak to zrobilismy
poprzednio, polozony. Warto chyba poglowié sie nad dowodem tego
twierdzenia (dopuszczamy wirdd drub gwoidzie i fruby z przekregconym
gwintem). '
Ciek ,2e dlap

ZY takiego uniwersalnego sposobu nie ma.

Wewnatrz, czy na zewnatrz

Czy punkt A znajduje sic wewnatrz, czy na zewnatrz krzywej zamknigtej,
z ktérey widzimy tylko fi migdzy dwi prostymi réwnoleglymi?

Q- (-

Jeden ze sposobdw stwierdzenia, 2e wewnatrz polega na poprowadzeniu
pélprostej z A calej mieszczgeej sic w danym pasie (a wige rownoleglej do
brzegu). 1l08¢ punktéw jej przecigcia z krzywa jest nieparzysta — gdyby byla
parzysta, o punkt A lealby na zewngtrz krzywej. Jest to wniosek z prostego
w dowodzie twierdsenia:

Dowolna prosta niestyczna do gladkiej krzywej ramknigtej przecina jg w

parzystej liczbie pumkuhv

No, a punkt 87 Sadze, ze kazdy z Czytelnikéw wykaize z tatwoscia, ze
tytulowe pytanic nie ma tutaj sensu, Krzywa na tym rysunku nie jest
fragmentem krzywe) zamknigtej.

Dokad dojdziemy idac na péinocno-zachéd?

Kto wierzy, z¢ Ziemia jest plaska odpowie od razu: do nikad (albo: do
nieskonczonosci, lub: do krafdcéw, co tu na jedno wychodzi), bo bedziemy
poruszaé sig po linii prostej.

Na powierzchni kuli jest inaczej, Narysujmy na niej siatke geograficzng (mogs
by¢ tylko poludniki) i wyruszamy z réwnika, z punktu o diugosci geograficznej
4 = 0. Lezy on gdzie§ w Zatoce Gwinejskiej. Pamigtajac by trzymaé azymut
315 lgdujemy w Afryce i rychlo opuszczamy jg kolo Dakaru. Przeplywamy
Atlantyk, zahaczamy o Nowg Funlandig, i skrajem Labradoru trafiamy na
przyladek Foxe na Ziemi Baffina, Zostawiamy na pélnocy biegun
magnetyczny, osiaggamy Wyspe Ksiccia Patricka i wkraczamy do Basenu
Beauforta. Przekraczamy podwodny Grzebiet Mendelejewa, Basen Makarowa,
Grzbiet £ va, Basen N drugi koniec ciggngcego sig pod
Biegunem Pélnocnym Grzbietu Mendelejewa, i potem znéw: Basen Makarowa,
Grzbiet L a, Basen N ... Krecimy si¢ wkolo bieguna, majac go
zawsze po prawej 2 przodu, Idziemy po krzywej zwanej loksodromg. Profesorowi
Tadeuszowi Trajdosowi zawdzigczamy zwrdcenie nam uwagi na biedy jakie
zawieral zamieszezony w Delcie 3/1979 rysunek tej krzywej. Dzigckujemy Mu,

a wlasciwy r k pok jemy obok.

Ale czy po loksodromie dojdziemy do bieguna? W dzie nie, bo owija sig
ona wokol niego nieskorniczenie wiele razy, chociaz ma skon diugosé
(ogolnie, gdy podrézujemy pod azymutem «, to dlugosé toksodmmy nd réwnika
do bieguna jest réwna promien kuli/cosa) i nasza stopa w koricu o biegun
zahaczy ... Siatke, ,geograficzng” mozemy narysowad na walcu i na stozku.

Jak tam si¢ podrétuje ze stalym azymutem?

‘Wiele razy opisywalismy torus (taky detke czy obwarzanek). Na nim tez mamy
poludniki i réwnolezniki, a wige pdlnoc, poludnie i inne strony $wiata tef.
Kaidy punkt torusowy ma swojg dlugosé geograficzng 1 i szerokoéé ¢, a katdej
parze katow A, ¢ z przedziatu [0, 360) albo (— 180, + 180] odpowiada tylko
jeden punkt (jakie punkty na Ziemi nie majg okreslonej dlugosci geograficznej?).
Torus moina rozcigé, rozwingé, chociaz nie bez znicksztalced i przedstawic

w postaci prostokata, w ktérym gorna podstawa jest sklejona z dolng, a lewy
bok z prawym. Wyruszamy z punktu 4 = 0, ¢ = 0 w kierunku ,,pn.-zach.”.
Gdy rownik naszego torusa ma np. 12 jednostek dlugodci, a poludnik

4 — dojdziemy do punktu wyjicia dosé szybko. Ale gdy poludnik naszej
torusowej planety jest dlugi na pigé jednostek, odbedziemy dluga droge
ABCDEFGHUKLMNOPQRA (Rysunek). A jak bedzie przy innych proporciach
diugodci? Zastandwmy sig teraz co bedzie gdy udamy si¢ w naszg podroz na
takim torusie, w ktérym dlugoéé réwnika jest pélmierna z dlugoscig
potudnika. Odpowiedzi latwo domyili¢ si¢ na podstawic rozwazan

z poprzedniego przypadku: do punktu wyjécia nigdy nie dojdziemy, jednak

co pewien czas bedziemy niemal ocieraé sig o niego i chotbysmy mieli jak
najmniejsze stopy, zawsze na niego wejdziemy — ale nigdy srodkiem stopy...
Krzywa, kidra opisuje naszg droge nosi w jgzyku rosyjskim wdzigczng

nazweg , ,0bmotka™ torusa i choé popieramy nazywanie wszystikiego po polsku,
to,,owijka" brzmi znacznie gorzej...

Czy pamigtacie, jak sg owijane sznurkiem bombonierki z czekoladk ¥

Loksodroma na powierzchni kuli W rzucie powierzchni kuli na plaszczyzng
styczng w biegunie loksodroma staje sig

spiralg logarytmiczng

Torus,
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jego mapa w rzucie ,,Merkatora"
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i podréz na pn.-zach.



