
Ulamki Dokad dojdziemy idac na pólnocno-zachód?
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Wydawane sa tablice ciagów Fareya. Sa one pomocne, jezcli chcemy znalezc

dobre przyblizenie wymierne o tr'ozliwie malym mianowniku liczby z przedzialu
(O, I).

Jezeli jakikolwiek trójwymiarowy przedmiot przeniesiemy w inne miejsce, to

istnieje taka sruba. ze gdyby przedmiot nasz przesuwac po jej gwincie, to
znalazlby sie w owym "innym miejscu" i tak wlasnie, jak to zrobilismy

poprzednio, polozony. Warto chyba poglowic sie nad dowodem tego

twierdzenia (dopuszczamy wsród srub gwozdzie i sruby z przekreconym
gwintem) ..

Ciekawe. ze dla plaszczyzny takiego uniwersalnego sposobu nie ma.

Kto wierzy, ze Ziemia jest plaska odpowie od razu: do nikad (albo: do

nieskonczonosci, lub: do kranców, co tu na jedno wychodzi), bo bedziemy

poruszac sie po linii prostej.
Na powierzchni kuli jest inaczej. Narysujmy na niej siatke geograficzna (mogli

byc tylko poludniki) i wyruszamy z równika, z punktu o dlugosci geograficznej

A = O. Lezy on gdzies w Zatoce Gwinejskiej. Pamietajac by trzymac azymut

315 ladujemy w Mrycc i rychlo opuszczamy ja kolo Dakaru. Przeplywamy

Atlantyk, zahaczamy o Nowa Fun1andie, i skrajem Labradoru trafiamy na

przyladek Foxe na Ziemi Baffina. Zostawiamy na pólnocy biegun

magnetyczny, osiagamy Wyspe Ksiecia Patricka i wkraczamy do Basenu

Beauforta. Przekraczamy podwodny Grzebiet Mendelejewa, Basen Makarowa,

Grzbiet Lomonosowa, Basen Nansena, drugi koniec ciagnacego sie pod

Biegunem Pólnocnym Grzbietu Mendelejewa, i potem znów: Basen Makarowa,

Grzbiet Lomonosowa, Basen Nansena ... Krecimy sie wkolo bieguna, majac go
zawsze po prawej z przodu. Idziemy po krzywej zwanej loksodroma. Profesorowi

Tadeuszowi Trajdosowi zawdzieczamy zwrócenie nam uwagi na bledy jakie

zawieral zamieszczony w Delcie 3/1979 rysunek tej krzywej. Dziekujemy Mu,
a wlasciwy rysunek pokazujemyobok.

Ale czy po loksodromie dojdziemy do bieguna? W zasadzie nic, bo owija sie

ona wokól niego nieskonczenie wiele razy, chociaz ma skonczona dlugoSC

(ogólnie, gdy podrózujemy pod azymutem ex, to dlugosc loksodromy od równika

do bieguna jest równa promien kuli/cosex) i nasza stopa w koncu o biegun
zahaczy ... Siatke "geograficzna" mozemy narysowac na walcui na stozku.
lak tam sie podrózuje ze stalym azymutem?

Wiele razy opisywalismy torus (taka detke czy obwarzanek). Na nim tez mamy

poludniki i równolezniki, a wiec pólnoc, poludnic i inne strony swiata tez.

Kazdy punkt torusowy ma swoja dlugoSC geograficznaA i szerokosc rp, a kazdej
parze katów A, rp z przedzialu [O, 360) albo (- 180,+ 180] odpowiada tylko

jeden punkt (jakie punkty na Ziemi nic maja okreslonej dlugosci geograficznej 1).

Torus mozna rozciac, rozwinac, chociaz nie bez znieksztalceni przedstawic

w postaci prostokata, w którym górna podstawa jest sklejona z dolna, a lewy

bok z prawym. Wyruszamy z punktu A = O, rp = O w kierunku ••pn.-zach .•••

Gdy równik naszego torusa ma np. 12 jednostek dlugosci, a poludnik

4 - dojdziemy do punktu wyjscia dosc szybko. Ale gdy poludnik naszej

torusowej planety jest dlugi na piec jednostek, odbedziemy dluga droge

ABCDEFGHUKLMNOPQRA (Rysunek). A jak bedzie przy innych proporcjach

dlugosci? Zastanówmy sie teraz co bedzie gdy udamy sie w nasza podróz na

takim torusie, w którym dlugosc równika jest niewspólmierna z dlugoscia

poludnika. Odpowiedzi latwo domyslic sie na podstawie rozwazan
z poprzedniego przypadku: do punktu wyjscia nigdy nic dojdziemy, jednak

co pewien czas bedziemy niemal ocierac sie o niego i chocbysmy mieli jak

najmniejsze ,topy, zawsze na niego wejdziemy - ale nigdy srodkiem stopy ...

Krzywa, która opisuje nasza droge nosi w jezyku rosyjskim wdzieczn'l

nazwe ••obmotka" torusa i choc popieramy nazywanie wszystkiego po polsku,

to "owijka" brzmi znacznie gorzej ...

Czy pamietacie, jak sa owijane sznurkiem bombonierki z czekoladkami?
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W to, ze w znanej od dwu tysiecy lat geometrii euklidesowej mozna jeszcze

znalezc trudne, nowe i ciekawe twierdzenia, kazdy chyba uwierzy. Trudniej

uwierzyc w to, ze cos nieoczywistego mozc byc w zakresie arytmetyki ulamków.

W kazdym razie cos, gdzie trudnosci wykraczaja poza klopoty rachunkowe.

W 1816 roku geolog I. Farey odkryl i rozglosil ciekawa wlasnosc ulamków

o niewielkich mianownikach. Nic byl jej w stanic udowodnic, ale choc
zwrócono uwage, zc juz w 1802 roku dowód byl opublikowany przez

C. Harosa, wspomniane ulamki tworza ciag nazywany ciagiem Fareya.
Ciag Fareya rzedun (oznaczany przezF.) to ustawiony rosnaco ciag

ulamków wlasciwych, których mianowniki nic przekraczajan. Na przyklad
.11112132345.

F. sklada SIe zO, 6' S' 4' 3' S' 2' S' 3' 4' s' 6' I. LIczba

wyrazów szeregu F. rosnie szybko wraz zn (Czytelniku, jak?).
FJo" ma 319765 wyrazów.

Odkrycie Fareya mozna ujac w postaci lwierd.onia:

JeieJi i- I ;: I ::: sa kolejnymi ulamkami Fareya(zapisanymi w postaci

nieskracalnej), to

i podróz na pn.-zach .

Torus,
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W rzucie powierzchni kuli na plaszczyzne
styczna w biegunie loksodroma staje sie

spirala logarytmiczna

jego mapa w rzucie ttMerkatora"

Loksodroma na powierzchni kuli
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Czy punkt A znajduje sie wewnatrz, czy na zewnatrz krzywej zamknietej,

z któreJ widzimy tylko fragment miedzy dwiema prostymi równoleglymi'!
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Wewnatrz, czy na zewnatrz

Jeden ze sposobów stwierdzenia~ ze wewnatrz polega na poprowadzeniu'

pólprostej zA calej mieszczacej sie w danym pasie (a wiec równoleglej do

brzegu). Ilosc punktów jej przeciecia z krzywa jest nieparzysta - gdyby byla

parzysta, to punkt A lezalby na zewnatrz krzywej. Iest to wniosek z prostego
w dowodzie twierdzenia:

DowollUl prosta niestyczna do gladkiej krzywej zQmkni~tej przecina ja w

No, a punkt B? Sadze, ze kazdy z Czytelników wykaze z latwoscia, ze
tytulowe pytanie nic ma tutaj sensu. Krzywa na tym rysunku nic jest

fragmentem krzywej zamknietej. •
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