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Podwdjne punkty

Jezeli punkty A, A, ..., 4, plaszczyzny sg poloZone tak, ze zadne trzy z nich nie leza na jednej

linii prostej, to laczac 4, z 43, A; z A, itd., wreszcie 4, na powrdt z 4, otrzymamy lamang

zamknigta. Moéwmy jednak na nig wielobok. Odcinki 4;4,,, to jego boki.

Boki wielokata wypuklego spotykaja sie tylko w wierzcholkach, ale dla naszych wielobokéw tak

by¢ nie musi. Nazwiimy punktami osobliwymi wieloboku punkty przeciecia bokow.

Wierzcholkéw nie zaliczamy do punktéw osobliwych, choé bez watpienia sa one pewnymi

punktami charakterystycznymi.

Tréjkat (nie moglem jako$ napisac ,,trojbok”) nie moze micé punktéw osobliwych,

a czworobok moze mie¢ tylko jeden (albo weale). Umowimy sig rozwazaé tylko osobliwosci

proste — tj. takie, w ktérych przecinaja si¢ tylko dwa boki. Osobliwo$¢ ,,wyZszego rodzaju”,

taka na przyklad jak na rysunku, moZna w pewnym sensie sprowadzi¢ do osobliwosci prostych,

lekko rozsuwajac wierzcholki naszego wieloboku. Zastepujemy w ten sposdb osobliwy punkt —
k(k—1)

prostych punktoéw osobliwych.
Pigcioboki mogg miec 0, 1, 2, 3 lub 5 punktéw podwdinych; a, o dziwo, nie moga mie¢ ich 4.
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Czy umiecie to wykaza¢? A moze ujmiecie rzecz ogoélniej i udowodnicie nastgpujace twierdzenie
Straszewicza:
Wielobok o nieparzystej liczbie bokéw n moze posiadaé o

n(n—3)

2 osobliwosci prostych. Moze tez

n(n—4) 1

mieé ich mniej, ale nie —1. Wielobok o parzystej liczbie bokdw n moze mieé

punktéw osobliwych lub dowolna liczbe od niej mniejszq.

Sprobujcie narysowaé o$miobok o 16 punktach podwéjnych. Z pewnoscia nie uda sie to Wam
od razu.

WygladZmy teraz szpice przy wierzcholkach wielobok6w i zamienmy proste odcinki bokéw na
tagodne luki. Zrébmy to tak, by otrzymana krzywa miala ,,podobnie” rozmieszczone punkty

——| samoprzecigcia. Trudne twierdzenie analizy matematycznej glosi: mozna to zrobié tak, by nasza

——

Aby podniedé kromke przyklejona masle
podiogi naledy uivé wigkszej sily niz wied:

gdy kromka upad!a sucha

Podniesienie kromki w tym p
przypadku wigze si¢ zatem z w Inr' n
wigkszej pracy, & wige — hrumi ]

przyklejona maslem do podiogi ma niisz

energig. Jest to zatem stan bardzi
prawdopodobny, zgodaie
statystycznej.

z prawami fizy
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krzywa dalo si¢ opisa¢ rownaniem wielomianowym f(x, y) = 0. Zwrot ,,mozna to zrobi¢” znaczy
tutaj tyle, ze krzywymi o réwnaniach wielomianowych mozna nasz wielobok przybliza¢ z dowolng
dokladnoécia.

Powiemy, Ze punkt samoprzeciecia krzywej jest punktem podwéjnym, jezeli przechodzg przez
niego tylko dwie ,,galezie” krzywej. Przez niewielka zmiang wielomianu opisujacego krzywa

_——, mozemy zawsze wszystkie punkty samoprzecigcia zastapi¢ przez punkty podwéjne. Mozemy takze
————— wygladzi¢ ostrza.

Rozpatrujmy zatem krzywa bez ,,ostrzy i tylko z punktami podwoinymi. Od czego zalezy liczba
punktow podwojnych?

OdpowiedZ: Od stopnia wielomianu opisujacego krzywa:

Jezeli f jest wielomianem stopnia ». to krzywa o réwnaniu f(x, y) = 0 nie moze mieé¢ wigcej iz

(n—1)(n—2) )
e T punktéw podwdjnych.
e : S r—— (r—1)(n—2) n(n—3)
Ten wynik jakos$ laczy si¢ z poprzednim (Jak 5i¢ ma ; do 2}, ale tak

naprawde to nie umiemy poda¢ prostych i w miare estetycznych warunkow, mowigcych, kiedy
wiclomian opisuje krzywa o takiej a takiej liczbie takich a takich punktéw osobliwych. ,,Pol
biedy™ dla wielomiandéw (i krzywych) zespolonych. Geometria zespolonych tworéw
geometrycznych jest bardzo dobrze rozwinigta, mozna powiedzie¢, ze dziedzina zespolona jest
bardziej odpowiednia dla uprawiania teorii zbioréw algebraicznych; geometria rzeczywista jest
po prostu znacznie trudniejsza. A to dlatego, ze rOwnanie kwadratowe raz ma pierwiastki, raz
nie ma..., a wolelibysmy, zeby si¢ zdecydowalo.
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