
Im mniej tym lepiej
Tak mozna by w skrócie opisac zasade wlasciwa rozmaitym ukladom fizycznym, mianowicie
dazenie do minimum energii. Dlatego tez pilka stacza sie po pochylosci, wahadlo beznadziejnie
stara sie zajac najnizsze polozenie, woda splywa z góry na dól. Dazenie to jest tak przemozne,
ze wode mozna latwo sklonic, by, w celu osiagniecia minimum energii
potencjalnej, poplynela do góry. Rzeczywiscie: tak wlasnie opróznia sie np. duze akwaria.
Do stojacego na stole akwarium (rybki wylowilismy uprzednio i przenieslismy do

sloja) wkladamy jeden koniec dlugiej gumowej rurki, zasysamy przez drugi koniec wode i gdy jui:,
juz mielibysmy sie jej napic, kierujemy ów drugi koniec do stojacego pod stolem wiadra. I woda
sama wycieka przez rurke, az akwarium sie oprózni.
Moze umiecie odpowiedziec, skad woda wplywajaca do rurki w akwarium wie, ze

"potem" bedzie miala nizsza energie potencjalna? A jesli nie wie, to po co tam
wplywa? A moze musi?

Trójkat Pascala
Gdy chcemy podniesca+b do potegi, dajmy na to, siódmej, korzystamy z trójkata Pascala
(regula jego budowy jest: jedynki na bokach, a kazdy inny wyraz jest suma dwóch stojacych nad
nim). Potrzebne wspólczynniki znajdujemy w siódmym (liczac wierzcholkO\ya jedynke za zerowy)
wierszu: 1,7,21,35,35,21,7, l. Piszemy zatem(a+bF = a7+7a6b+2Ia'bz+35a4b3+
+ 35a3b4+21azb'+7ab6+b7•
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wspl!ltczynniki
rozwiniecia 5r
(objasnienia w t€'kscie)

Czy jeszcze cos mozemy zobaczyc w trójkacie Pascala? Drugi rzad ukosny zawiera (gdyby ktos
zapomnial) kolejne liczby naturalne, nastepny - kolejne liczby trójkatne (tj. takie, ze te
ilosc jednakowych monet mozna ulozyc w trójkat równoboczny), dalszy - liczby tetraedralne

(mówiace ile kul mozna ulozyc w czworoscienny sag tak, by wykorzystac wszystkie). Nastepny
rzad ukosny wypelniony jest przez liczby okreslajace ile czterowymiarowych kul mozna ustawic
w czterowymiarowy odpowiednik czworoscianu foremnego itd.

1 1
Te same liczby w rzedach ukosnych daja wspólczynniki rozwiniec --, ---z ' ...nal-x (l-x)
szeregi:

1
"-- = l+x+xz+x3+x4+l-x

1

(l-x)Z = 1+2x+3xz+4x3+ ...

zbiezne przy lxi < l.

Centralna pionowa kolumna sklada sie z liczb 1, 2, 6, 20, ... , a szereg 1+2x+6xz+20x4+ ...

jest rozwinieciem SI = (1-4x)-1/z (gdY lxi < :). To mozna wykorzystac do niektórych
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Mozna takze zobaczyc kolejne
wspólczynniki w wyrazeniach typu

1 ( 1 )7 ( 1 )sx7 +7= x+ -.; -7 x+ -.; +

+(x+ :r -7(X+ ~)
(nalezy zsumowac liczby polaczone
krótkimi strzalkami).

Jezeli w grze w tenisa reprezentujemy
nieco inny poziom niz nasz partner,
tak ze prawdopodobienstwo
wygrania przez nas pilki wynosip,
a przez partneraq, to
prawdopodobienstwo, ze wygramy
gema, jest równe

( pq3 )
p. =p4 1+4q+l0q2+20--- ,

1-2pq

a ze Wygramy seta(Q. to l-P.):

p. = P: (1+6Q.+21Q:+ 56Q:+

+ 126Q4+ 252 p. Q: )• 1-2P.Q. '
a co to ma wspólnego z trójkatem
Pascala - chyba widac. Wzór troche
sie zmieni "na korzysc", jezeli

umówimy sie, ze przy 6: 6 obowiazuje
tie-break.

Rozwiazanie zadania M 215

Na poczatku zabawy suma liczb na

szachownicy wynosila 63. W jednym ruchu

zmieniamy te sume o (8 -k) - k = 8 - 2k,
jezeli w wybranym wierszu lub kolumnie

bylo k jedynek. Widac wiec, ze suma ta

bedzie zawsze nieparzysta.

obliczen. Biorac na przykladx = 0,0001 mamy (0,9996)-1/2 = 1+ 2· 0,0001 + 6· (0,0001)2+
+20, (0,0001)3+70' (0,0001)4+ ... ; inaczej

V 10000 100 l00Y51-- = --- = --- ~ 1,0002000600200070 ... ,
9996 14Y51 14· 51

co daje Y51~ 7,1414284285428499 ... , a to jest dokladne az do 16 miejsca po przecinku.
1

Nastepna pionowa kolumna sklada sie ze wspólczynników rozwiniecia S2= - «(1_4X)-1/2_1),
2x

nastepne kolejnoS3' Sol, Ss, ... ,
gdzie

Powyzsza zaleznosc przypomina nieco zwiazek miedzy wyrazami ciagu Pibonacciego. Zreszta
zwykly ciag Pibonacciego mozna tez "wydostac" z trójkata Pascala, sumujac wyrazy wzdluz
lagodnie pochylych linii.
Te pochyle linie zawieraja równiez wspólczynniki, jakie znajduja sie przy kolejnych potegach

sinnex
C = 2cosex, gdy Wyrazamy przez nie S.= -. -- - nalezy tylko brac znaki na przemian.

sm ex

Na przyklad S2= C, S3 = C2-1, Ss = C4-3C2+1, Su = ClO-9C8+28C6-35C4+15C2-1.

Zacieniowany na rysunku wyznacznik jest równy 1 (i jemu podobne tez). Maly wyznacznik
zakratkowany w prawej czesci diagramu jest równy 21 i wszystkie podobne wyznaczniki sa równe
lewej dolnej liczbie. Kto chce miec jeszcze inne desenie geometryczne, niech napisze trójkat
Pascala do dwudziestego - trzydziestego wiersza, zamaluje na CZerwono liczby niepodzielne
przez 2 i spojrzy na to z daleka. Potem niepodzielne przez 3...
Wrócmy jeszcze na chwile do siódmego wiersza trójkata. Pascala. Wystepujace tam liczby
7,21, 35 tworza ciag arytmetyczny. W calym (nieskonczonym) trójkacie Pascala takich trójek
jest nieskonczenie wiele, wystepuja one w kazdymk2 - 2 wierszu w kazdej polówce trójkata
po jednej. Pierwsze trzyZ nich to

7; 21, 35
1001,2002,3003 w rozwinieciu (a+b)14,

490314,817190,1144066 w rozwinieciu(a+b)23.
Ciagów geometrycznych w trójkacie Pascala (dokladniej: w jego wierszach) nie ma.
Sposród róznych uogólnien trójkata Pascala najbardziej narzucajace sie jest takie: niech kazda
liczba w trójkacie bedzie równa sumie trzech stojacych najblizej nad nia. Boki trójkata znów
niech sie skladaja z jedynek:
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367631

1
4101619.161041

1
S15304551453015S1

1
62050901269012690502061

7
2776160266357393357266160762771

De tu mozna ciekawych rzeczy zobaczyc - pozostawiamy juz chetnym Czytelnikom. My
podamy tylko jedna obserwacje. Umiescmy nasz trójkat (ile go sie zmiesci) na szachownicy tak,
by wierzcholek znalazl sie np. na polu el. Postawmy na tym polu króla. Na ile sposobów
moze on dostac sie najszybciej do innego pola? Wlasnie na tyle, jaka liczba stoi na tym polu.

Pochwala umiarkowania

Scisle podejscie do zjawisk przyrody ma swoje wady, i ma je równiez podejscie "praktyczne".
Podejscia te maja jednak zalety, które uzupelniaja sie nawzajem. Pierwsze, jesli prowadzi do
konkretnych rozwiazan, pozwala nam wniknac w przyczynowo-skutkowe lancuchy procesów,
drugie - pozwala uzyskiwac ilosciowe wyniki opisujace zjawiska, których szczególowego
przebiegu nie rozumiemy i w stosunku do których pierwsze podejscie jest bezsilne. Na wiedze
fizyczna skladaja sie rezultaty uzyskane obydwoma sposobami. Bylaby ona znacznie ubozsza,
gdyby ja pOZbawic któregokolwiek z tych skladników. Styl pracy badacza jest jego cecha
indywidualna, której modyfikowanie na sile moze dac fatalne skutki. Jesli ktos okazal sie
utalentowanym twórca scislych teorii, to wcale z tego nie wynika, ze uzyskiwalby wartosciowe

wyniki, gd)'by go zapedzic przemoca do roboty heurystyczno-komputerowej, i vice versa.
Co stad wynika? W zasadzie banal: szanujmy cudza prace. Niestety, banal ten trzeba czasem
przypominac ...
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