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OpIS algebraiczny

(1)

Niech uklad odniesieniaU' porusza sie wzgledem ukladuU ze stala predkosciaII. Wybierzmy
w U i w U' kartezjanskie uklady wspólrzednych o osiach odpowiednio równoleglych, przy czym
os x ukladu U i os x' ukladu U' maja kierunek wektoraII. Ustalmy, ze rachube czasu w obu
ukladach rozpoczynamy od chwili, w której ich poczatki pokrywaly sie, tm. zdarzenie pokrycia
sie poczatków obu ukladów ma wspólrzednet = X = Y = z = Ow U i t' = x' = y' = z' = O
w U'. Dla geometrycmej interpretacji transformacji Lorentza wygodniej bedzie uzywac
wspólrzednej T = ct zamiast t (i T' =.ct' zamiast t'), bowiem "czas" T ma wtedy wymiar
odleglosci i jest wspólmierny ze wspólrzednymi przestrzennymi. Przy tych zalozeniach zdarzenie
majace wU wspólrzedne (T, x, y, z) bedzie mialo wU' wspólrzedne:

T-(v/c)x

JlI-v2/c2
x-(v/c)T

JlI-v2/c2

(R' t D' 2RDcOSCl)"'r,~

n ..
Dla ex< .• otrzymujemy l' "> c. Predkosc

v moze byc wieksza od predkosci swiatla,
gdyz obserwowane z Ziemi

rozszerzanie krazka swietlnego nie ma nic

wspólnego z zadnym procesem rozszerzania

sie samego oblaku, a jedynie z niejednakawa
odlegloscia róznych czesci oblaku od Ziemi.

y' = y, z' = z,

gdzie v jest wspólrzedna x wektora II, zas c jest predkoscia swiatla.
Rozwazmy teraz dwa dowolne, rome zdarzeniaA i B, polozone na osix ukladu U. które

,z w ukladzie U zachodza równoczesnie, tm.:

XA:F x.
YA = y., ZA = z••

TA = T. = TA•.

Wtedy, w ukladzie U' mamy:

Rys. 1. Wzglednosc równoczesnosci.

Zdarzenia A i B sa równoczesne w ukladzie

U (w sensie czasu n, Jec:z nie sa
równoczesne w ukladzie U'· (w sensie czasu

7").

Rys. 2. Wyznaczanie skal na osiach. Jesli

odcinek OC przyjmiemy za jednostke czasu

na osi T, to hiperbola Hl dana równaniem
T2 - x' = I' wyznaczy jednostkowy odcinek

czasu na wszystkich innych osiach

czasowych przechodzac:ych przez punktO

(odpowiadajacych ukladom U' poruszajacym

sie wzgledem U ruchem jednostajnym
w kierunku osi x). Podobnie, jesli OD jest

jednostka odJcglosci na osiJe, to hiperbola

H. dana równaniem T2 -Je~ = - I wyznaczy
jednostke odleglosci na wszystkich osiachJe'

przechodzacych przez punktO. Proste Pl
i P, sa asymptotami hiperbol H" H•• H3
i H ••

x

TA

Ti=

T~ =

T;-~ =

(3)

(2)

Wzglednosc równoczesnosci jest scisle analogiczna do zjawiska zwanego dylatacja czasu. Polega
ono na tym, ze odstep czasowy miedzy dwoma zdarzeniamiA i B zachodzacymi w ukladzieU
w tym samym miejscu(XA = x. = XA., YA = y., ZA = z., T. > TA)jest w ukladzie U' inny
niz w U. Mamy bowiem

TA-(v/C)XA.

JlI-v2/c2

, T.-(V/C)XA.T.= -~-=.-=.-=.-=.-=.-=.-

yI-v2/c2

, IT.-TAI
IT.-~I = -====== > IT.-TAI.

Jll-v2/c2

Zatem obserwatorowi nieruchomemu w ukladzieU' wydaje sie, ze czas wU plynie wolniej niz
jego czas wlasny.
Zauwazmy teraz, ze obserwator nieruchomy wU powiedzialby dokladnie to samo o uplywie
czasu wU'.Widac to latwo, jesli wezmiemy transformacje odwrotna do (1) i porównamy uplyw
czasu Tz uplywem czasu T'miedzy zdarzeniami o wspólrzednych(T~, x~.,Y~ •• z~.)
i (T;, x~.,Y~.,z,U) w U' (sprawdzenie polecam Czytelnikom jako latwe cwiczenie). Zatem
kazdemu z dwu poruszajacych sie wzgledem siebie obserwatorów wydaje sie, ze czas plynie
wolniej wlasnie u tego drugiego.

TA.- (V/C)XA

JlI-v2/c2
TA/l- (v/c)x.

Jll-v2/c2

(V/C)(XA-X.)

JlI-v2/c2

a wiec T~ :F T;, przy czym wartosc bezwzgledna róznicy(T~- T;) jest tym wieksza, im wieksza
jest przestrzenna odleglosc!xA-x.1 dwu badanych zdarzen i im wieksza jest predkoscv.
Wniosek: dwa zdarzenia zachodzace w ukladzieU równoczesnie w punktach o niejednakowej

wspólrzednej x,w kazdym ukladzie U' poruszajacym sie wzgledemU z niezerowa skladowa
predkosci o kierunku osix,zostana zarejestrowane jako nierównoczesne.P,
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Rys. 3. "Historia podrózy" obserwowana
przez podr.,zujacego blizniaka. Zamaczone
punkty odcinaja kolejne jednoslki czasu
(lata) na osiT i na linii przedstawiajacej
ruch podróznika. Nicjcdnakowa dlul!osc
odcinków na krzywej czesci toru wynika
z nicizomclrycznosci przestrzeni euklidesowej
(plaszczymy rysunku) z czasoprzestrzenia
(patrz tekst). Male strzalki i linie przerywane
oznaczaja chwilowe kierunki osix' (linie
stalego czasuT') w ukladzie spoczynkowym
podrózujacego blizniaka. Na krzywym
odcinku toru, a wiec' podczas doznawania
przyspieszen, podróznik obserwuje
przyspieszony uplyw czasu u swojego
spoczywaiacego brata: w punkcieA,
równoczesnym zA' w sensie czasu T'.
dla U' uplynelo S lat, gdy dla U - tylko 3.
W punkcie B, równoczesnym zB' w sensie

T', dla U' uplynelo 7 lat, gdy dlaU
iuz 13.
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Rys. 4. Ta sama sytuacja, co na rys. J.
opisywana przez blizniaka spoczywajacego.

Dla niego czas wU' plynie systematycznie
wolniej niz w U. Obaj blizniacy uczynia
w punkcie spotkania S to samo
spostrzczcnie: mniej czasu uplynelo dla
tcao brata, który podrózowal.

Wiaze sieZ tym tzw. paradoks blizniat. Gdyby jednego z braci blizniaków wyslac w daleka
podróz z duza predkoscia, a drugiego pozostawic na Ziemi, to po powrocie podróznik okazalby
sie mlodszy od swojego brata. Ale, z pozoru, podróznikowi powinno wydawac sie, ze to jego
blizniak na Ziemi starzeje sie wolniej. Kto ma racje?

Sekret polega na tym, ze aby wrócic na Ziemie, podrózujacy blizniak musi najpierw wytracic
cala swoja predkosc, a nastepnie nadac .sobie duza predkosc przeciwnie skierowana. Nie moze wiec
poruszac sie caly czas ruchem jednostajnym, a wobec tego, podczas doznawania przyspieszen,
przestaje byc równouprawniony w sensie transformacji Lorentza ze swoim 'bratem na Ziemi: jego
uklad spoczynkowy nie jest wówczas ukladem inercjalnym. W rezultacie blizniak podrózujacy
jest po zakonczeniu podrózy mlodszy obiektywnie, tzn. obydwaj bracia zgodza sie na ten sam
wniosek w tej sprawie. Mozna to wykazac scislym rachunkiem, który nie jest elementarny, ale
mozna tez latwo zilustrowac rysunkami (patrz dalej).

Poslugujac sie interpretacja geometrycma transformacji Lorentza (1) musimy pamietac,
ze rysujemy na plaszczyznie kartki, która jest przestrzenia euklidesowa, osie wspólrzednych
dwuwymiarowej czasoprzestrzeni, która jest nieeuklidesowa, bowiem odleglosc dwu punktów
o wspólrzednych (Tl, Xl) i (Tl, xlJjest w niej dana wzorem:

(4)

zas na plaszczyznie kartki odleglosc jest dana przez:

(Tl-Tl)l+(Xl-Xl)l i' (T~-Tl)l+(X~-X;)l.

Rysunkowe przedstawienie transformacji Lorentza nie oddaje wiec dokladnie relacji metrycznych
miedzy ukladami Ui U'.

Dwa zdarzenia A i B sa równoczesne w ukladzieU, gdy leza na jednej prostej równoleglej do osiX

(rys. 1), poniewaz maja wtedy te sama wspólrzedna czasowaTA = TB• Wówczas jednak ich
wspólrzedne czasowe w ukladzieU' sa rózne, bowiem punkty o stalej wartosci wspólrzednejT'
leza na prostych równoleglych do osix'.

Aby przedyskutowac paradoks blizniat, musimy najpierw wyskalowac rys. 1. Zauwazmy w tym
celu, ze równanie Tl_Xl = 1 przedstawia pare hiperbol(Hlo Hl) na rys. 2, zas równanie
Tl_Xl = -1 pare hiperbol (H30 H•.). Punkt C o wspólrzednych (T, x) = (l, O), wYznaczajacy
jednostke czasu na osiT, lezy na Hlo zas punkt D o wspólrzednych (T, x) = (0,1),
wyznaczajacy jednostke odleglosci na osix, lezy na H•.. Poniewaz równanieTl_Xl = constjest
niezmiennicze wzgledem transformacji Lorentza (patrz równosc (4», punkty o wspólrzednych
(T', x') spelniajacych równanieT'l_X'l = ± 1 beda lezaly odpowiednio na tych samych
hiperbolach. Zatem hiperboleHl i H•.wymaczaja na rys. 2 takze jednostke czasu na osiT'
i jednostke odleglosci na osix'. Jesli wiec jednostka czasu na osi Tjest odcinekOC, to na osi T'·
jednostka czasu jest odcinekOC', przy czym, w sensie geometrii czasoprzestrzeni,OC = OC' = 1.

Paradoks blizniat mozna tefaz latwo objasnic na rysunkach (rys. 3 i 4).

Istnieje proste doswiadczenie, które demonstruje bezposrednio spowolnienie uplywu czasu
w poruszajacym sie ukladzie. Wsród czastek elementarnych wiekszosc stanowia czastki
nietrwale, które po pewnym czasie rozpadaja sie na czastki o mniejszej masie. Dla pojedynczej
czastki nie mozna przewidziec, jak dlugo bedzie istniala, lecz dla duzego zespolu czastek mozna
z bardzo duza scisloscia stwierdzic, po jakim czasie ich liczba spadnie do polowy poczatkowej
wartosci. Czas ten, podzielony przez In 2, nazywa sie umownie srednim czasem zycia czastki
nietrwalej.

Dla wiekszosci czastek czas ten jest bardzo krótki, np. dla mionu wynosi on
2,3' 10-6 s. Zatem, gdyby nie spowolnienie czasu, mion poruszajacy sie z predkoscia swiatla
c = 3, 1010 cm/s, a wiec z maksymalna mozliwa, móglby przebyc srednio droge
6,9,10" cm = 690m przed rozpadem. Miony powstaja w górnych warstwach atmosfery
ziemskiej przy zderzeniach czastek promieniowania kosmicmego z czasteczkami atmosfery.
Gdyby kazdy mion mógl przebyc tylko tak mala droge srednia, nie moglibysmy ich obs.!fWowac
w laboratoriach na powierzchni Ziemi. Mimo to, detektory na powierzchni Ziemi rejestruja
znaczne ilosci mionów powstajacych wiele kilometrów wyzej. Po prostu czastki promieniowania
kosmicmego o wielkiej energii wytwarzaja miony poruszajace sie tak szybko, ze opisane wyzej
spowolnienie czasu "odmladza" je wzgledem nas i pozwala im doleciec az do powierzchni Ziemi
przed rozpadem. Efekt ten ujawnia sie równiez w olbrzymiej liczbie doswiadczen z nietrwalymi
czastkami sztucznie wytwarzanymi w akceleratorach, które takze przebiegaja przed rozpadem
drogi o wiele dluzsze, niz moglyby przebiec, gdyby nie dzialal efekt dylatacji czasu.


