wZwykia" liczba ‘naturalna n da si¢ zapisaé
jako axp*+ak_ p*-'+ ... +ayp+ag,
gdzie 0 < a; < p sa ,,p-tkowymi”
cyframi jej rozwinigcia.
Wystarczy dzieli¢ ,,od tylu”:
... 0001:21 = .., 22011
21
. 221
21

102

e 212

pamigtajac, 2e liczymy w ukladzie
tréjkowym.

Prra+p-b = pm(pk-mg i

+p'-mb), m = min(k, I}, wiedy p*-mg

i p'="™b s3 jui , liczbami naturalnymi®,

Po wykonaniu dodawania wylaczamy przed
nawias najwyisza mozliwg potege p.
Podobnie postgpujemy przy odejmowaniu.

(P*a) - (p'b) = p*+¥(a- b),
Prajp'b = p*~Yalb).

Wiasnodci |alp sa niemal analogiczne do
wlasnodci zwyklej wartodci bezwzglednej:
|=alp=lalp, [0|p =0, |1]alp = 1/|a]p.
|ablp = |a|p|blp i tylko zamiast

a+blp < |a|p+|b|, mamy wigcej: |a+b|p <
| < max (|a]p, |8]p).

Jednostki ,,odleglosci” i ,,czasu™
dobraliémy tak, by predkodé Swiatla byla
réwna 1.

Normg p-ady !’ A, a
przez | A|p, nazywamy odlegloéé d(4, 0).

Mgr Krzysztof NOWINSKI

Nikt nie §émie watpi¢ w to, Zze matematyczne opisy rzeczywistosci fizycznej muszg byé oparte
na analizie i arytmetyce zbudowanej na liczbach rzeczywistych, ze matematyczna przestrzefh
tréjwymiarowa R® jest wlasciwg idealizacja przestrzeni, w ktorej my wszyscy zyjemy. Nawet
piedfi gminna glosi ,,0j dana, dana, nie ma szatana, a §wiat realny (tzn. rzeczywisty) jest
poznawalny”.

Jasne jest wigc, Ze poniZsza proba opisu czego tak fizycznego jak transformacja Lorentza

w innej arytmetyce jest calkowicie bezsensowna.

Otédz:

Dla celéw teorioliczbowych zbudowano tzw. liczby p-adyczne (pisaliémy o nich w numerach
9/1978 i 8/1979). Najkrétszy ich opis wyglada mniej wigcej tak : Niech p bedzie ustalong liczba
pierwsza (powiedzmy 3), Wprowadzimy liczby naturalne p-adyczne wyjaéniajac, jak zapisywaé
je w systemie p-tkowym: po prostu oprécz liczb skoficzonej diugodci (1, 2, 10, 112100,
121212121212) dopuscimy do konkurencji zapisy nieskoficzone: ...11210002121, ...000001 itp.
Zwykle algorytmy ,,pisemnego” dodawania i mnozenia sa latwo wykonalne na tych nowych
»liczbach”. Nastepnie, jako milg niespodzianke, zauwazmy, Ze takie liczby mozemy tez bez
ograniczen odejmowa¢. Na przyklad 0—1 = ...222222 — bo ...222222+1 = ...00000
(przypominamy, Ze rachujemy w systemie p-tkowym). Mozemy takze dzieli¢ przez wszystkie
liczby wzglednie pierwsze z p — w naszym przykladzie z 3. Na przyklad 1/2 = ...11112 (mozna
sprawdzi¢ przez pomnoZenie!), 1/21 = ...122011 (1/21 w ukladzie tréjkowym to 1/7

w dziesigtkowym).

a
Wobec tego pozostaje nam jeszcze uzupelnié nasze ,,liczby” o ulamki postaci —5» Bdzie a jest
P

liczbg p-adyczng opisanej juz postaci (zwang ,,naturalng”). W tym celu zauwazmy, Ze p-adyczna
liczba naturalna zakoriczona k zerami dzieli si¢ przez p*, i ustalmy definicjg ostateczna:
Liczba p-adyczna jest tworem postaci p*a, gdzie k jest zwykla liczbg calkowita, natomiast a jest
p-adyczng liczba naturalng postaci ... a4a3a:a,do:a, # 0 (wszystkie cyfry p-adyczne spelniajq
warunek 0 < a; < p).
Jak rachowa¢ na takich liczbach, juz wiemy. Znamy zatem ich arytmetyke. Do uprawiania
analizy (czy to rzeczywistej, czy zespolonej, czy p-adycznej) potrzebne jest najpierw pojecie
wartodci bezwzglednej — stuzace potem do okrelenia odlegloéci. ,,Wartoéé bezwzgledna” liczby
p-adycznej okresla si¢ wzorem | p*al, = p~* i przyimuje si¢ dodatkowo, ze |0l, = 0. Liczbami
»»bliskimi 0 sq zatem liczby podzielne przez wysokie potegi p, tj. majace na koscu duzo zer.
Ogblnie, o odlegloici dwu liczb p-adycznych decyduje, ile takich samych cyfr maja na koficu.
Teraz mozemy w zbiorze liczb p-adycznych (oznaczamy go przez Q,) wprowadzié pojecie
zbieznodci, przyjmujac, ze lim x, = x wtedy i tylko wtedy, gdy lim |x,— x|, = 0. Te ostatnia
A=—+0

A=
granicg rozumiemy oczywiscie w sensie zbieznoéci ciagu liczb rzeczywistych, Nietrudno sprawdzié,
e dzialania arytmetyczne na liczbach p-adycznych s3 operacjami cigglymi.

Mamy wigc wszystko, czego potrzeba, aby zaczaé uprawiaé algebre i analiz¢, a nawet geometrie .
p-adyczng. Napotkamy tak wiele zabawnych wlasnoéci (np. jezeli ciag a, jest zbiezny do zera,

o
to szereg Zﬁ ay jest zbiezny; kazdy trojkat jest rownoramienny itd.), ze odiézmy to na kiedy
Sy

indziej, a zamiast tego zabawmy si¢ w p-adyczng ,,teori¢ wzglednosci” zaproponowana przez
Stanistawa Ulama i C. J. Everetta w 1966 roku. P
Opiszmy jak zwykle przestrzeni zdarzen przez jej wspolrzedne ,,przestrzenne” x,, x3, x3 & Q;
i,,czas” t, rébwniez p-adyczny. Odleglo$é ,,przestrzenna” punktéw x i y bedzie réwna

dp(x,9) = V=207 + G2—22* + (Xa— ¥y,

co, jak latwo (fatwiei, niz si¢ wydaje na pierwszy rzut oka) sprawdzi¢, jest réwne po prostu
max (|x, —yilp, [X2—yzlp, [X3—»slp). Oczywiscie ,,stozek §wietlny™ to zbiér {(x, 1):d,(x, 0) =
- 1’!1!}-

Teraz mozemy juz okresli¢ ,, p-adyczne transformacje Lorentza™ jako (jakzeby inaczej) te
przeksztalcenia liniowe ,,czasoprzestrzeni”, ktére zachowuja stozek §wietlny. Latwo sprawdzié,
ze wszystkie ,,obroty przestrzenne™ (czyli takie przeksztaicenia liniowe ,,czasoprzestrzeni”, ktére
nie zmieniaja czasu ani odleglodci przestrzennych) sa transformacjami Lorentza i Ze przestrzefi
jest jednorodna ze wzgledu na takie przeksztalcenia (tzn. jezeli d,(x, 0) = d,(y, 0), to x moZna
przeprowadzi¢ na y pewnym ,,obrotem przestrzennym®).



Gdy w chwili ¢, obserwujemy dwa punkty
X}, Xi, obserwowane w innym ukladzie
wspélrzednych jako X, i X;, mamy:
X;=AX +Bt;, X)= AX;+Br,,
CXy+dty = ty = CXzy+dts,
skad
Xi=X| = A(X;-X)+B(ta—t;) =

= A3 =X+ 5 BX C(X3=Xy) =

= d(A,(X3— X))+ By x C1(Xa—X1)).

Ale |By|p < 1, |Cy|p < | (poniewai T jest -

wlaiciwa transformacjy Lorentza, czyli
predkosé wzgledna jest od 1),
natomiast A; jest obrotem, wigc

1X3=X3|p = |d|p| AL (X3 =Xy) + By % Cy (X3~

=X)|p = |d]p| A (X3—X)|p =
= |d[plXa=X1|p
gdy nie zmieniamy jednostki miary (d = 1)
1X3=X{lp = | Xa—X1]p.

Gdy teraz t = 1,— 1, Jell odslqpem czasu
migdzy d zdar iejscu x
w przestrzeni a 13 i 1] bedy chmhmi

obserwacji tych zdarzed w nowym ukladzie,
to

13—=1; = CXog+dly—(CXo+dty) = d(ty—1,)
i wobec tego [13—1i|p = [fa—14]p.
A wszystko to wynika oczywiicie z mocnego
warunku addytywnoéci

la+b|p = max(|alp,|4]p)!

Niespodzianki zaczng si¢, gdy bedziemy ogladaé transformacje czasoprzestrzenne, ktére maja
postaé

ayy X1+ap X2+ a3 xs+byt

@21 X1+ 22X+ @23 X3+ byt

@3y X+ 33 X3+ @33 X3+ bst

c1x; +eCax; +c3x; +dr |

T(xy, X2, X3,1) =

lub krocej

@y @y ays by
@y @ ai3 by
a3y dsz as3 b;

€3 €z €3 d

-[c )

gdzie znaczenia A4, B, C i d latwo sie domy$li¢.
Mozna mianowicie wykaza¢, ze T jest postaci d- T, gdzie d jest tylko wspolng zamiang jednostek

lub jeszcze krocej, symbolicznie

e
miary czasu i odleglofci,a T’ = [C" ], przy czym |B'|, < 1, |C'|, < 1,agdy [x'|, = 1,

d
to [A’X+ B’|, = 1. Droga prostych rachunkéw mozna stad wyprowadzi¢ nieco zaskakujgce
wnioski: otdz p-adyczne transformacje Lorentza zachowujg odleglodci przestrzenne i odstepy
czasu! Inaczej: p-adyczna ,,mechanika relatywistyczna” jest zwykla mechanika ,,galileuszowska".
I jeszeze co$: jezeli |B’|, = 1, to mamy transformacj¢ ukladoéw poruszajacych si¢ wzgledem
siebie z predkoscia 1 — czyli predkoscig swiatla. Mozemy zatem obserwowac sobie p-adyczny
§wiat z punktu widzenia fotonu!

Mam nadziej¢, e bezsensownos¢ takich wnioskow poglebila u Czytelnikoéw przekonanie
0 calkowitej niestuszno$ci pomystu zajmowania si¢ tak dziwnymi tworami jak p-adyczna teoria
wzglednoscei.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof NOWINSKI

M 211. Niech m bedzie ustalong liczba naturalna, roézng od 1. Wykaza¢, Ze nie istnieje wielomian
p, przyjmujgcy dla kazdej liczby naturalnej n warto$¢ p(n) = NWW(m, n).
Rozwigzanie na str. 3

M 212. Wykazadé, e stopief wielomianu p takiego, ze p(k) = 2*dlak =0,1,2, ...
by¢ mniejszy niz n.

Rozwigzanie na str. 2

M 213. Znale#¢ wszystkie funkcje f:Nx N — N (N oznacza zbi6r liczb naturalnych) spehiajgce
nastepujace warunki 1-3:

1) f(x, %) = x,

(@) xf(x+y,») = (x+1f(x, ),

3 f(x,») = f(», x).

Rozwigzanie na str. 2

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ

F 71. Gwiazde otacza sferyczny oblok pylu. Pyl pochlania docierajace do niego promieniowanie
gwiazdy i, praktycznie natychmiast, wysyla we wszystkich kierunkach promieniowanie wtorne
(Swieci). Z Ziemi obserwuje si¢ rozblysk gwiazdy znajdujacej si¢ w §rodku obloku. Jakg predkodc
rozszerzania si¢ krazka $wietlnego zobaczy astronom na Ziemi? Przyjmujemy, ze gwiazda znajduje
si¢ w odleglosci znacznie wigkszej od promienia obloku.

Rozwigzanie na str. 10

, 1, nie moze
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