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Transformacj¢ Lorentza, bgdaca osnowa szczegdlnej teorii
wzglednosci, moina wyprowadzi¢ na wiele sposobdw. Sam Lorentz
znalazl jq jako pewne pomocnicze przeksztalcenie zmiennych
zachowujgce rownania Maxwella w niezmienionej postaci — nie
przypisywal jej zreszta realnego znaczenia. Einstein w swoim
wyprowadzeniu oparl si¢ na dwoch postulatach — zasadzie
wzglednodci i niezaleznosci predkosci swiatla od ruchu Zrédia.
Istota pracy Einsteina polegala na nadaniu transformacji Lorentza
realnego sensu; wyst¢pujgce w transformacji zmienne x’ i ¢' maja
sens wspOlrzednej i czasu mierzonego przez obserwatora
postugujacego si¢ nowym ukladem U’. Einstein ponadto
zapostulowal niezmienniczo$¢ wszystkich praw przyrody

(z wyjatkiem praw grawitacji, dla ktorej stworzyl potem tzw. ogdlng
teori¢ wzglednosci) wzgledem tej nowej transformacji, czyli
rozszerzyl rownoprawnoéé¢ roéznych ukladéw inercjalnych do
formulowania wszelkich praw fizyki. Postulat stalej predkosci
§wiatla budzi jednak najwiecej oporow psychologicznych u tych,
ktorzy po raz pierwszy spotykajq si¢ z teorig wzglednosci, i dlatego
warto zbadaé, jak daleko mozna zaj$¢ w teoretycznej analizie
zwigzkow migdzy wynikami pomiaréw wspolrzednych i czasu

w dwoch roznych ukiadach, nie korzystajac z tego postulatu,

a jedynie z prostszego zaloZzenia o calkowitym réwnouprawnieniu
dwoch dowolnych inercjalnych ukladéw odniesienia, rowno-
uprawnieniu dotyczagcym wszelkich wypowiedzi odnoszacych

si¢ do tych najbardziej fundamentalnych wielkosci fizycznych,
jakimi sg polozZenie i czas.

Samo sformulowanie powyzszego zalozenia zawiera szereg zwrotow
implikujacych pewne zalozenia, oznaczajacych, ze bedziemy
postugiwali si¢ jezykiem fizyki. A wiec zakladamy stusznoéé

I zasady dynamiki (ktore definiuje, co to jest uklad inercjalny),
zakladamy, Ze nie nastrecza watpliwosci, co to jest zdarzenie, oraz
ze wiemy, jak w danym ukladzie odniesienia mierzy¢ jednoznacznie
wspolrzedne przestrzenne zdarzenia oraz jego wspodirzedna czasowa.
Zakladamy, ze istnieje mozliwo$¢ sformulowania stlowami, co to
jest wzorzec jednostki dlugosci i jak zbudowal zegar , tykajacy”
co 1 jednostke czasu. Poniewaz za chwile bedziemy rozwazaé rozne
uklady odniesienia bedace we wzglednym ruchu wigc aby moc
w peilni wykorzysta¢ ich rownoprawnosé, bedziemy przyjmowali,
Ze obserwatorzy zwiazani z tymi ukladami postuguja sie identycznie
brzmigcymi receptami dla zbudowania wzorcéw spoczywajacych

w ich ukladach odniesienia. Np. wzorcem dlugoéci moglaby by¢
krawedZ szeScianu zawierajacego okreslona liczbe — powiedzmy
10%° — atomoéw platyny w temperaturze punktu potrdjnego wody.
(Jest oczywiste, Ze wzorzec taki bylby bardzo niewygodny, choéby
ze wzgledu na ceng platyny — Czytelnik moze sobie wymyéla¢
inne przyklady). Podobnie wzorcem czasu mogiby by¢ na przyklad
$§redni czas Zzycia swobodnego, spoczywajacego w danym ukladzie
neutronu. Jest faktem do$wiadczalnym, Ze relacje miedzy réznymi
wzorcami, okre§lanymi wedlug recept podobnych do powyzszych,
odtwarzanymi w réznych ukladach inercjalnych pozostajg nie
Zmienione i to jest — migdzy innymi — wyraz réwnouprawnienia
roznych ukladow.

Nim przystapimy do wyprowadzenia najogdlniejszej relacji miedzy
wspolrzednymi i czasem zdarzenia mierzonymi w roéznych ukladach
inercjalnych, musimy zwrécié uwage, Ze pomiaru czasu réznych
zdarzef w danym ukladzie odniesienia mozna dokonywaé pod
warunkiem posiadania wielu zegaréw spoczywajacych w danym
ukiadzie i znajdujgcych si¢ w bezposredniej bliskosci kazdego

ze zdarzen. Wszystkie te zegary — oprocz tego, ze identyczne —

musza by¢ jakod ,,rébwno puszczone w ruch” — czyli, jak méwimy,
zsynchronizowane. Zegary spoczywajace w danym ukladzie
odniesienia mozna wszystkie zsynchrenizowaé. Jeden z praktycznych
sposobow mogtby polegaé na wyznaczeniu drodka miedzy
synchronizowanymi dwoma zegarami i wyslaniu dwoch identycznych
sygnaléw symetrycznie w dwie strony (charakter tych sygnaléw
moze by¢ dowolny, byle zachodzita symetria). Docierajace sygnaly
uruchamiajg ustawione na zero zegary, ktére dalej uwazamy za
zsynchronizowane. Zakladamy, ze mozna zsynchronizowaé

w powyiszym sensie dowolna ilo$¢ zegardw spoczywajacych
wzgledem siebie. Jest to zalozenie, przeciwko ktdéremu nawet
fanatyczny przeciwnik Einsteina, a zwolennik Newtona, nie méglby
zaprotestowac, cho¢ moglby si¢ dziwi¢, po co ta pedanteria.
WyobraZmy sobie teraz dwa uklady inercjalne we wzglgdnym
ruchu i dwie klasy zwigzanych z nimi zsynchronizowanych
(oddzielnie w kazdej klasie) zegaréw. Kazdemu zdarzeniu mozemy
przypisa¢ wspolrzedne przestrzenne i czas mierzony w tych dwoch
ukladach. Jaki jest zwiazek migdzy wspolrzednymi w jednym

i drugim ukladzie? Zal6zmy dla prostoty, Zze rozwazane zjawiska
zachodza wzdluZ jednej prostej. Ukladem odniesienia moze by¢
sztywny dlugi pret z ustalonym punktem zerowym

i przymocowanymi dofi zsynchronizowanymi zegarami. Mamy
dwa takie prety bedace we wzglednym ruchu i na kazdym z nich
obrany jest poczatek oraz zaznaczone wspolrzedne, tak jak to
pokazuje rysunek.
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Przy takim zwrocie osi symetria migdzy ukladami Ui U’ jest zupelna.
Jedli U’ porusza si¢ wzglgdem U w kierunku wzrastajacych
wspotrzednych (ma predkoé¢ dodatnig), to i uklad U wzgledem U’
porusza si¢ w kierunku wzrastajacych wartodci x’. Ogblny zwiazek
migdzy warto§ciami x, ¢ i x’, ¢’ jakiego§ zdarzenia jest

x=f(x', 1)

t=g(x',1t).

Weimy cialo swobodne. Zgodnie z pierwsza zasada dynamiki zda-
rzenia zachodzace w tym punkcie majg wspolrzedne speiniajgce
zwigzek

m

@) ax+fit =y

(ruch jednostajny). Na podstawie wzordw (1) moZemy napisaé
dla tego ciala

(&)] af(x', 1)+ fe(x’, 1) = 3.

Ale cialo swobodne musi spelia¢ I zasade dynamiki rdwniez
w ukladzie U’ (zasada wzgl¢dnodci). Zatem réwnanie (3) musi
by¢ liniowe, co jak si¢ okazuje jest mozliwe tylko wtedy, gdy same
funkcje fi g s liniowe. Zatem

x=AX+Bt'+xo
@ t= Cx'+Dt'+ty.

Przez odpowiedni wyboér poczatkéw O i O° mozna zawsze uczynié
stale x, i fo rOwne zeru, zatem bez zmniejszania ogdlnosci mozemy
napisaé

x = Ax'+ Bt’
® t = Cx'+Dr".

Liczby A, B, Ci D, stale dla danej pary ukladow, moga zalezeé
tylko od predkosci wzglednej ukladow, kiorg oznaczymy przez V.
Rozwiazujgc uklad rownan (5) wzgledem x’ i #” dostajemy
D —-B
¥=—Zb-bc ** ap—Bc '
-C A

Ab—bC *t Ab—BC "
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Ze wzgledu na peing symetri¢ miedzy U i U’ powinna to by¢
transformacja o identycznych wspoélczynnikach jak w (5). Zatem

D -B
ik, =B,
AD- BC AD—- BC
(&)
-c A
ab-sc = € ap-sc - 2

Qile Ui U’ nie s3 we wzglednym spoczynku, to musi byé B # 0
(inaczej punkt o wspoélrzednej x* = 0 mialby w U wspélrzedng x
rowng zeru, niezaleinie od r’, czyli spoczywalby w U). Je§li B # 0,
to uklad rownan (7) jest spelniony wiedy i tylko wtedy, gdy
®) BC—AD =1, A= -D.
Zdarzenia zachodzace w punkcie x* = 0 maja wspoirzedne w U
rowne

x= A-0+Br = B
©) t=C-0+Dr' = Dr.
Stosunek -’:- to nic innego, jak predkosé V. Zatem

(10 R

= W = F = V.
Réwnanie (10) wraz z rownaniami (8) pozwala trzy sposréd
wspolczynnikow A, B, C i D wyrazi¢ przez jeden z nich, np. D.
Dostajemy
A= "D(V}l
an B = VD(V),
1-DX(V)
vD(yv)
Podstawiajac (11) do (5) dostajemy

x = = D(V)x'+ VD(W)1'
a2 1= R X + DY
Wybor orientacji osi ukladu U’ przeciwny do orientacji ukladu U
byt wygodny dla znalezienia powyiszej postaci. Teraz nic nie
stoi na przeszkodzie, by zmieni¢ znak wspoéirzednych x'— —x’.
Prowadzi to do zwigzku

x = D(V)x'+ VD(V)1'

a3 D3 (¥)-1
t= VDo) X+ D(V)r.

Rozwazmy trzeci uklad U” poruszajacy si¢ wzgledem U’ z pred-
kodcia 0. Stosujac transformacje (13) z zamiang x—x’, x'—x”,
V-, dostajemy

C=

x' = D()x"+ GD(2)e”
a4 . _ DHD-1
2D(3)

Aby ustali¢ zwigzek migdzy x”, 1"’ a x, 1, podstawiamy (14) do (13).
Dostajemy
x = D(V)[D(2) <"+ 2D(2)1")+ VD(¥)

(13)
- D3}(V)—1 H p(m-1 .
] 7% (D) x** + DD+ DY) W.\" +D(2)¢ ]

Grupujac wyrazy z x™ i ¢ mamy

V
x= [szxn)+ A (m(m-n]x"ﬂnmb(mm D D(D) Vi

x4+ D",

bHa—1
o ¥+ 2]

_[.2® ) -

' [nmv (D)= D+ > D) l)]x"-l-

(16) D2 .
*[nmv (m(n—nwmmn)]: ;

Transformacja (16) jest zndéw transformacja migdzy dwoma
inercjalnymi ukladami odniesienia i musi mie¢ wszelkie ogobine
wiasnosci transformacji (13). Spoéréd tych wlasnodci wykorzystamy
fakt, ze wspolczynnik przy nowej wspolrzednej w wyrazeniu na
starg wspOlrzedng jest rowny wspélczynnikowi przy starym czasie
w wyraZzeniu na nowy czas. (Jest to stare roéwnanie 4 = —D

z uwzglednieniem, Ze teraz wszystkie osie maja identyczng
orientacje).

Daje to rownanie
DV _ Do £
(17) D(V) D{a)+ D@D ¥ -1) = DOV (D3(V)— 1)+ D(V) D(D),

ktore po redukcji i uporzadkowaniu wyrazoéw przepisujemy
W postaci

D(2y—-1
Di(@mn:

Di(¥)-1

a8 Ay’

Poniewaz Vi 2 sq niezaleine, powyisze rOwnanie oznacza, Ze
kombinacja (D*—1)/D*V? jest w ogole niezalezna od ¥, czyli jest
po prostu uniwersalng stalg.

Oznaczmy te¢ stalg literg E. Mamy

D}¥)—1 D3 @)—1
- w T ET D@
co po rozwigzaniu wzgledem D daje
a0 D= —L .
V1-E¥?

Poniewaz dla predkosdci ¥ = 0 powinni$my dostaé transformacje
tozsamodciowa (x = X, t = 1"), musimy wybra¢ znak ,,+"
i transformacjg¢ (1) przepisujemy ostatecznie w postaci
X+ ¥t
ey
'+ VEX

Vi

Jest to najogolniejsza postaé zgodna z naszymi zalozeniami, czyli
z zasadg wzglednodci. Stata E jest zupelnie dowolna z punktu
widzenia naszego rozumowania. W szczegolnodci wybor stalej

E = 0 prowadzi do relacji

@1

=

x=x+W

22) ool

zwanej transformacja Galileusza, stanowigca podstawe mechaniki
klasycznej. Widzimy, Ze postaé ta nie jest narzucona (aczkolwick
nie jest tez wykluczona) przez samg zasade wzglednosci. Zasada
wzglednosci narzuca postaé (21), ale stala uniwersalna E pozostaje
nie okreslona przez powyisze rozumowanie.

Z wzorow (16) mozemy odczytaé warto$¢ predkosci ukladu U”
wzgledem U. Oznaczmy te predkosé symbolem ,,V+ 27, gdyz
wedlug fizyki klasycznej predkoéé ta powinna by¢ istotnie suma
predkosci V i 2. Dzielac wspolczynnik przy +* w wyraZeniu na x
przez wspolczynnik przy x”” w wyraZeniu na x dostajemy (zgodnie
z dyskusja prowadzacg do wzorow (13)) szukang predkosé
wypadkowa

D(¥) (D) V+ D(¥) D(M)2

b v
D(V)D(2)+ D)0 (D*(H-1)

Ny V+ 0 __v+a
Q 1+Eva’
1+ = (Dr(M)-1) .

(23) W+ 2" =

D@

Dla E = 0 wzor powyzszy redukuje si¢ istotnie do zwyklej sumy.
Réinica miedzy fizyka klasyczna a szczegdlng teorig wzglednosci
(czyli fizyka relatywistyczng) zasadza si¢ na tym, Zze w fizyce
klasycznej przyjmowano E = 0, podczas gdy w fizyce
relatywistycznej przyjmuje si¢ (zgodnie z do$wiadczeniem),

ze E # 0.

Stala E wyznaczy¢ jest w zasadzie bardzo latwo. Wystarczy

np. zmierzy¢ trzy predkosci wystepujace we wzorze (23), tj. V, 2
i,,V+27. Jefli jednak E jest w zwyklych jednostkach bardzo male
(jak to ma miejsce w rzeczywistosci), predkosci V i 2 nie sg zbyt
duze, a dokladno$¢ pomiaru nie jest niezwykle wielka, to w granicach
dokladnosci moze nam wyjéé np. E = 0+10-'° ‘F: , Z CZEgO

niewiele si¢ dowiadujemy. Totez cale pokolenia fizykéw sadzily,
ze po prostu E = 0. Zeby zmierzy¢ E wystarczajaco dokladnie

na to, by stwierdzi¢, ze w rzeczywistym §wiecie stala ta jest roZna
od zera, trzeba poshugiwa¢ si¢ duzymi predkosciami cial i ukladow.



Zamiast omawia¢ ktore§ =z tysiecy znanych obecnie doswiadczen
tego typu zalézmy, ze E # 0, i zbadajmy jedng z konsekwencji
tego faktu. Patrzac na wzér (19) widzimy, ze stala E ma wymiar

L. Zdefiniujmy nowa stala

(24)

porens

VE

o wymiarze predkosci. Latwo dowiesé, ze dla V, 22 < v, predkodé
wypadkowa ,,V'+ 2" dana wzorem (23) jest tez mniejsza od v,.
Na proces rozpegdzania ciala moZemy patrzy¢ w specjalny sposob,
jako na proces skladania predkosci. Ukladem wyj§ciowym,
wzgledem ktorego mierzymy predko$ci i wzgledem ktérego cialo
na poczatku spoczywalo, jest uklad U. Po pewnym czasie
(niewielkim) rozpedzone ciato uzyskalo predko§é Av. Wprowadzamy
uklad U’ poruszajacy sie wzgledem U z predkodcia Av. Wzglgdem
tego nowego ukladu cialo spoczywa pod koniec pierwszego etapu
rozpedzania. Ale przypu$émy, Zze czynnik rozpedzajacy dziala
nadal. Nada on w drugim etapie predko$é¢ Av’ wrzgledem U”.
Wypadkowa predkosé¢ wzgledem ukladu wyjsciowego wyniesie
Av+Av'

@) 1+EAv- Av'

wiAv+AY™ = < Ug.

Mozemy zndw wprowadzi¢ uklad poruszajacy sie z ta predkoscia
i rozwazy¢ kolejny etap prowadzacy do predkosci

(26) O+ AV + AV < v,

znbdw mniejszej od vo. Niezaleznie od ilojci etapow rozpedzania
konicowa predkos$¢ nie tylko nie przekroczy, ale nawet nie osiagnie
vo. Predko§é v, pozostaje predkoscia graniczna. MoZna dowiesé, Ze

gdy czynnik rozpedzajacy nadaje w kolejnym etapie te samg
predko§é Av (wzgledem ukladu, w ktérym cialo spoczywalo na
poczatku tego etapu), to po n etapach predko§é wzgledem ukladu
wyjéciowego wyniesie

ey - 2oy
oin) = vo

Av\* Av |\

(l+ Uo) +(I_U_o]
(Czytelnik moze sprobowaé udowodnié ten wzor przez indukcjg),
zbliza si¢ zatem nieograniczenie do v, gdy n — c0. Latwo rowniez
wykazaé, ze gdy predko$é 2 = v,, to ,,V+ 2" = v, niezaleznie od V.

@n

Predkodé v,, oprocz tego, e jest predkodcig graniczng, ma wiasnodé
pozwalajaca nadaé jej nazwe predkosci absolutnej. Jedli jakis
obiekt porusza si¢ z predkoscig vy wzgledem ukladu U, to porusza
sie z ta samg predkoscia v, wzglgdem kaidego innego ukladu U
niezaleznie od predkosci wzglednej U i U’. Teoria wzglednodei
nie twierdzi, e obiekt czy obiekty takie muszg istnie¢ w przyrodzie,
jeéli jednak istnieja, to ich predkosci sa takie same i rOwne granicznej
predkosci wszelkich cial. Do obiektow takich nalezy migdzy innymi
§wiatlo, zatem mozZemy v, utozsamié¢ z predkoscia $wiatla. Tak

tez zazwyczaj nazywa si¢ t¢ stalg i oznacza symbolem ¢

(c ~ 300000 km/s). Pozwala to przepisa¢ transformacj¢ Lorentza
w znanej postaci

Brukselka nie jest gra nows. Swego czasu byla znana jako ,,maly topolog”, potem jednak stuch o niej zaginal, a wydaje si¢, Ze warto jg
przypomnieé. Brukselka jest gra dwuosobowa, amatorzy moga jednak tworzyé wariacje na jej temat (gra trojosobowa, czteroosobowa itd.).
Do gry potrzebna jest kartka papieru i pisak. Grajacy rysuja linie i kropki. Rz¢dem kropki bedziemy nazywali liczbg wychodzacych z niej

linii. I tak ponizsze kropki maja odpowiednio:

rzad

Pozostale przypadki nie beda nas interesowaly.

R

Jak sie gra w brukselke? Na poczatku na kartce papieru zaznaczonych jest # kropek, n = 1, 2, 3, ... Gracze kolejno prowadz linie od kropki
do kropki (moze to by¢ ta sama kropka) i na tej linii zaznaczaja nowa kropke (rzad nowej kropki jest oczywiscie rowny 2). Reguly sg

nastgpujace:
1) linie nie moga si¢ przecinaé,

2) kazda kropka moze mieé¢ rzad co najwyzej trzy, tzn. jezeli kropka ma rzad 3, to nie moze by¢ ona ani poczatkiem, ani koficem nowej

linii — nie bierze juz udzialu w grze,
3) przegrywa gracz, ktory nie moze wykona¢ ruchu.
A oto przykladowe sytuacje koficowe, gra zostala zakoriczona:

n=13

Gdy n = 1, przebieg partii jest zdeterminowany, nieciekawy, gracz, ktory zaczyna, skazany jest na porazke. Kolejne fazy tej gry sa

nastepujace:

. O

po pierwszym ruchu

sytuacja wyjsciowa

o

lub

(g

po drugim ruchu i koniec.

Zalozmy, ze obaj gracze bardzo dobrze graja w brukselke. Zastanowcie sig, czy istnigje strategia wygrywajaca dla ktorego$ z grajacych przy

n=23,4,5 (dla n = 2 problem nie jest trudny).

Dr Edward STACHOWSKI



