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Czasoprzestrzen

Dr Robert GOLDBLATT, Nowa Zelandia

Aby opisa¢ polozenie przedmiotu w przestrzeni, potrzebna jest tréjka liczb (x, y, z), okre§lajgca
wspdirzedne tego przedmiotu w trzech wymiarach wzgledem pewnego zadanego poczatku O.
Przedmiot moZe jednak porusza¢ si¢ w przestrzeni w pewnym czasie. Aby opisaé jego
zachowanie, wprowadzamy wigc czwarta wspolrzedng okreslajaca czas (chwilg) ¢, w ktérym
przedmiot zajmuje poloZenie o wspoirzednych przestrzennych (x, y, z>. I tak, pelne
umiejscowienie przedmiotu w czasie i przestrzeni dane jest przez czworke liczb <x, y, z, D, tj.
przez punkt w czterowymiarowej przestrzeni znanej jako czasoprzestrzefi Minkowskiego

od nazwiska Hermanna Minkowskiego (1864-1909), ktéry pierwszy zdefiniowal te przestrzen

i zbadal jej wiasnoSci geometryczne.

Chociaz nie mozemy ani narysowac ani wyobrazi¢ sobie przestrzeni czterowymiarowych, mozemy
zobrazowa¢ wlasnoéci czasoprzestrzeni rozwazajac jej dwu- i tréjwymiarowe aspekty. Ta wiasnie
metoda zostala zastosowana przez Alberta Einsteina (1879-1955), twérce teorii wzglednosci,
ktora jest teorig czasu i przestrzeni uzywana w fizyce wspolczesnej. Einstein tlumaczyt swoje
koncepcje analizujgc przyklad pociagu poruszajacego si¢ wzdtuz toru. W tym przypadku
wystarczy rozpatrywac tylko jeden wymiar przestrzeni i umiejscowienie przedmiotu jest okreslone
przez punkt (x, ) w geometrii dwuwymiarowej, gdzie x jest potozeniem na ustalonej prostej

(na torze) w czasie r. Ta dwuwymiarowa czasoprzestrzen wyglada tak jak obok.

Jezeli pociag jest nieruchomy, to jego wspolrzedna przestrzenna x jest stale réwna 0 i historia
pociagu reprezentowana jest przez pionowa of £. T¢ prosta nazywa sie linig §wiata pociagu.
Kiedy pociag porusza si¢ na prawo ze stala predkoscia, jego linia $wiata jest nachylona w prawo
(prosta I), gdyz x zwigksza si¢ jednostajnie ze wzrostem 1. Im szybciej jedzie pociag, tym szybszy
iest wzrost x wraz z f, a wigc tym bardziej na prawo znajduje sie odpowiednia linia §wiata
(prosta II). Istnieje jednak ograniczenie na poloZenie tej prostej. Zgodnie z teoria wzglednosci
pociag nigdy nie moze poruszac si¢ szybciej niz $wiatlo. Kolorowe proste s liniami §wiata
fotonu (czastki Swiatla) poruszajgcego si¢ wzdluz toru w prawo (P) lub w lewo (L). Zadne
przedmioty nie moga poruszac si¢ szybciej niz foton i wszystkie ich linie §wiata zawsze znajduja
si¢ w obszarze powyzej kolorowych linii. Obszar ten przedstawia wszystkie mozliwe przyszle
poloZenia czasoprzestrzenne poczatku ukladu wspoirzednych O. Obszar ponizej kolorowych linii
reprezentuje wszystkie mozliwe polozenia przeszie.

Proste przechodzace przez O i lezace w obszarach przesziosci (dolnym) i przyszlogci (gérnym)
nazywa si¢ czasopodobnymi, podczas gdy linie kolorowe nosza nazwe zerowych (§wietinych).
Wszystkie inne proste przechodzace przez O sa przestrzennopodobne i leza w obszarach na lewo
i na prawo. Obszary te przedstawiaja zdarzenia, ktore nie znajduja sie w czasie ani przed ani

po punkcie 0. Niektore z tych zdarzeri sa rownoczesne z O, czyli zachodza w tym samym czasie
¢ = 0. Takie pojecie rownoczesnofci jest jednak wzgledne. W istocie juz samo pojecie ruchu jest
wzgledne. Nie istnieje ruch bezwzgledny, istnieje jedynie ruch wzgledem pewnego punktu
odniesienia. Jezeli uznamy si¢ za nieruchomych ,,obserwator6w”, ktorych linia §wiata jest of ¢,
to pociag majacy lini¢ $wiata I bedzie oddalaé si¢ od nas. Ale obserwator znajdujacy sie

W pociggu ma prawo uwazac si¢ za nieruchomego, a nas za oddalajacych si¢ od niego. Punkty
na prostej T przedstawiaja dla niego te same poloZenia przestrzenne, podczas gdy dla nas s3 to
polozenia rozne. Zasada wzglednosci stwierdza, ze oba te punkty widzenia sa rownouprawnione.
Prawa fizyki nie przemawiaja na korzy§¢ zadnego z nich.

Tak wigc punkty (zdarzenia) na osi x sa dla nas rownoczesne, gdyz wszystkie maja wspolrzedng
czasowq ! = 0. Jednak dla obserwatora poruszajacego si¢ w pociagu zdarzenia te zachodza

w roznych chwilach. Punkty, ktore sa rownoczesne dla niego, leza na innej prostej, a mianowicie
na prostej ITI z nastepnego rysunku.

Aby to zrozumieé, zauwazmy, Ze jezeli z punktéw B i C (ktére nie sa dla nas rownoczesne)
zostang w strong pociggu wyslane fotony, to do obserwatora w pociggu dotra one w tej samej
chwili (punkt 4), a wiec i ich wystanie uzna on za réwnoczesne.

Kiedy dwie proste s zwigzane w ten wlagnie sposdb, Ze jedna jest linig $wiata poruszajacego sig
obserwatora, a druga prostg skladajaca si¢ z punktoéw dla niego rownoczesnych, wiedy mowimy,
ze te proste sa ortogonalne. Istnigje proste algebraiczne przedstawienie tego pojecia. Niech
punkt 4 ma wspolrzedne (x,, 1,), a punkt B — (x3, ;). Wprowadzamy nast¢pujacq wielkosé:

A'B= Xy X3—1I1ts.

Liczbe¢ A + B nazywamy iloczynem wewnetrznym A i B. Znajdujemy, ze prosta OA jest,
W opisanym wyzZej sensie, ortogonalna do prostej OB wtedy i tylko wtedy, kiedy iloczyn

wewnetrzny A i B rowna si¢ zero, czyli, gdy .° 7 = 0, .
Jezeli A = B, to iloczyn wewnegtrzny przybierz postaé
A-A=x3-1.
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Wyrazenie to moze by¢ wykorzystane do rozroznienia i scharakteryzowania wprowadzonych
poprzednio trzech rodzajow prostych, co pokazuje tabelka

OA jest ] A A jest
czasopodobna -| ujemny
zerowa zero
przestrzennopodobna dodatni

Zauwazmy, ze zéodnie z poprzednig definicja prosta zerowa jest ortogonalna sama do siebie,
Jest tak dlatego, Ze im szybciej porusza sig przedmiot, tym silniej bedzie nachylona prosta
punktow dla niego rownoczesnych, a wigc prosta ta znajdzie si¢ tym blizej linii §wiata
przedmiotu.

Gdy przedmiot porusza sig tak szybko, jak to tylko mozliwe, czyli z predkoscia $wiatla, obie
proste pokrywaja si¢g.

. Opisana wyzej dwuwymiarowa geometria jest zndna jako plaszczyzna Lorentza, od nazwiska
fizyka H. Lorentza (1853-1928), ktory podal formuly wiazace obliczenia (pomiary) wykonywane
przez dwéch obsefwatoréw poruszajacych si¢ wzgledem siebie ze stala predkoscia,

Mozemy teraz wprowadzi¢ do naszych rozwazan dodatkowy wymiar, rozpatrujac przedmioty
poruszajace si¢ wzgledem siebie w dwoch wymiarach, powiedzmy na pewnej plaszczyZnie.
Sytuacja taka tworzy czasoprzestrzen trojwymiarowa.

Linie §wiata fotonow tworza teraz stozek, nazywany stozkiem §wiatla. Proste znajdujace sie
wewnatrz stozka (takie jak of r) sa czasopodobne — sq to historie poruszajacych si¢ jednostajnie
obserwatorow — za$ proste na zewnatrz stozka sg przestrzennopodobne (takie jak 0§ x).

Kazdy punkt w tej czasoprzestrzeni ma trojke wspdlrzednych (x, y, 1) — dwie okreslaja
polozenie, a jedna czas. Dla danych punktow A = (x;, y;, £;) oraz B = {x,, y3, 1, ich iloczyn
wewnetrzny okrelony jest teraz wzorem

A*B=xx3+y1y2—1ils.

Wtedy mozna stosowac ten sam, jak poprzednio, opis ortogonalnoéci — OA jest ortogonalna
do OB wtedy i tylko wtedy, gdy 4- B = 0.
W przypadku, gdy 4 = B, mamy teraz

A A = xi+yi—1i.

W oparciu o to wyrazenie mozemy scharakteryzowaé trzy typy prostych nowej geometnl

za pomoca tej samej, jak poprzednio, tabelki.

Obecna sytuacja rozni si¢ od dwuwymiarowej tym, Ze istnieja pary przestrzennopodobnych
prostych ortogonalnych, na przyklad osie x i y. Teraz bowiem wszystkie punkty, ktore sa
réwnoczesne dla jakiego§ obserwatora, tworza plaszczyzne. Dla nieruchomego obserwatora,
ktorego linia $wiata jest o ¢, bedzie to plaszczyzna xy. Dla obsérwatora poruszajacego sie jest
ona nachylona do tej plaszczyzny pod pewnym katem.

Taka plaszczyzna zdarzen rownoczesnych nie zawiera prostych zerowych. Sklada sie ona
wylacznie z prostych przestrzennopodobnych i przypomina znajoma plaszczyzne euklidesowa,
Na plaszezyinie euklidesowej mamy inny iloczyn wewngtrzny, zwykle nazywany iloczynem
skalarnym punktow A = (x;, y;) oraz B = {x, y,), dany wzorem

A'B=x1x4+y12.

Z takg postacia iloczynu wewngtrznego proste sg ortogonalne (4 - B = 0), gdy sa prostopadle
(tzn. tworzg kat 90°). Dla pewnego obserwatora w czasoprzestrzeni para ortogonalnych
przestrzennopodobmych prostych bedzie si¢ skladaé ze zdarzen réwnoczesnych. Proste te beda
dla niego reprezentowac dwa prostopadte kierunki przestrzenne.
Zauwazmy, Ze W trOjwymiarowej czasoprzestrzeni rowniez wystepuja plaszczyzny Lorentza.
Przykladem jest dowolna plaszczyzna zawierajaca o§ f — przecina ona stozek §wiatla wzdhuz
dwéch prostych zerowych. Istnieje jednak jeszcze jeden rodzaj plaszezyzny odpowiadajacy
obecnogci nowych ortogonalnych par prostych: zerowej i przestrzennopodobnej, Ten nowy rodzaj
plaszczyzny pojawia sig jako plaszezyzna styczna do stozka §wiatla, tzn. przecinajaca go wzdiuz
jednej tylko prostej.
Dwuwymiarowa wersja tej sytuacji, czyli plaszczyzna izotropowa, jest przedstawiona na rysunku
nizej i zawiera tylko jedna prosta zerowa przechodzaca przez érodek ukladu wspolrzednych.
Wiasnoéci plaszezyzny izotropowej mozna omawiaé, poslugujgc sig innym jeszcze iloczynem
wewngtrznym, ktory dla 4 = <{x,, > i B = {(x,, y:) przyjmuje posta¢

AB=xx40-y,y, =

= X1 %,

Teraz, jezeli A+ B = 0, to jeden z dwoch punktéw musi mie¢ wspblrzedna x réwna 0 i musi
leze¢ na osi y. Tak wige na plaszczyZnie izotropowej of y jest prostg osobliwa, co oznacza,
Ze jest ona ortogonalna do kazdej innej prostej na tej plaszczyznie. Wszystkie inne proste
przechodzqce przez §rodek ukladu wspéirzednych sg ortogonalne do niej i tylko do niej.
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W czasoprzestrzeni, jeZeli linia §wiata fotonu jest ortogonalna do pewnej prostej
przestrzennopodobnej, to jaki§ obserwator zobaczy ten foton poruszajacy si¢ w pewnym
kierunku ortogonalnym do kierunku wyznaczonego przez t¢ prosta przestrzennopodobna.
Dla obserwatora poruszajacego si¢ z predkoécia §wiatla punkty (zdarzenia) dla niego
réwnoczesne tworza plaszczyzng izotropowa zawierajacg jego zerowa linig $wiata,

Mozna rozwinaé aksjomatyczng postaé definicji rozwazanych dotychczas zwiazkow
ortogonalnogci. Do opisu ortogonalnosci w plaszczyznach dwuwymiarowych potrzebne sa
cztery aksjomaty.

Aksjomat 1. Jezeli prosta / jest ortogonalna do prostej m, to m jest ortogonalna do /.

Aksjomat 2. Na dowolnej plaszczyinie, jezeli [ jest prosta nieosobliwa, to dla kazdego punktu I
istnieje jedna i tylko jedna prosta m przechodzaca przez P i ortogonalna do /.

Na plaszczyznie euklidesowej Aksjomat 2 mozna zilustrowaé, jak na rysunku wyzej,

podczas gdy na plaszczyZnie Lorentza, jezeli [ jest zerowa, to m jest rowniez zerowa

i rébwnolegta do /.

Aksjomat 3, Dla dowolnych czterech punktéw A, B, C, D, jezeli prosta 4B jest ortogonalng
do prostej CD i AC jest ortogonalna do BD, to AD jest ortogonalna do BC.

Na plaszczyZnie euklidesowej Aksjomat 3 przyjmuje postaé jak obok,

podczas gdy na plaszczyinie Lorentza istnieja inne mozliwoéci — jak nizej.

Aksjomat ten jest, w istocie, icisle zwiazany ze stwierdzeniem, ze wysokosci tréjkata przecinaja
si¢ w jednym punkcie.

Wreszcie potrzebny jest aksjomat wprowadzajacy rozréznienie migdzy trzema mozliwymi
rodzajami plaszczyzn.

Aksjomat 4. Na dowolnej plaszczyznie, albo

(i) nie istnieja proste ortogonalne same do siebie (euklidesowa), albo

(ii) istnieje co najmniej jedna prosta ortogonalna sama do siebie, lecz nie istnieja proste osobliwe
(Lorentza), albo (fii) istnieje prosta osobliwa (izotropowa).

Aby scharakteryzowa¢ ortogonalno$§¢ w czasoprzestrzeni trojwymiarowej, utrzymujemy w mocy
Aksjomaty 1 do 4 i dodajemy

Aksjomat 5. Jezel: / jest ortogonalna do dwoch réznych prostych m i n oraz p lezy w plaszczyZnie
zawierajacej m i n, to [ jest ortogonalna do p.

Aksjomat 6. Istnieja proste ortogonalne same do siebie, lecz nie istnieja proste osobliwe (tzn.
nie istniejq proste ortogonalne do kazdej prostej w tréjwymiarowej czasoprzestrzeni).

Po dokonaniu dokladnej analizy geometrii w czasoprzestrzeni trojwymiarowej stosunkowo
latwo jest opisa¢ strukturg czterowymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego przez proste
»Zwickszenie wymiaru o jeden”. Iloczyn wewngtrzny jest teraz postaci

A'B=xixz+ i y2+n122— 1112
i zachowuje poprzednia definicje ortogonalnosci, a wyraZenie
A A =xt+yi+zi—1}

uzywane jest, jak poprzednio, do okreslenia trzech rodzajow prostych.
Punkty (zdarzenia), dla danego obserwatora w danej chwili rownoczesne, tworzg teraz
nie plaszczyzng, lecz tréjwymiarowa rozmaitos¢ (trojwymiarows geometrie).
Dla obserwatora poruszajacego si¢ wolniej niz §wiatlo rozmaito$¢ ta jest pewnym rodzajem
tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowei, w ktorej ,,ortogonalny” oznacza ,,pod katem 90°”,
Kazda trojwymiarowa rozmaito$é zawierajgca o$ t wyglada jak czasoprzestrzen tréjwymiarowa
Z zawartym w niej troOjwymiarowym stozkiem $wiatla, pochodzacym z przeciecia rozmaitosci
ze stozkiem czterowymiarowym (zbiorem prostych zerowych).
Wreszcie, dla obserwatora poruszajacego sie z predkoscia §wiatla, tréjwymiarowa rozmaito§é
punktoéw jednoczesnych jest styczna do stozka §wiatla — rozwazana niezaleznie wyglada ona
tak, jak na rysunku
gdzie o8 z jest linia $wiata owego zerowego (§wietlnego) obserwatora. Rozmaitosé ta jest tworem
analogicznym do plaszczyzny izotropowej. Struktura jej okreélona jest przez nastepujacy iloczyn
wewnetrzny

A-B=x1%2+0vy:+0z:2; =

= X;X3.

W celu przedstawienia pojecia ortogonalnosci w geometrii Minkowskiego w postaci
aksjomatycznej, zachowujemy Aksjomaty 1 do 4, za$ 5 i 6 zastepujemy przez

Aksjomat 5. Jezeli / jest ortogonalna do prostych m, n i p, ktére nie leza na jednej plaszczyZnie,
za$ g nalezy do trojwymiarowej rozmaitosci zawierajacej m, n i p, to I jest ortogonalna do g.
Aksjomat &'. Istnieja proste ortogonalne same do siebie, ale nie ma prostych osobliwych, a zadne
dwie przecinajace sig proste, ktore sa ortogonalne same do siebie, nie sa wzajemnie ortogonalne.



