Doé¢ rozpowszechniona jest opinia,

e przestrzen geometryczna, w jakiej

zyjemy, ma t¢ wlasno$é, iz kazdy jej

punkt opisuje si¢ trojka (lub inng n-tkg)
liczbrzeczywistych, przy czym wszystkie

liczby rzeczywiste s3 zaangaZowane

»oycia wspolrzednymi” jakichs punktow,

do

Fizycy dyskutuja, czy nasza przestrzen

jest euklidesowa, czy jaka$ inna,

nie podwazajac powyzszej opinii. W tym

$wietle wydawac si¢ moze dziwne,
Ze istnieje dyscyplina zajmujgca sie
badaniem geometrii, w ktorych

od rozpatrywanych przestrzeni

nie wymaga si¢ az tak wiele.
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Stabe geometrie
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Spodréd wszystkich twierdzen danej aksjomatycznie teorii mozna (ew. teoretycznie mozna)
wyrdznié te, do ktérych dowodu nie jest niezbedny jaki$§ z gory obrany aksjomat. Jedli te operacjg
przeprowadzimy konsekwentnie, uzyskamy informacj¢ o tym, co z ktoérych aksjomatow teorii
wynika, a co nie wynika. Ostatecznie bedziemy wiedzieli, ktére z aksjomatéw naszej teorii musza
by¢ spelnione w jakiej$ dziedzinie, aby byly w niej spelnione interesujace nas twierdzenia, a ktore
nie muszg.

Informacje te bylyby zbedne, gdyby mie¢ pewno$é, ze jedynym zastosowaniem geometrii jest
badanie przestrzeni geometrycznej i to spelniajacej podang obok opinie. Tak jednak od

dawna juz nie jest i z tego wzgledu badania nad geometriami opartymi tylko na niektérych
aksjomatach, czyli stabymi geometriami, oraz nad rola poszczegélnych aksjomatow sa,
szczegOlnie w ostatnim dwudziestoleciu, prowadzone intensywnie.
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Jezeli jaka$ geometria zapewnia nam mozliwo$¢ prowadzenia réwnoleglych i (uméwmy sig, ze do
konca artykulu méwié bedziemy o plaszczyznie) mamy do dyspozycji dwie proste nierownolegle,
to kazdemu punktowi mozemy przyporzadkowaé dwa punkty na owych nierownoleglych prostych
(zwanych dalej osiami), czyli wspolrzedne.

To, ze wspoirzednymi sa punkty, wynika po pierwsze stad, Ze tak jest istotnie, a po drugie nazwaé
tych punktow liczbami nie mozemy, gdyz na razie nie widaé¢ sposobu, jak by na nich liczy¢.
Geometria zbudowana przy przyjeciu dwu podanych wyzej zaloZen jest istotnie bardzo slaba. Ale
wszedzie, gdzie (przy odpowiedniej interpretacji pojecia ,,prosta” i pojecia ,,réwnoleglo$é™)
spelnione sa te zalozenia, mozna méwi¢ o wspoirzednych. Co wigcej, mozna obie wspolrzedne
mie¢ na jednej prostej. W tym celu obieramy na osiach po jednym punkcie e i € i wszystkie drugie
wspolrzedne przenosimy rownolegle do ee na pierwsza os.

I teraz mozemy zadaé pytanie: co trzeba zalozy¢ w geometrii, Zeby mozna bylo rachowa¢ na
wspoirzednych? Jezeli przez rachowanie rozumie¢ bedziemy wykonywanie tzw. czterech dzialan,
przy czym dodawanie i mnoZenie maja by¢ laczne, mnozenie ma by¢ rozdzielne wzgledem
dodawania, a dodawanie ma by¢ przemienne, to owym dodatkowym zaloZeniem musi by¢
aksjomat Desargues’a (czyt. dezarga). Musi w tym sensie, ze kazde inne ,,dobre” zalozenie musi
ten aksjomat implikowa¢. Aksjomat Desargues’a orzeka, Ze jesli dwa trojkaty wpisane w trzy
proste, majace wspolny punkt, majg dwie pary bokéw rownoleglych, to rownolegla jest i trzecia
para bokéw. Zdanie to ma naturalne Zrédlo w geometrii przestrzeni — ostrostup trojkatny
przecigty dwiema plaszczyznami rownoleglymi. Ale oczywiscie moze by¢ tez traktowane jako fakt
dotyczacy geometrii plaszczyzny (zapomnijmy o czerwonych plaszczyznach),

Dzialania definiujemy jak na rysunkach. Aksjomat Desargues’a pozwala wykazaé, ze maja one
z3dane wyzej wlasnosci, a niejako ,,na bis” udowodnié, ze wynik nie zalezy od polozenia drugiej
osi i punktu # na niej — jedynie istotne jest polozenie punktow o i e, ktére pelnig rolg zera i je-
dynki. Nie wykazemy tego z braku miejsca, pozostawiajac to doéé trudne, ale wielce pouczajace
zadanie Czytelnikowi. :

Moina roéwniez sprawdzié, ze gdy na wspolrzednych umiemy liczy¢, to w geometrii prawdziwy
jest aksjomat Desargues’a (prosze sprawdzi¢ — tez trudne). Ostatecznie mamy wigc:

Mozliwosé rachowania na wspdirzednych, zanurzalno$é plaszezyzny w przestrzeni tréjwymiarowej
i aksjomat Desargues’a sq réwnowaznymi zaloZeniami.

W ten sposob obejrzeli$my typowy rezultat dla badan nad slabymi geometriami — znaleZli§my
pelng analogi¢ migdzy zaloZeniami pochodzacymi z réinych dyscyplin matematyki (algebra,
stereometria, planimetria).
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Wiréd wymienionych wlasnosci dziatan brakowalo przemiennosci mnozenia. Aby mied i te
wlasno$¢, musimy zalozy¢ aksjomat Pappusa. Orzeka on, ze je§li w dwie proste wpiszemy
(odwrotnie) dwie litery ¥ o odpowiednio réwnoleglych ramionach, to i zamykajgce proste beda
rownolegle. I znow zostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, Ze z aksjomatu Pappusa wynika
przemienno$¢ mnozenia (tym razem fatwe — nalezy postuzy¢ sig poprzednim rysunkiem), jak tez,
Ze przemienno$¢ mnozenia wspolrzednych pociaga za sobg prawdziwoé¢ aksjomatu Pappusa
(znoéw trudne). Bardzo trudne, ale mozliwe jest wykazanie, ze aksjomat Pappusa i (o ile
dysponujemy prostopadloscia) przecinanie si¢ wysokosdci trojkata w jednym punkcie to zdania
réwnowazne. Ostatecznie wigc badanie slabych geometrii daje rownowaznosc:

Przemiennos$¢ mnozenia, aksjomat Pappusa, przecinanie sie wysokosci trojkqta w jednym punkcie.

Gdybyémy chcieli wprowadzi¢ jako$ porzadek wsrdd wspoélrzednych, to okaze si¢, ze rownowazne

5q:

Hoczyn dodatnich jest dodatni i aksjomat Pascha.

Ten ostatni moéwi, Ze prosta nie przechodzaca przez zaden wierzcholek trojkata i przecinajaca
jeden z bokéw trojkata przecina rowniez jeden z pozostalych bokow. Rezultat powyzszy jest
dos$¢ nowy — nie ma jeszcze dziesigeiu lat.
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Wezmy teraz uklad wspélrzednych o osiach prostopadiych i réwnych jednostkach na nich
(o kazdym ukladzie moina zalozyé, Ze jest taki, tylko rysunek bedzie wtedy nie w zgodzie
z intuicja). Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa przyjmujemy, Ze
&) ab = cd+ (a,—by)* +(a2—b3)* = (c1—di)*+ (e2—da)>.
1 zastanéwmy sig, czego musimy wymaga¢ od wspoirzednych, aby$my mogli odkiada¢ odeinki.
Odlézmy odcinek pg na dodatniej polosi pierwszej osi, poczynajac od punktu o, a na punkcie r
koniczac. Wobec (*) bedzie:
(p1—q1)* +(p2—g2)* = (r1—0*+(0—-0)* = ri.
Okazuje si¢ wiec, Ze odkladanie odcinka pocigga za soba warunek na ciato wspoirzednych
AN ety
Xy z
i odwrotnie: warunek ten, zwany pitagorejskosciq ciala, umozliwia odkladanie odcinka.
-
Przetnijmy dwa okregi i poszukajmy ich przecigé:
{(x—a.)’+(.v—bl)’ =ri
AG—a2+ =2 = ri.
Odejmujac stronami stwierdzimy, Ze otrzymane réwnanie jest stopnia pierwszego, a wigc
reprezentuje prosta. Wyliczajac jedna z niewiadomych z tej roznicy i wstawiajac do rownania

pierwszego otrzymamy rownauie kwadratowe z jedng niewiadomg. Aby je rozwigzaé, musimy
umie¢ wyciggaé pierwiastek kwadratowy. Warunek

AVx=yrv=—-»
x )y

nazywany jest euklidesowosciq. Zatem roéwnowazne sg:
Przecinanie okregdw, przecinanie okregu z prosta, euklidesowosé.

Zamiast coraz bardziej pospiesznie i, w konsekwencji, powierzchownie relacjonowa¢ dalsze rezultaty, napisz¢ w tym miejscu itd.,
bo gotowych rezultatow wiele, a na dodatek, jako si¢ rzeklo, badania w toku. Zachecam przy tym Czytelnikéw do wziecia udziatu
w badaniach slabych geometrii, szczegélnie w tym fragmencie, ktory dotyczy analogii migdzy faktami geometrycznymi i algebraicznymi.

Georges Cuvier
(1769—1832)

i anatomia
poréwnawcza

Cuviera nazywa si¢ tworca anatomii poréwnawczej i paleontologii oraz przeciwnikiem teorii
ewolucji. Z tym ostatnim okreéleniem trudno si¢ godzié, gdyz zesp6! hipotez tworzacych
wspolczesna teorig ewolucji za czaséw Cuviera po prostu nie istnial, a poglady zwalczane przez
Cuviera byly od ewolucjonizmu bardzo odlegle.

Ludzie zawsze zdawali sobie sprawg, Ze rozmaite organizmy maja ,,te same” narzady. W ciele
zabijanych krggowcow czlowiek znajdowat watroby, serca i mozgi. Dowodem na dostrzeganie
tozsamodci narzadow jest istnienie odpowiednich wyrazeni we wszystkich jgzykach naturalnych.
Juz w starozytnoéci wyciggano tez wnioski o budowie wewnetrznej czlowieka w oparciu o sekcje
innych ssakow.

W wieku osiemnastym zaczeto sig¢ zastanawiaé, jak daleko mozna si¢ posuwaé w odszukiwaniu
identycznych elementdéw organizméw, rozumiano tez, Ze te same czeéci u roznych gatunkow
mogg si¢ migdzy soba bardzo réznié, np. czaszka konia, kota i ptaka, zab zajaca, slonia lub

Iwa. Pod koniec wieku rozwinela si¢ szkola tak zwanych filozoféw przyrody, ktora glosila
absolutng jednod¢ éwiata zwierzat. Wymagalo to budowania bardzo $mialych uogolnien, tak np.
E. Geoffroy dowodzil w r. 1820 jednosci budowy owadow i kregowcow, twierdzac migdzy innymi,
ze kregom zwierzat kregowych odpowiadaja pierscienie chitynowe otaczajace cialo owadow,
zebrom za$ odpowiadaja owadzie odnéza! Mozna by przytoczy¢ wiecej takich fantastycznych
twierdzen.

Inng wielkg syntezg przyrodnicza wieku osiemnastego byla ,,drabina jestestw”. Na jej dolnych
szczeblach miescily si¢ mineraly, na wyzszych rosliny, wyzej staly zwierzgta, a na szczycie czlowiek.
Niektorzy autorzy ponad czlowiekiem umieszczali jeszcze aniolow i Boga. Kolejnoé¢ szczegolowa
byla sprawsg sporna, zawsze jednak porzadek byl liniowy, drabina nie miala rozgalezien, byla wigc
najzupelniej rézna od wspélczesnych ,,drzew filogenetycznych”. Pozycja organizmu na drabinie
nie miala zadnego zwigzku z wymiarem czasowym, lecz wynikala z rozmaicie rozumianej
hierarchii istot. Wreszcie na przelomie osiemnastego i dziewigtnastego wieku pojawily si¢ teorie
transformistyczne, gloszace, ze gatunki mogg si¢ zmienia¢ z uplywem czasu. Najbardziej
rozbudowana i najszerzej znana jest wirod nich synteza Lamarcka.

Georges Cuvier sprzeciwil sie wszystkim tym trzem uogolnieniom i zdolal przekonaé wspolczesnych
o stusznosci swego stanowiska. Jest on wigc wielkim reformatorem nauk biologicznych. Urodzit

Pro f dr Hen ryk SZARSK], si¢ w micicie Montbéliard, blisko obecnej granicy francusko-szwajcarskiej. Teren ten nalezal

czlonek rzeczywisty PAN

wowczas do ksigcia Wirtembergii, totez Cuvier ksztalcil si¢ od 15 do 19 roku Zycia w stolicy
ksigstwa, Stuttgarcie. Po ukoriczeniu szkét Cuvier zostal nauczycielem w zamoznej rodzinie



