Spéjrzmy na dwa kwadraty,
jeden nieco wzgledem drugiego
przesunigty. Czy to sg te same
kwadraty? Scisla odpowiedz
zapewne powinna brzmie¢ — nie.
Spojrzmy dalej na dowolne dwa
kwadraty. Znowu — skoro
powiedzialem dwa, to zapewne
sg to obiekty rozne. Ale przeciez
zarazem sa one podobne jakos —
w pierwszym przypadku sg
przystajace, w drugim majq

ten sam ksztalt. Z uwagi

na wymienione wlasnosci sg one
analogiczne. Bo¢ analogicznosé
to zawsze analogicznos¢ z uwagi
na cos, albo, inaczej méwigc,
réwnowazno$¢ ze wzgledu

na cos.

Prawie takie same
czyli podobne

\\’: wspdlczesnej matematyce pohcnnllcji réwnowainodci jest dobrze ugr i jduje swe

kazdej jej dyscyplinie. Scisle, relacia réwnowaznosci w klasie X nazywamy taka dwuar 3 relacje = w X,
kiéﬂﬂ‘l czyli dia kaidego x ze zbioru X zachodzi x = x, ktéra jest symetryczna, czyli dla dowolnych
x,y ze zbioru X xzypodgpysz:,oruiﬁtprmhodnh.mlixzyiyzzmcimx:.':.Prxyktadami
nieraz juz w Delcie o i i s3 kongr je w zbi liczbowym. Przykladem takim jest rowniei relacja

izomorficznodci. Jeili = jest rédwnowainodcig w X, to klasg abstrakcji = (klasa abstrakcji elementu x z X)
nazywamy zbidr

ozn
{XeX: xz 2} = x/= (lub [x=z).
Latwo zobaczyé, z¢ dowolne dwie klasy abstrakcji = albo si¢ pokrywajs, albo sq rozigczne. Na odwrdt
rozbicie klasy X na rodzing zbioréw nicpustych i rozlacznych (Ul oo (takich, ucu U = X) wymacza
<a
réwnowainoéé =, wzorem
x ® gy= istnicje & < a takie, Ze x.ysb's.
Woéwczas dla kaidego x z X, gdy x ¢ UE' to [xlxe = UE Moina wiec definiowaé réwnowaino$t przez wskazanie
jakie obiekty sg ulue same ze wzgledu na nig. Bo przecie w jednej klasie abstrakcji znajduja sie obiekty takie
same z V! inosci, a zatem same klasy moina traktowaé jak abstrakty cech istotnych.
Oczywlm:—wpmwadmy rozbicie wszystkich krzywych na zawierajgce odcinek i nie zawierajace fadnego
odcinka. 1 ¢6 to za réwnowainoéé? Matematyczny model, opis, pozwala tworzyé abstrakeje, gdzie brak wzgledu
abstrakcji w potocznym sensie,
Zap latwo Zyé, e p klasyfikacje sq dokladnie]um ni inne, inne znowy sq meuleme Przyklady
dobrze znane to ulonamlamc ze wzgledu na adres i ania, ze lgdu na wo kania i ze

IRiY ojew

wzglgdu na adres pracy. Dokladnicjsza réwnowaino$é to taka, kiéra daje drobniejszy podzial na abstrakty, a wigc

% dokladnicjsza niz Hy= A xe X [dx; S [z,
Nieco przeformulowujac uzyskamy

% ; dokladniejsza nii == A 2y (x =, y=o x T3 ¥), czyli
wdokladniejszodé"” to relacja zawierania: =, g =,.

-Dia dowolnych dwéch réwnowainodei = | i = 5 na tym samym zbiorze X istnicje taka ré inodé =, 26 = G &,

i ® & =, oraz dla kaitdej ~ réwnowainoici zawartej w =, oraz =, mamy = £ . Méwimy Z¢ = jest kresem
dolnym {zl.z,}m ledu na relacj ¢ S i my = = ;A =3. A dowdd tego faktu jest nietrudny, bo
wy , Ze teori & yn = ;N3 jest relaciy réwnowaznosci w X. Nieco mniej
oc-miste :m. 3 dia dowolnej takic pan- réwnowaznosci ;i =, istnieje kres gorny: tak niedokladna
réwnowaino$é =, de %, i R, 5§ zawarte w & oraz gdy tylko rownowaino$é =~ zawiera w'sobie =, i ,, to

& § =, Moina si¢ odwola¢ do ogdlnych twierdzed, a moina takie skonstruowaé zgdane =. Wystarczy zdefliniowad
X % ye istnicje w X cigg xo, ..., % taki, 26 Xy =y, Xo=x, dla i=1,....,0 x_, T g;x1, gdzie ky = 1 ub 2,

i sprawdzié, e zdefiniowana tak relacja jest ré inoscia. Zreszty tu na ogdl = jest réina od = U3,
a mucnmy B,V R,
W rodzini inosci na X istnicje tez element najmniejszy, najdokiadniejszy — to réwnodéé — i najwickszy,

whajogdlniejszy” — to X x X. W ten spos6b przekonaliémy sig, 2¢ rodzina réwnowainoéci tworzy, jsk lw 10 méwi.
kratg z zerem i jednoicig. Wigcej nawet nieco, bo kratg dystrybutywna, tzn. taks, #e dla d
®y, ®3 i =y zachodzi

Y ro

(v ®a)A Ry = (B4 2)VIZA Ta), (BiA )V Ry =(2;v TPy 23).

Tu dowdd jest jui mieco imudniejszy, choé podane definicje powinny wy vé uwai Inikowi. Ten

rodzaj krat jest istotnie wainy — kaida krata dystrybutywna daje si¢ wloiyé w kratg réwnnwdnoé:: pewnego
zhioru,

Do réwnowainosci moina podejié i j. Kazd I wi x ze zbioru X przypisujemy lt.amaﬁ (mc[m)

lonej wi Sci. El t qrdwmwm}dupnmhﬂlﬁmymwnum pied cechy. For : dana jest
funkcja f na zbi X o wartoéciach w zbiorze ¥, Definiujgc x(ker(/))y = fix) = f(y) okreililismy rdmwahm&
Z drugiej strony kaida réwnowainosé ~ na X jest postaci ker(f) dla pewnego f. Wystarczy zdefiniowaé: .ﬂ!) =
=[Xl~.zmwybommka,mmodnlmpltrymétylko"'o éciach w X, Z
raz powyzszy chwyt: ker jest funkcjg, ktorej ar i sy funkc

{f, g> € ker(ker) = ker(f) = ker(g),

czyli fi g sq rd ine, jesli w ja te samg rd inoéé. Dokladniej wige, z pewnika wyboru wynika,
ie dla kaidej funkcji f okreslonej na X istnicje g o wartosciach w X taka, #e {f, g € ker(ker). Dowdd: wystarczy

z kazdej klasy [x]ker(f) wybraé po jednym elemencie — g(x).
Dzialania kratowe tez moina tu zinterpretowaé, Latwo przeformulowaé warunek ker(f) £ ker(g) do postaci:
Jx) = fly)=> g(x) = g(y). Stad moina okredlié funkcje h ze zbioru f{X) w g(X) wzorem k(z) = r= istnicje x w ¥
takie, #¢ flx) = r i g(z) = r i okaie si¢, ¢ g = Af. Na odwrét: gdy g = W, to ker(f) € ker(g). Sprawdzajmy
dalej: szukamy takiego b, by (x,») €ker(f)a ker(g) = ker(f) nker(g) = (f(x) = fAN&z(x) = 2()) = h(x) =
= h(y) = (x, y> € ker(h).
Zdefiniujmy: h(x) = (f{x), g(x)> i oznaczmy h = fxg.
Witedy ker(f) A ker(g) = ker(fxg).
Nieco trudniej jest z suma. Tu istnienie funkcji A takiej, 2e ker(f)v ker(g) = ker(h), wynika z ogblnych rozwazafi,
a samej konstrukcji daleko do elegancji.
Dal przyklad b znoici jest ,,przy i dulo grupa”. Gdy G jest grupa przekszialcen zbioru X,
to definivjemy dla dowolnych & ,, F; c X:

F | =g F ,« istnicje f w G takie, 3¢ F, = fIF,).
=g jest relacjy réwnowainosci.
Z konstrukcjg takg spotykamy si¢ szczegdlnie czgsto w geometrii, wiedy G jest pewng podgrupy grupy
podobiedstw — grupy Sim. Latwo okazaé, ie

gdy G, G3 Esiﬂ, 1o .G. = =m0Gy= Gy = Gy.

Weimy bowiem dowolny tréjkat {a, b, ¢) i klasg [{{a, b, c})]=G;. Gdy f(a, b,c) = (a', ¥', '), fe Gy, to
powinienem znaleé w G, takie k, ze (a’, V', ¢) = M(a, b, ¢). Ale wowczas f = h, czyli f € G;. Dalej okazuje sig, 2e
=6 A =63 = sGyn G, i, ogbdlniej — krata przy f dulo podgrupy grupy podobieristw jest izomorficzna

% z kratg podgrup grupy podobiefstw.
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