Sodslawowe_

Kacik filatelistyczny (11)

Gotfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) byl
niemieckim matematykiem i filozofem,
Stworzyl, niezaleinie od Newtona, podstawy
rachunku rézniczkowego i calkowego.
Whprowadzil matematyke do logiki, ktorg
traktowal jako pewien rachunek. By} takie
organizatorem Zycia naukowego w MNiemczech
— w 1700 r. zalozyt Akademig¢ Nauk w Berlinie
Jako ciekawostke podamy, Ze poza
matematyky i filozofig Leibniz interesowal sig
réwniez polityks | m.in. napisal traktat na
temat elekcji kréla w Polsce w latach 1668-69.
ZInaczki z podobizng G. W. Leibniza wydano
w Niemczech w roku 1927, w NRD w roku
1950 (w 250 rocznice zalozenia Niemieckiej
Akademii Nauk) i w RFN w roku 1966 (w 250

icg dmierci go). Reprodukujemy
ten ostatni znaczek.

Jerzy BARTKE

Doc. dr Andrzej SZYMACHA

Przypomnijmy podstawowe prawa rzadzace niezaleznymi od czasu polami elektrycznymi
i magnetycznymi (Delta 8/1979).
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(1) Strumien E = — O (obejmowany przez te powierzchnie)
(zamknigta powierzchnia) &g
(@  Strumieh B =0
{zamknigta powierzchnia)
(3) KrazenieE =0
(zamknigty kontur)
4 Krazenie B =
(zamknigty kontur K)

Mo strumien j
(przez plat rozpigty na K)

Naturalne pytanie, jakie nasuwa sie w zwiazku z tymi prawami, brzmi: czy prawa te zachowuja
swa stusznosé, gdy sytuacja fizyczna nie jest ustalona, lecz zmienia si¢ w czasie? Przez zmiang
sytuacji mozemy tu rozumie¢ zwiekszanie lub zmniejszanie nateZenia pradu wytwarzajacego pole
magaetyczne, lub zmiang konfiguracji ladunkow wytwarzajacych pole elektryczne. Czesciowej
odpowiedzi na to pytanie udzielil juz Faraday w latach 30-ych XIX w., odkrywajac
do$wiadczainie zjawisko indukcji elektromagnetycznej. Zjawisko indukcji elektromagnetycznej
polega, jak wiadomo, na pojawieniu si¢ w obwodzie elektrycznym zamknietym dodatkowej sily
elektromotoryczuej, ilekro¢ strumieft magnetyczny obejmowany przez ten obwod jest zmienny
w czasie. lloéciowo
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Prawo Faradaya moina stosowac dla dwoch zasadniczo odmiennych sytuacji. Po pierwsze,
strumien magnstyczny obejmowany przez obwod moze sie zmienia¢ wskutek ruchu (lub
deformaciji) przewodnika tworzacego ten obwod w niezmiennym polu magnetycznym. Po drugie,
strumien moze si¢ zmienia¢ nawet dla nieruchomego obwodu, jesli wartosé pola magnetycznego
w roznych punktach przestrzeni zalezy od czasu. Jest faktem dos$wiadczalnym, Ze w obu tych

przypadkach obowiazuje ten sam wzor e = %?— . W dotychczas sformulowanym jezyku te dwa

przypadki musimy opisywac przy pomocy dwoch réinych mechanizmow.

Sytuacje pierwsza, gdy przewodnik porusza si¢ w polu magnetycznym nie zaleznym od czasu,
mozemy latwo zrozumieé uswiadamiajac sobie, ze ruch przewodnika nadaje pewna predkosé
elektronom w nim sig znajdujacym. Tym samym, zgodnie z wzorem Lorentza, na elektrony
zaczyna dzialac sila ev X B, gdzie v jest predkoscia przewodnika. Sila ta zmusza elektrony do
ruchu wokdt obwodu wbrew silom oporu. Praca tej sily wzdiuz calego obwodu wykonana nad
Jjednostkowym ladunkiem, to zgodnie z definicja sila elektromotoryczna. Latwo dowies¢, ze

rowna si¢ ona wiasnie idl:—. Dowdd mozna znaleié w standardowym podreczniku szkolnym.

Zatem w zastosowaniu do tych sytuacji prawo Faradaya nie jest niczym szczegdlnie nowym.
Moina powiedzieé, ze gdyby historia nieco inaczej si¢ potoczyla, prawo to latwo mogloby byé
przepowiedziane teoretycznie.

Przypadek drugi, pola zaleznego od czasu i nieruchomego obwodu, jest znacznie cickawszy.
Poniewaz przewodnik jest nieruchomy, nie mozemy sily elektromotorycznej wigzac teraz z praca
sily Lorentza, czyli sity pochodzacej od pola magnetycznego. Praca jednak jest wykonywana, i nie
robig tego krasnoludki! Musimy przyja¢, Ze w przypadku nieruchomego przewodnika w zmiennym
polu magnetycznym sila elektromotoryczna jest pracg (nad jednostkowym ladunkiem) sit pola
elektrycznego wzdluz obwodu.

. d
Krazegie E = —— strumien B

(wzdluz konturu K) df (przez plat rozpigty na K)

Zatem = strumien (— d—B )

dr
W przypadku pol zmiennych, trzecie z podanych na poczatku tego artykulu praw musimy zastgpic
powyzszym. W podanym powyZej sformulowaniu nosi ono nazwe pierwszego prawa Maxwella.
Czy to jest jednak jedyna niezbedna zmiana w poznanych prawach, konieczna by dostosowac je
do najogodlniejszej sytuacji, gdy wszystkie wielkosci zaleza od czasu? To wlasnie pytanie postawil
sobie Maxwell okoto roku 1864. W przeciwienstwie do Faradaya rozwiazal problem na drodze
czysto teoretycznej, bez prob doswiadczalnych w tym kierunku.
Zeby zrozumieé ideg Maxwella, musimy najpierw omowié dwie sprawy. Pierwsza to pewne
czysto matematyczne wlasnosci rownania wiazacego krazenie pewnego pola wektorowego ze
strumieniem innego pola. Taka wiasnie strukture ma zarowno prawo Ampera (4), jak i
wyprowadzone przed chwila z prawa Faradaya I prawo Maxwella. Drugi potrzebny element to
prawo zachowania ladunku.
W rownaniu-wigzacym kraZenie ze strumieniiem uderzy¢ moze pewna pozorna nielogicznos¢.



Mowige kontur mamy na mysli nie tylko
geometryczng krzywi, ale i okreslony jeden

z dwdch mozliwych kierunkéw jej obchodzenia
(orientacig).
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Czytelnicy proponuja

Pan Andrzef MOJSKI z Sopotu przysial list,

w ktorym dowodzi, ze prawdziwa jest

nastepujaca zaleznoié

T2 (LD+3- (L1 + ... +9-(L,1)8+
+10- (1,1)* = 102

lub ogdlniej

4 S
| + -1
D) =
n
J=1
Réwnodé te mozemy otrzymad, rdzniczkujac
WZOr na sume ciggu geometrycznego

n
i
x—1

x =
31
i podstawiajac w otrzymanej réwnosci x =
LRS!
n

Wszak przy zadanym polu krazenie zalezy tylko i wylacznie od wybranego konturu. Natomiast
aby obliczy¢ strumies, nalezy wybra¢ okreslony plat. Istnieje jednak nieskoriczenie wicle platow
rozpigtych na danym konturze! Sprzecznosci unikniemy pod jednym tylko warunkiem, jesli pole,
ktorego strumien nas interesuje, ma te szczeg6lna wlasnodé, ze jego strumien przez rozne platy
rozpiste na tym samym konturze jest taki sam. Niezaleznosé strumienia od platu mozna sformutowag
inaczej. WeZmy bowiem kontur K i dwa jakiekolwick rozpiete na nim platy. Wektor normalny
na kazdym z platdéw kierujemy w t¢ sama strong wzgledem orientacji konturu. Platy P, i P,
ograniczaja pewien obszar przestrzeni. Wektor n na P; skierowany jest na zewnatrz tego
obszaru, a wektor # na P, do wewnatrz. Oznaczmy strumiesi przez plat P, litera @,, a strumies
przez plat P, litera @,. Mamy @, —®; = 0.

Ale —@, to strumiesi przez plat P; z wektorem — n (te skierowanym na zewnatrz). ®,—®, to
zatem nic innego, jak catkowity strumier wyplywajacy z obszaru zawartego miedzy P, i P;.
Niezalezno$¢ strumienia od platu rozpietego na danym konturze oznacza znikanie strumienia pola
wektorowego przez kazda powierzchnig zamknieta.

Patrzac z tego punktu widzenia na I prawo Maxwella, w ktérym wystepuje strumien pola
magnetycznego, widzimy, Ze wszystko jest w porzadku, bowiem na mocy prawa (2) pole
magnetyczne ma tg przyjemng wlasnos¢. Sprzeczaoscei nie ma, a zarazem zyskujemy sugestie,

ze prawo o znikaniu strumienia magnetycznego przez kazda zamknigta powierzchnie powinno
pozostac bez zmiany przy przejiciu do teorii pol zaleznych od czasu.

A co z prawem Ampera (4)? Wystepuje w nim strumies gestosci pradu j. Czy i ten strumiefi
znika przez kazdg zamknigta powierzchnig? W przypadku pradéw stacjonarnych tak. Strumiefi
gestosci pradu przez zamknigta powierzchnie rowny jest liczbowo ladunkowi, jaki w jednostce
czasu wyplywa z objgtosci ograniczonej ta powierzchnig. Dla pradéw stalych, plynacych dowolnie
dlugo, z danego obszaru tyle fadunku wyplywa, ile donn wplywa — czyli strumiesi catkowity
wynosi wlasnie zero. Jest to nic innego, jak znane dobrze pierwsze prawo Kirchhoffa,
formutowane w szkole dla obszaru otaczajacego rozgalgzienie przewodow. Znikanie strumienia
gestosei pradu wyraza prawo zachowania ladunku dla sytuacji stacjonarnej. Gdyby ladunek mogl
powstawac z niczego, to rodzac sig stale w pewnym obszarze moglby stale zen wyplywac, a jego
ilos¢ w rozpatrywanym obszarze nie zmienialaby sie. Wtedy mieliby$my klopot z prawem
Ampera. Na szczescie ladunek jest zachowany.

Ale co bedzie w przypadku sytuacji niestacjonarnej, jesli iloé¢ tadunku w danym obszarze
przestrzeni moze byc raz wigksza, raz mniejsza? Oczywidcie teraz catkowity strumief j przez
powierzchni¢ ograniczajacq ten obszar jest roZny od zera — kiedy ladunku ubywa, strumien jest
dodatni, kiedy go znow przybywa, strumien jest ujemny. :

W powyzszym zdaniu zawarliémy znow tre$¢ odpowiadajaca prawu zachowania ladunku. Skoro
tadunek nie ginie bez $ladu, ani nie powstaje z niczego, to wlaénic strumier j w danej chwili
réwna sig szybkosci ubywania ladunku. Eadunek maleje tylko dzigki temu, Ze dokladnie tylez go

wyplywa przez powierzchnie.
dQ
trumied j = ———.
Strumied j T

W sytuacji stacjonarnej wszystkie pochodne wzgledem czasu rownaja sig zeru i powyzsze ogélne
prawo zachowania redukuje sig do znikania strumienia j:
W ogolnoéei jednak, gdy —';% # 0, strumied j nie znika i prawo Ampera traci sens.
To wiasnie zauwazyl Maxwell.
Skoro prawo Ampera w podanej postaci traci sens, gdy % # 0, to trzeba je niewatpliwie
zmienic.
L 3 dQ . . dE
Zauwazajac, Ze zgodnie z prawem Gaussa (1) e &g strumien a4

h dE
moZemy ogblne prawo zachowania fadunku zapisa¢ w postaci strumiesi | j+¢, —a—] =10,

dE
A zatem wektor j+&; g ma w najogolniejszym przypadku znikajacy strumien przez kazda

zamknigta powierzchnie. Innymi slowy, strumier tej sumy zalezy tylko od danego konturu, a nie
od platu, ktory na tym konturze rozepniemy. Wiasnosé ta zasugerowala Maxwellowi, Ze ten
wiasnie wektor powinien by¢ wstawiony do prawa Ampera w miejsce samego j, ktore tam

dE
dotychczas wystgpowalo: Krazenie B = ¢ strumien (j +&g —d;)

Powyisze prawo nosi nazwe II prawa Maxwella i jest matematycznie najprostszym uog6lnieniem
prawa Ampera usuwajacym sprzeczno$é, o ktorej wspominalismy.

Poniewaz w sformulowaniu prawa zachowania ladunku korzystaliémy z prawa Gaussa, to znow
wydaje sig, Ze prawo to niec powinno ulec zmianie dla sytuacji zaleznych od czasu (bez wywolania
calego ltaiicucha kolejnej modyfikacji II prawa Maxwelia itd.). Jest to znéw argument

o charakterze prostoty matematycznej.



Rozwigzanie zadania M 205

Przypusémy, ze p(x)— 1 = g(x) - r(x), gdzie
stg < st p, str < stpiwspodlezynmiki
wiclomiandw g oraz r 53 calkowite. Dla
wszystkich pierwiastkow wiclomianu p mamy

@lxi) - r{x) = p(xi)—1 = =1, Wynika stad, e
glx)) = =ri{xi) = + 1, bo wartosdci g(x),

r{xi) sa calkowite. Wiclomian g{x) + rix)
stopnia mnigjszego nit n ma wigc n rdEnych
pierwiastkdw, co jest mozliwe tylko, gdy jest
wiclomianem zerowym., A zatem g(x) =

= —r{x)ip{x}—1 = — (g(x))?, co jest
niemozliwe, poniewaz najwyiszym
wspolczynnikiem wiclomianu p jest 1,

Przepiszemy jeszcze raz zaproponowany przez Maxwella zestaw kompletnych réwnan
elektromagnetyzmu

dB b 1
I. Krazenie E = —strumien—— II. Strumien E = —Q
(kontur zamkn.) dr (pow. zamkn.) €

II. KraZenie B = p, strumien (j+ £ E) IV. Strumien B = 0.
(kontur zamkn.) dr (pow. zamkn.)

Rownania powy#sze nosza nazwe rownan Maxwella. 83 to jedne z najwazniejszych rownan

fizyki.

Najwazniejsza konsekwencja nowego czlonu dopisanego przez Maxwella na podstawie

argumentow teoretycznych jest to, Ze teraz réwnania te dopuszczaja istnienie réznych od zera

rozwigzan nawet wtedy, gdy @ = 0ij= 0.

Jezeli na przyklad wlaczyliSmy na pewien czas prad zmienny w pewnym obwodzie (nazwijmy go

anteng), a potem prad ten wylaczylismy, to od tego momentu rzeczywiscie @ = 0i j = 0. Gdyby

: dE ;
nie bylo czlonu Maxwella &, = to mieliby$my strumient B = 0, krazenie B = 0.

Moina dowies¢, ze jesli zaréwno kraZenie jak i strumiefi pola (przez kazdy zamkniety kontur

i kazda zamknieta powierzchnie) sg rowne zeru, to pole takie jest tozsamosciowo rowne zeru. Bez
czlonu Maxwella dostalibySmy po wylaczeniu pradu w antenie: B = 0. Wstawiajac te wartos¢ do
I prawa Maxwella i korzystajac z prawa Gaussa (ITI) napisalibysmy strumien E = 0,

krazenie E = 0.

Zatem musiatoby by¢ E = 0. Nie istnialyby zadne fale. Z cztonem Maxwella sytuacja jest inna.
Nawet po polozeniu Q@ = 0, j = 0 réwnania dopuszczaja rozne od zera rozwigzania opisujace
sytuacje np. po wylaczeniu pradu. Sprawdzmy to w pewnym szczegblnym przypadku. Przekonamy
sig, Ze moze istnie¢ wedrujacy w przestrzeni obszar, gdzie zarowno pole E jak i pole B sa rozne od
zera. Wyznaczymy jednoczesnie szybkos¢ przesuwania sie tego obszaru. Rysunek przedstawia
dwie roéwnolegte plaszczyzny poruszajace si¢ w kierunku do nich prostopadlym z predkoscia ».
Wprowadzamy ponadto ustalony uklad odniesienia. Nasze wedrujace plaszczyzny sq rownolegle
do plaszczyzny xy, a kierunek ich poruszania sie¢ jest kierunkiem osi z.

Twierdzimy, ze konfiguracja, w ktorej pola Ei B sa roéwne zeru na zewnatrz plaszczyzn.

a wewnatrz przyjmujg wartosci E = (E,, 0, 0), = (0, B,,0)

spelnia wszystkie rownania Maxwella, o ile predkosé v i stosunek % sa odpowiednio dobrane.
y

Ze strumieniami pol E i B przez zamknigta powierzchnig nie ma problemu. gdyz linie sit pol E

i B sa liniami prostymi i kazda zamknigta powierzchni¢ przecinaja parzysta ilo$¢ razy —

wchodzac i wychodzgc. Kluczowe s pozostale dwa prawa, tj. 1 i IT prawo Maxwella.

Rozpatrzmy dwa nieruchome kontury K, i K; zaznaczone na rysunku. 53 one tak usytuowane,

ze w danej chwili znajduja sie czesciowo w obszarze, gdzie pola sa rozne od zera, a czesciowo

w obszarze na zewnatrz plaszczyzn. Obliczmy krazenie pola B wzdluz konturu K. Odczytujemy

z rysunku, Zze wynosi ono + B, - a. Strumieri pola E jest zalezny od czasu, gdyz w miare uplywu

czasu pole E przenika przez coraz wigksza cze$¢ (zacieniowana na rysunku) prostokgta K.

Szybko$¢ zmian tego strumienia wynosi oczywisciev - a* E,.

Na mocy II prawa Maxwella musi by¢ aB; = & povaE;.

Podobnie dla konturu K, stosujemy I prawo Maxwella dostajac aE, = vaB,

(krazenie E wynosi —akE,, w I prawie jest jeszcze jeden znak minus).

Podstawiajac E: z drugiego rownania do pierwszego mamy

1
Veotto
Przypomnijmy w tym miejscu, ze w ukladzie SI amper zdefiniowany jest przez wybor stalej pq
jako pewnej ,,okraglej” liczby, o = 4n- 107,

Stala e, wystepujaca w prawie Gaussa (i Coulomba) musi by¢ wyznaczona z pomiarow sily miedzy
znanymi ladunkami wyrazonymi w kulombach. Jej warto$¢ wynosi

£o = B,84- 1012,

By = gopov-vB,, skad v =

Podstawiajac dostajemy v = 3- 1()’B s

Rachunek ten wykonal Maxwell (oczywmcie nie w ukiadzie SI, ale nie zmienia to istoty rzeczy).
Zbieimos¢ otrzymanej liczby ze znana z zupelnie innych pomiaréw predkoscig Swiatla ma
oczywista interpretacje. Swiatlo, to tajemnicze $wiatlo, ktérego natury nie mogly przenikna¢
najtezsze umysly fizykow i filozofow Zyjacych przed Maxwellem, to nic innego, tylko fale
elektromagnetyczne! Ale fale moga mie¢ rozne dlugosci. W odrdznieniu od $wiatla, ktére jest
generowane drganiami ladunkow wewnairz atomow, fale o wigkszych dlugosciach moga by¢ i sg
generowane drganiami ladunkow w obwodach makroskopowych (antenach). Uzyskal je

w pracowni po raz pizrwszy Hertz w 25 lat po ogloszeniu teorii Maxwella (Maxwell nie dozy! juz
tego triumfu swojej teorii). Sluchajac radia czy ogladajac telewizje nie mamy watpliwosci, Ze

fale te istniejg.
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