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Prof. dr Jacek SZARSKI czlonek korespondent PAN

Drugie prawo mechaniki Newtona orzeka, ze dla dowolnego ciala C pochodna jego pedu,
traktowanego jako funkcja czasu, jest rOwna sumie sil dzialajacych na to cialo. Jezeli wiec
oznaczymy przez p(t) ped ciala C w chwili 7 (wektory bedziemy zaznacza¢ tlustym drukiem),

a przez F sumg dziatajacych na nie sil, to otrzymamy nastepujaca posta¢ matematyczng drugiego
prawa Newtona

M p(6) = F.

Kropka nad symbolem funkcji oznacza — zgodnie z przyjeta w mechanice umowa — pochodna
wzgledem czasu. Rownanie (1) jest rownaniem rézniczkowym w postaci wektorowej,

tj. rOwnaniem, w ktorym niewiadoma jest funkcja wektorowa wystepujaca wraz ze swa
pochodna. Przechodzac do wspélrzednych wektorow mo#na je zapisa¢ w postaci ukladu trzech
rownarn rozniczkowych skalarnych. Z réwnan tych moina, znajac F oraz warto$¢ poczatkowa
pedu np. w chwili 0, tzn. znajac p(0), wyznaczy¢ funkcje p, a wiec ped ciala C.

Rownaniu (1) nadamy jeszcze inng posta¢, ale w tym celu wypada sprecyzowac pewne, istotne
w dalszym ciagu, wiadomosci z mechaniki.

Jako model matematyczny ciala fizycznego przyjmiemy skoriczony uklad punktoéw materialnych.
Jak mozna wyobrazi¢ sobie ,,realizacj¢’ takiego modelu? Otoz, dzielac cialo fizyczne C na
skoriczong ilos¢ malych brylek, moina nastepnie przyjac, ze kazda taka brylka zostaje zastapio
przez punkt materialny ¢ masie odnosnej brylki, i w ten sposdb powstaje skonczony uklad
punktow materialnych, ktory aproksymuje cialo C. Intuicyjnie jest dos¢ oczywiste, Ze
aproksymacja ta jest tym lepsza, im ilos¢ brylek czesciowych jest wigksza, a ich objetosei sg
mniejsze.

WezZmy pod uwage ciato C, zlozone z N punktow materialnych o masach m,, ..., my. Masa
ciala C rowna sig oczywiscie

N
@) m=Y m.
Jj=1
Oznaczmy przez r;(!) wektor zaczepiony w poczatku ustalonego inercjalnego ukladu odniesienia,
ktorego koricem jest pozycja j-tego punktu materialnego w chwili 7. Wowczas wektor V(1) = #y(1)
jest predkoécia j-tego punktu w chwili r. Pedem p (r) ciala C w chwili ¢ jest suma pedow poszczeg6lnych
punktoéw materialnych tzn.

N

0] p() =Y mVy).

i=
Jest widoczne, ze jesli cialo C potraktujemy jako zesp6l dwéch cial, np. ciala C, zlozonego
z punktéw m,, ..., m, i ciala C; ztoZzonego z punktéw m, .y, ..., my, to ped ciala C w dowolnej
chwili jest sumg pedow ciat sktadowych C;-i C;. W dalszym ciagu kazde cialo ztozone z czesci
punktow ciala C bedziemy nazywali czescig ciala C.
Wirad sit dzialajacych na punkty ciala C, sily, ktore pochodza od wzajemnego oddziatywania
miedzy punktami ciala C, nazywamy silami wewnetrznymi (ze wzgledu na cialo C). O tych
silach zakladamy, Ze podlegaja trzeciemu prawu mechaniki Newtona (prawo akcji i reakeji),
skad wynika, Zze suma sil wewnetrznych jest wektorem zerowym. Jesli wiec sily dzialajace na
punkty ciala C i nie bedace silami wewnetrznymi nazwiemy sitami zewngtrznymi (wzgledem ciala
C), to suma wszystkich sil dzialajacych na cialo C jest rowna sumie sil zewnetrznych.
W rownaniu (1) wektor F jest zatem suma sil zewngtrznych.
Punkt materialny o masie m, danej wzorem (2), ktérego pozycja w chwili ¢ jest koniec wektora

N
j=1

nazywamy $rodkiem masy ciala C. Z definicji tej wynika, ze predko$¢ V(1) Srodka masy w chwili ¢
jest dana wzorem

N N
V(f) = l-'(f) = m-! Z MJ;'J(I) = ! Z my VJ(I).
i=1 J=1

Stad i ze wzoru (3) dostajemy

4 p(t) = m¥(1).
Wazér (4) pozwala zapisaé rownanie (1) w postaci rownowaincj
®) mV(t) = F,

gdzie F(r) jest — jak pamietamy — predkoscia srodka masy ciala C w chwili 7, a F jest sumgq sil

&



@

Rozwiazanie zadania M 206

Rozumuige podobnie, jak w przypadku M 205,

przekonamy sig, e p{x) + 1 musi byé
kwadratem pewnego tréjmianu kwadratowego
o wspolczynnikach calkowitych g{x) =

= x¥+mx+n, czyli plx) = (g(x))* -1 =

= (g(x}+1) (g(x)— 1), przy czym trdjmiany
qylx) = g{x)+ 11 ga(x) = g(x)— 1 majg po
dwa roine pierwiastki calkowite, Wynika
stad, ze ich wyrdzniki Ay 1 A; s3 kwadratami
liczh calkowitych. Ale A; = A, + B, jedyna
mozliwodcig jest wicc Ay = 1, A; =9

=1 . —m4l
% -

Pierwiastkami g, sq wtedy ==

=m=3 j —m4 3
e
Pierwiastki te sg calkowite, gdy m jest
postaci 2k + 1 i wtedy szukanym wiclomianem
jest p(x) = (x+k—2)(x+k+1) (x+k—1)
(x+ k). Tak wigc jedynymi wielomianami
spelniajgcymi warunki zadania sg wielomiany,
ktdrych pierwiastkami sg cztery koleine liczby

plerwiastkami ¢; 53

catkowite.

zewnetrznych dzialajacych na cialo C. l;(:) Jjest oczywiscie przyspieszeniem srodka masy.
Roéwnanie (5) rzadzi ruchem kazdego ciala, a wige takze i rakiety. Tymczasem — jak zobaczymy —
rownanie, ktore nazywamy rownaniem ruchu rakiety, jest w sposob istotny rézne od rownania (5).
Otoz celem niniejszego artykulu jest wyprowadzenie wspomnianego rownania i wyjasnienie jego
pozornej rozbieznosci z rownaniem (5).

W dalszym ciqgu przez rakiete rozumie¢ bedziemy cialo, ktore stanowi rakieta wlasciwa wraz

z paliwem w chwili startu oraz wraz z ewentualnym statkiem kosmicznym zawierajacym
pasazerow i cale wyposazenie. Rownanie, ktore wyprowadzimy, obowiazuje tak dlugo, jak
dzialaja silniki odrzutowe, przy czym — jak si¢ okaze — w tej sytuacji istotng role odgrywa fakt,
ze ilos¢ paliwa zuzywana w jednostce czasu oraz predko$é¢ wylotu gazow z silnika odrzutowego
sq bardzo duze.

Wprowadzimy teraz pewne definicje i oznaczenia. Przez cze$¢ uzyteczna C(r) rakiety w chwili ¢
rozumie¢ bedziemy cze$é rakiety zlozona z tych punktow, ktére nie wechodza w sklad paliwa
zuzytego od chwili startu do chwili r. Podkresli¢ wypada z naciskiem, Ze czgs¢ uzyteczng rakiety
C(t) mozemy obserwowac w dowolnej chwili roznej od chwili ¢, przy czym jest to stale ten sam
podzbiér punktdéw rakiety. Przy ustalonym ¢, C(1) nie zalezy wigc od chwili obserwacji,
natomiast zmienia si¢ wraz ze zmiang /.

Dla czeici uzytecznej C(t) oznaczmy predkosc jej srodka masy w chwili ¢ przez o(t). Oznaczmy
dalej przez P(t, h), gdzie h > 0, te czesé rakiety, ktora sklada si¢ z paliwa zuzytego od chwili ¢
do chwili t 4 k. Uwaga, ktora zrobiliSmy przed chwila w odniesieniu do C(¢), przenosi sie na
P(t, h); mianowicie, zbior punktow P(t, h) przy ustalonych wartosciach ¢ i & nie zalezy od chwili
obserwacji i zmienia si¢ dopiero przy zmianie ¢ lub A.

Przy powyiszych oznaczeniach jest widoczne, ze C(r) (cze$¢ uzyteczna rakiety w chwili 7) jest
zespolem dwaoch cial, zlozonym z C(r+h) (cze$¢ uzyteczna rakiety w chwili 1-+h) i z P(r, h)
(paliwo zuzyte od chwili ¢ do chwili 7+ /). Jedli oznaczymy jeszcze przez m(t) mase C(t), to jest
oczywiste, Ze masa czesci P(t, h) jest rowna roznicy mas czesci C(1) i czesci C(f+ h), tzn. masa
P(t, b) wynosi m(t)—m(t+h).

Oznaczmy wreszcie przez u(t, h) predkosé w chwili 14 h Srodka masy czesci P(r, h) rakiety.

W dalszym ciagu zalozymy, ze funkcje o(f) i m(t) sa rozniczkowalne, oraz Ze istnieje granica

(6) limu(t, k) = u(t).
h=0

Granice te nazywamy predkoscia w chwili £ wylotu gazow z silnika odrzutowego. Powyisze
zaloZenia sa w przyjetym przez nas modelu rakiety (skoniczony ukiad punktéw) spelnione z tym
lepszym przyblizeniem, im wiecej jest punktéw wchodzacych w sklad rakiety i im mniejsze sg ich
masy.

Postaramy sig teraz obliczy¢ pochodna w chwili ¢ pedu czesci C(r) rakiety. Utworzymy w tym
celu iloraz réznicowy pedu i przejdziemy do granicy 0 z przyrostem czasu h. Otdz ped czesci
C(t) w chwili t wynosi (zgodnie ze wzorem (4) i przy wprowadzonych przez nas oznaczeniach)

m(t)o(t).

Ped tejze czesci C(r) w chwili £+ jest (zgodnie z poprzednio uczyniong uwaga) suma pedu
w chwili 2+ /& czesci C(1+ h) oraz pedu w chwili -+ k czesci P(z, k), tzn. wynosi

m(t+Ryo(t+hy+ (m(t)—m(e+ k) u(z, h).

Wspomniany wyzej iloraz réZznicowy mozna wiec zapisa¢ w postaci
h='[m(t+hyo(t+h)+ (m(e)—m(t+ h))u(t, Ky —m(t)o(1)), lub po prostym przeksztalceniu

= [m(t+ Bo(e+ ) —m@o()]—h (m(t+ B —m())u(e, ).
Przy h — 0 dostajemy w granicy szukana pochodng w chwili r pedu czefci uzytecznej C(r) rakiety.
Przy naszych zaloZeniach i oznaczeniu (6) granica ta rowna sie % [m()o()]—m(u(t),
lub po przeksztalceniu
) m(yo(t)—wit)m(t),

gdzie w(t) = u(r)—uo(t) jest — zgodnie z okresleniem u(r) — predkoscia w chwili r wylotu
gazdow wzgledem srodka masy czesci uzytecznej C(r) rakiety.

Poniewaz rownanie (1) obowiazuje w dowolnej chwili ¢ dla dowolnego ciala, zatem stosujac je
w chwili ¢ do ciala C(r) dostajemy na podstawie wzoru (7) okreslajacego pochodna w chwili ¢
pedu ciala C(r)

® m()o(8)—w(t)m(t) = F(1),

gdzie F jest sumg sit zewnetrznych wzgledem C(¢).

Roéwnanie (8) jest wlasnie rOwnaniem, o ktorym mowa w tytule artykulu. Rézni sie ono formalnie
od réwnania (5) o skladnik

()] —w(t)m(r).

Skad ta rozbiezno$¢ miedzy rownaniem (5) i (8)? OdpowiedZ na to pytanie jest bardzo prosta.
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Rorwinzanie radania M 207

Przyjmujac x = ux, ¥ m OIrZymamy
(poniewai sinnz = 0 wiedy i tylko wtedy,
gdy « jest liczby calkowity) rownowazny
oklad

4+Iv=4Fk

Ju+v =1, gdzie ki ! sy dowolnymi

liczbami calkowitymi, Wynika styd, ze liczby
3=k = 33u+v)~-(2u+Iv)
k=21 = Mu+I)-200u+v) = Tu sy

calkowite, czyli & i v 54 wlamkami

Tu oraz

o mianowniku 7. Oznaczajye ich liczniki
odpowiednio przez m i n dochodzimy do
ukladu kongruencii

0 {mod T)

0 (mod 7)

Am+ In

Im+n=
rownowainego ukiadowi wyjiciowemu.
Ale J(3m+n) = 9m+3In = 2+ 3In (mod 7),
czyli pierwsza kongruencia wynika z drugiej.
Wystarczy wige, uby Jm+n = 0 (mod 7°, cayli
n = 4m (mod T7), | przyjmujsc za m dowolng
liczbe calkowity z przedziatu (0, 6] otrzymamy
7 serii rozwiazan:
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W réwnaniu (5) wektor F(r) oznacza predkosc Srodka masy stale tego samego ciala; natomiast

w rownaniu (8) wektor »(r) oznacza predkosé w chwili  Srodka masy czedci uzyteczanej C(1)
rakiety, a wiec wraz ze zmiang ¢ coraz to innego ciala (innej czesci rakiety).

W tym miejscu powstaje jednak nastepne pytanie. W naszym rozumowaniu nigdzie nie
korzystaliémy z tego, ze chodzi o rakiete poruszana silnikami odrzutowymi; rakieta mogt byé
rownie dobrze np. samochéd poruszany zwyklym silnikiem tlokowym. Dlaczego wigc w przypadku
rakiety kosmicznej postugujemy si¢ rownaniem (8), a w przypadku samochodu uzywamy
rownania (5)? OdpowiedZ na to pytanie jest rowniez latwa. Oba czynniki w(?), tj. predkosé

wylotu gazow z silnika, oraz m(t), tj. predkos¢ zuzycia paliwa, majg w sytuacji rakiety

kosmicanej bardzo duze wartosci bezwzgledne, wobec czego czlon (9) w réwnaniu (8) gra

istotng role; natomiast w przypadku samochodu wartosci bezwzglgdne obu tych czynnikow sa
bardzo male i dlatego skladnik (9) mozna poming¢ i w ten sposéb dostaé rownanie (5). Z uwagi
tej wynika nastepujacy wniosek: w przypadku samochodu rownanie (8) stanowi lepsze przyblizenie
rzeczywistoéci fizycznej, poniewaz jednak z punktu widzenia praktycznych zastosowan ta lepsza
aproksymacja nie ma istotnego znaczenia, dlatego postugujemy si¢ prostszym rownaniem (5).
Obecnie poswigcimy jeszcze troche uwagi szczegolnej sytuacji, dla nas mieszkanicow Ziemi bardzo
waznej, gdy chodzi o rakiete kosmiczng wystrzelong z powierzchni Ziemi pionowo do géry.
Oznaczajac przez o(t), w(r) i F(r) miary rzutow wektorow o(¢), w(t) i F(t) na o§ skierowang
pionowo do gory i zakladajac, ze |w(f)] = w = const, dostajemy z (8) rownanie skalarne

(10) m(o(1)+wm(t) = F(1).

Zastandéwmy sie, co w tym przypadku skiada sie na wielkos$¢ F(r), ktora jest miara rzutu sumy sit
zewnetrznych ze wzgledu na czgs¢ uzyteczng C(¢) rakiety. Oto6z, sila odrzutu w chwili 7 jest silg
wewnetrzng ze wzgledu na C(r); jesli wigc pominiemy opér powietrza, to na F sklada sie
wylacznie sila przyciagania ziemskiego, tzn. F = —m(t)g, gdzie g jest skalarnym przyspieszeniem
ziemskim. Ostatecznie réwnanie (10) przyjmuje postaé¢ m(t)0 (1) +wm(t) = —m(1)g,

lub po podzieleniu przez m(r)

(11) O(t) = —wm(t)m{t) ' —g.

Zakladajac, ze w chwili startu ¢ = 0 jest ©(0) = 0 (predko$¢ poczatkowa rowna 0) oraz m(0) = mg
(masa rakiety lub inaczej masa czedci uzytecznej rakiety w chwili startu), i catkujac rownanie (11)
w przedziale <0, > dostajemy

v(r) = wloglmem(t)~'}—gr.

Z réwnania tego mozemy si¢ dowiedzieé np., jaka iloé¢ paliwa mus) zosta¢ zuzyta do danej

chwili #, by przy: 1° zadanej predkosci wylotu gazow w oraz 2° danej masie m(r), predkosé o(r)
byla rowna drugiej predkosci kosmicznej, tj. rownala si¢ 11,2 km/s. Istotnie z ostatniego rownania
(wobec w > 0, —gf < 0) dostajemy nierdownosé

e /w < mom(f)~,

gdzie e jest podstawa logarytmoéw naturalnych, skad (mnozac przez m(t) i potem odejmujac
m(t)):

mo—m(t) = m(t) (evv—1).
Przyjmujac v(f) = 12 km/s i w = 1 km/s otrzymujemy stad
no—m(t) = 160000 m(t).

Z ostatniej nierownosci wynika, Ze jezeli m(r) = 1 tona, to masa zuZytego paliwa my—m(r) musi
wynosi¢ co najmniej 160 000 ton.

Wiynik tego rachunku tak zostal skomentowany przez Stefana Banacha w jego podreczniku
»Mechanika”, wydanym w roku 1938, a wiec 41 lat temu: ,,Zeby wiec odbyé podroz
miedzyplanetarng w wozie, majacym wraz z podroznymi masg 1 tony, nalezaloby zabraé z sobg
160 000 ton materialow pednych, co jest oczywiscie niemozliwe. Dowodzi to, Ze przy dzisiejszym
stanie techniki podroz taka jest niewykonalna. Sprawa posunelaby sie naprzod, gdybysmy mogli
wydatnie zwigkszy¢ w, tj. predkos¢ wyplywu gazow, ktora dzisiaj, praktycznie biorac, dochodzi
do 2 km/sek™.

Tyle cytatu z ,,Mechaniki”” Banacha; natomiast Zywiolowy rozwoj techniki po II wojnie §wiatowej
sprawil, Ze w niespeina 30 lat po tej wypowiedzi Banacha rakiety kosmiczne zaczely penetrowac
uklad stoneczny, a cztowiek po raz pierwszy postawil stope na Ksiezycu. Ten fakt stal sig
mozliwy m.in. dzieki temu, Ze znane bylo rownanie, ktoremu podwigcony jest ten artykul.

Na zakoniczenie nalezy podkresli¢ raz jeszcze, ze rownanie (8) obowiazuje w czasie dzialania
silnikow odrzutowych, natomiast z chwila ich wylgczenia ruchem rakiety zaczyna rzadzic
rownanie postaci (5), gdyz wtedy w(r) i /n(t) staja si¢ zerami. Jesli wige z chwila wylaczenia
silnikéw pojazd kosmiczny wejdzie np. na orbite okoloziemska, to ruch po orbicie przebiega
zgodnie z rownaniem (5), w ktorym F oznacza teraz sile majaca — wedlug prawa powszechnej
grawitacji — warto$¢ proporcjonalng do iloczynu masy pojazdu i masy Ziemi oraz odwrotnie
proporcjonalng do kwadratu odlegloéci pojazdu od srodka Ziemi.



