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Pomiar krzywizny przestrzeni

Mgr Bozena MUCHOTRZEB

Na wierzcholkach trzech niemieckich szczytoéw: Brocken, Hohenhagen i Inselberg, odleglych
od siebie o kilkadziesigt kilometrow, ustawiono przyrzady geodezyjne, zmierzono trzy katy tak
utworzonego trojkata i dodano je. Po uwzglgdnieniu bledow pomiaru otrzymano wartosé¢ 180°,
W taki to sposob w latach 1821-23 wielki matematyk Karol Fryderyk Gauss doSwiadczalnie
wyznaczal geometrig przestrzeni. Juz wtedy uwazal, Ze matematyka postugujac si¢ ogbélnymi
prawami geometrii moze proponowac wiele roznych rozwiazan, a to, jaki wariant jest
realizowany w danym miejscu w przestrzeni, zalezy od lokalnych warunkéw fizycznych. Ogolna
teoria wzglednosci sformulowana przez Alberta Einsteina zastapila intuicj¢ Gaussa precyzyjnym
rozumowaniem. Koniecznym okazalo si¢ wprowadzenie pojecia czasoprzestrzeni, a rownania
Einsteina okreslily zwigzek geometrii czasoprzestrzeni z wypelniajaca t¢ czasoprzestrzen
materig. Tor czastki swobodnej, to znaczy nie podlegajacej dzialaniu innych sil oprécz pola
grawitacyjnego, wprowadzono jako wzorzec linii prostej, nazywanej tez linia geodezyjna.
W czasoprzestrzeni catkowicie pustej tak wprowadzona geometria odpowiada gnom'etrii
euklidesowej. Wniosek taki podpowiada nam mechanika Newtona: jesli jako przyklad wezmiemy
dwie czastki, poruszajace si¢ w pewnym momencie rownolegle z jednakowymi predkosciami,
to w pustej przestrzeni beda si¢ porusza¢ ruchem jednostajnym, zawsze rownolegle i w tej samej
odleglosci od siebie (jesli zaniedba¢ ich wzajemne oddzialywanie). Rozpoznajemy natychmiast
w tym modelu dwie proste rownolegle nigdzie nie przecinajace si¢, znane z geometrii
euklidesowe;j. .
Sprobujmy jednak wypehni¢ czasoprzestrzen czgéciowo materia. Wtedy nasze dwie czastki,
poruszajace si¢ poczatkowo, w duzej odlegtosci od obszaru zajgtego przez materig, rownolegle
do siebie, przy przechodzeniu przez rejon silnego niejednorodnego pola grawitacyjnego moga
zaczaC si¢ wzajemnie oddala¢ lub zblizaé. Postugujac sie intuicja z mechaniki newtonowskiej
mozemy powiedzie¢, ze czastka przechodzgca powiedzmy blizej jakiej$ duzej masy zostanie
silniej przyciggana, tory obu czastek zakrzywia si¢ w roznym stopniu — a wigc rozbiegna.
Poniewaz jednak w ramach teorii Einsteina tory ich nadal traktujemy jako geodezyjne
w czasoprzestrzeni, wigc efekt interpretujemy zakrzywieniem samej czasoprzestrzeni, a geometria
staje si¢ nieceuklidesowa.
Wiemy juz wiec, jak mierzyé¢ krzywizng czasoprzestrzeni: wystarczy mie¢ dwie czastki poruszajgce
sig poczatkowo do$é blisko siebie i rownolegle, z podobnymi predkoéciami, i patrzeé, co sig
z nimi dzieje. Wielkos¢, ktora charakteryzuje tendencje takich czastek do oddalania sie od siebic
lub zblizania czyli dewiacj¢ geodezyjnych, nazywamy krzywizna (tensorem krzywizny)
czasoprzestrzeni. Aby ja okresli¢, nie wystarcza jedna liczba, gdyz zachowanie dwoch czastek
w poblizu danego punktu czasoprzestrzeni zwykle bedzie zalezalo od ich wzajemnego polozenia,
gdyz pole grawitacyjne nie musi by¢ jednorodne. W najbardziej ogélnym przypadku konieczny
jest uklad az 20 liczb. Wyznaczy¢ krzywizne czasoprzestrzeni jest wiec w zasadzie bardzo latwo,
gdyz nawet spadanie rzuconego w gore kamienia jest jej efektem, ale typowe zjawiska spotykane
na Ziemi mozna wyjasni¢ na gruncie teorii grawitacji Newtona, bez odwolywania si¢ do
einsteinowskiej interpretacji geometrycznej, poniewaz sq to zjawiska dotyczace stabych-pél
i malych predkosci. Dopiero dla silnych p6l i predkosci poréwnywalnych z predkoséciami $wiatla
wynik pomiaru krzywizny czasoprzestrzeni moze by¢ naprawdg interesujacy, glownie ze wzgledu
na mozliwos¢ testowania ogolnej teorii wzglednosci. Dlatego wykorzystywano w tym celu tory
fotondw (predkosc Swiatla!) przechodzacych mozliwie blisko tarczy slonecznej (wystarczajaco
silne pole grawitacyjne). Porownanie obserwowanej odleglosci katowej na niebie Zrodta fotonow
i Zrodla wzorcowego w przypadku bliskosci Storica oraz w przypadku znacznego oddalenia
pozwala obserwowa¢ i mierzy¢ zjawisko dewiacji geodezyjnych.
Ugigcie promienia $wietlnego przy przejéciu w poblizu tarczy slonecznej moZna w zasadzie
przewidzie¢ i w ramach teorii newtonowskiej, jesli traktowac foton jako czgstke materialna
o predkosci c i energii % mc? (m jest dowolna masa, wielkos¢ ugiecia od niej nie zalezy). Wzor,
wyprowadzony juz w 1801 roku przez niemieckiego uczonego. J. Soldnera, podaje wartosé¢
2MG
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gdzie R — promien Slofica, M — masa Slofica i G — stala grawitacji.

Takie traktowanie fotonu jest jednak bledne i dlatego wynik przewidywany przez ogoing teorig
wzglednosci rozni si¢ o czynnik 2:
4MG

Ap = =3

Czy jednak teoria wzglednosci ma racjg, to powinno wyniknaé z obserwacji.
Najdokladniejszym z dotychczas wykonanych testow jest pomiar ugigcia mikrofal radiowych
przechodzacych w poblizu tarczy Slonca, wykonany przez E. B. Fomalonta i R. A. Sramka
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— onsenn polozenie w obserwatorium w Green Bank (West Virginia, USA). Jako Zrédla mikrofal wykorzystano trzy

L {osdr;oﬁorgdel radic.:z',n:idla (oznaczone syrflbolami 0!_16+?3, 01l19+ 11 'i Ol'l 1402, okr.eélajqcyn.-ni ich pol(m.mic
Mot @\ oneos na niebie), ktore lezq prawie dokladnie na jednej prostej, a srodkowe wiosna kazdego roku jest
w;o !f”"}_*r_t;% za¢miewane przez Slofice. Eksperyment wymagal niezwykle diizej dokladnosci, poniewaz
‘ q,%#é Vs przewidywana warto$¢ odchylenia jest réwna zaledwie 1”',749. Pomiar polozenia radiozrédet byl
10R p—_— S’bqao = dokonywany za pomocy interferometru o bazie 35 km. Dwa skrajne radioZrédta stuzyly jako

punkt odniesienia oraz, dzigki dokonywaniu wylacznie pomiaréw wzglednych, pozwalaly usungé
zaklécenia zwigzane z dzialaniem urzadzen elektronicznych, ruchami atmosfery ziemskiej oraz
nieregularnosciami ruchu obrotowego Ziemi. Duze trudnoéci sprawito usunigcie wplywu korony
stonecznej na wielkos¢ ugiecia mikrofal. W tym celu prowadzono obserwacie jednoczeénie na
dwéch czestotliwosciach: 2695 MHz i 8085 MHz, poniewaz wielkos¢ ugiccia pod wplywem
korony zalezy od diugosci fali, i to pozwalalo na wprowadzenie odpowiedniej poprawki, réwnej
07,1 dla 2695 MHz. Zmieniajace si¢ niejednorodnosci (oscylacje) korony usuwano przez
usérednianie wynikéw w czasie, dzieki obserwowaniu kazdego radiozrédla przez 6 min. Pomiary
wykonano w ciaggu dwoch kolejnych wiosen: 1974 i 1975 roku. Wynik byt niezwykle dokladny

Ap = 17,761 +0”,016.

Zgodny z przewidywaniami ogoélnej teorii wzglednosci, stanowi jej potwierdzenie, a jednoczesnie
bardzo silne ograniczenie na inne, konkurencyjne teorie grawitacji, proponowane po Einsteinie.

Przyjrzyjmy si¢ powierzchni

ale lokalnie. Oznacza to, ze interesowa¢ nas bgda obserwacje dotyczace tylko ,,najblizszej
okolicy”, czyli otoczenia wybranych (zreszta dowolnie) punktow. Wezmy wiec pod uwage kilka
réznych powierzchni — np. powierzchnie szklanki, stolu, szkietka od zegarka, kartki papieru,
kapelusza czy beretu, globusa, albo jakiejs do niczego niepodobnej bryly ugniecionej

z plasteliny. Poczynié¢ nalezy tylko jedno ograniczenie — interesowaé nas bedg wylacznie
powierzchnie bez kantow i rogbw (mozemy tam, gdzie s3 kanty i rogi, obserwowac t¢ czesé
powierzchni, ktora ich nie zawiera).

Latwo ustali¢, co to jest plaszczyzna styczna w obserwowanym punkcie — wystarczy przylozyé

Plaszczyzna styczna i prosta normalna plaska blaszke dotykajaca powierzchni w tym punkcie, lub wyobrazi¢ sobie, ze ja

do powierzchni przylozylismy tam, gdzie jest to trudne do zrobienia lub niemozliwe (np. ,,w dotku”). Prosta
P prostopadia do plaszezyzny stycznej i przechodzaca przez punkt stycznoici nazywana jest
e

normalng do powierzchni. Ustalmy tez (dowolnie, ale jako$), po ktorej stronie plaszczyzny
stycznej bedzie ,,dedatnia” a po ktorej ,,ujemna” strona powierzchni. W tym miejscu potrzebna
jest owa lokalno$¢ — na wstedze Mobiusa ustalié sig tego dla calej powierzchni nie da, ale
lokalnie mozna zawsze. Wyposazeni w powyzsze ustalenia teoretyczne przystepujemy do badan.
Przetnijmy (w wyobrazni chocby) powierzchni¢ wszystkimi plaszczyznami zawierajacymi prosta
normalng i zajmijmy si¢ krzywiznami otrzymanych w przecigciu krzywych. A co to jest
krzywizna? — odwrotno$¢ promienia okregu najlepiej pasujacego do krzywej w obserwowanym
punkcie wzigta z takim znakiem, jaki ma ta strona krzywej, po ktérej lezy érodek tego okregu.
Co si¢ okaze (albo co sig juz okazalo)? Otoz jedli nie wszystkie krzywizny sa réwne, to krzywe
majace najwieksza i najmniejsza krzywizng leza w plaszczyznach prostopadlych. Odpowied# na
pytanie, dlaczego tak jest, nie jest latwa do uzyskania, ale warto sprébowac.
Jezeli pomnoZymy najwigksza i najmniejsza z otrzymanych krzywizn, otrzymamy liczbe Zwana
krzywizng Gaussa. Mozna sprobowaé sprawdzi¢ doéwiadczalnie, ze dla danego punktu jest ona
B . ey kiniinos Gaiisss niezaleina od wyginania powierzchni (beret, kartka papieru), o ile tylko owej powierzchni nie
powierzchni jest dodatnia nazywa sig rozciggamy (ale w podanych przykladach raczej to nie grozi). Udowodnit to Gauss i mozna
eliptyczny, je’li jest ona ujemna — ; A% o gval y 3 s £ .
hiperboiiczny, a gdy réwna 0 — paraboliczny. o tym przeczyta¢ w podrecznikach geometrii rdzniczkowej powierzchni — dowod jest bardzo
rudny.
Ale nie trzeba tego dowodu zna¢, zeby korzystaé z twierdzenia. Mozemy latwo wykazaé na
Jjego podstawie, 7e
— kazda mapa zmienia odleglosci nieproporcjonalnie (bo krzywizna sfery o promieniu R

1
Wynosi = a kartki papieru 0 — musialo si¢ cos rozciagnaé),

— rynng czy rurke z cienkiej blachy mozna zgia¢ tylko tamiac blache (bo gdyby nie, to trzeba
by ja rozciagnac, a na to jeste$Smy za slabi).

Mozna tez wykona¢ demonstracjg: cienka kartke z zeszytu zwijamy w rurke (moZna nawet
nie skleja¢), stawiamy pionowo na stole, a na wierzchu ustawiamy odwaznik 1/2 kg. Dopoki
kartka si¢ nie rozwinie, bgdzie utrzymywala ten cigzar. Czemu? bo krzywizna kartki i przed
zwinigciem i po jest 0, aby si¢ wiec mogla ugiaé, nalezaloby rozciggnaé papier, a na to 1/2 kg

. ) ) ) nie wystarczy.
Punty eliptyczne, paraboliczne i hiperboliczne
na powierzchni w ksztalcie dzwonu. dr Marek KORDOS




