Liczby 1, — 1, I, — i 53 jedynymi elementami
odwracalnymi pierscienia Z{i], tj. takimi
liczbami x € Z[i], ze dla pewnego y € Z[i]
zachodzi xy = 1.

Jednoznacznos¢ rozkladu i liczba klas

Prof. dr Wiadyslaw NARKIEWICZ

1. Twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze w zbiorze liczb naturalnych
wypowiada sig najprosciej w nastgpujacy sposob: kazda liczbe naturalng rézna od jednosci
mozemy przedstawié¢ w postaci iloczynu p, p; ... p, liczb pierwszych na jeden tylko sposéb,

o ile rozklady, rozniace si¢ kolejnoscia czynnikow, uwazaé bedziemy za rowne. Podobne
twierdzenie mozna wystowi¢ takze i dla liczb catkowitych, niekoniecznie dodatnich: kazda liczbe
catkowita, r6zna od 0, 1, —1 mozemy przedstawic¢ na jeden sposob w postaci iloczynu ap;...p,,
PIZy CZym pjy, ..., Pr 54 liczbami pierwszymi, a liczba a réwna jest 1 lub — 1, (Oczywiscie i w tym
wypadku nalezy utozsamia¢ rozklady, roznigce si¢ kolejnoscia czynnikéw). Nazwijmy pierscieniem
liczbowym kazdy zbiér zawarty w zbiorze liczb zespolonych, w ktérym wykonalne jest dodawanie,
odejmowanie i mnozenie. Oczywiscie zbiér Z liczb calkowitych jest takim piericieniem. Nasuwa
sig naturalne pytanie, czy w kazdym pierécieniu liczbowym zachodzi twierdzenie analogiczne

do wystowionego przed chwila w przypadku pierécienia Z.

Rozpatrzmy dla przykladu pierscieni liczb calkowitych Gaussa, zlozony z wszystkich liczb
zespolonych postaci A+ Bi, przy czym A, B sa liczbami catkowitymi. O tym pierscieniu mozZna
udowodni¢ nastepujace twierdzenie, analogiczne do twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie

w Z: jesli z jest liczbg calkowita Gaussa, roZzng od 0, 1, —1, i, —i, to mozemy ja przedstawi¢

w postaci

z=Py+...- P,

przy czym liczby P; sa liczbami pierwszymi Gaussa, tj. majg te wlasno$é, ze z rozkladu P; na
czynniki, P, = xy, gdzie x, y sa liczbami catkowitymi Gaussa, wynika, Ze jeden z tych czynnikow
jest rowny, 1 —1,7 lub —i.

Jezeli

2= Pis,..-P!

jest innym rozkladem tego typu, to » = s, a przy tym po odpowiednim przenumerowaniu liczb
P, ..., P{ zachodza réwnosci: P{ = @, Py, ..., P; = a,P,, przy czym kazda z liczb e, jest réwna
1, —1,i lub —i.

Dla przykladu rozlozymy na czynniki pierwsze w pierscieniu Gaussa liczbg 2: mamy réwnosé

2 = (1+i)(1—1i), a rozklad ten jest rozktadem na czynniki pierwsze, bo jedli np.

1+i= (a+bi)e+di),to2 = |1+i|-|1—i| = |14+i|®> = (@*+b*)(c*+d?) a zatem &*+b* = 1,
lub tez c?-+d? = 1, co pokazuje, Ze jedna z liczb a+ bi, c+di jest rébwna 1, —1, i lub —i.
Mozemy przy tym takze napisa¢ 2 = i(l —i)* = (= 1)1 +)(—=1+i) = —i(1+i)* co pokazuje,
ze mozliwosci podane w sformulowaniu twierdzenia rzeczywiscie wystepuja.

By moc sensownie sformultowac twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu dla dowolnego
pierscienia liczbowego, naleZy uprzednio okreslié, co bedziemy rozumieli przez liczby pierwsze
w takim pierscieniu i jakie liczby beda graly rolg liczb 1, —1 w pierscieniu liczb calkowitych,
czy tez liczb 1, —1, i, —i w pierscieniu Gaussa. W tym celu zauwazmy, ze odwrotno$¢ kazdej
zliczb 1, —1, 7, —i robwniez lezy w piericieniu Gaussa. To podsuwa nastepujace okreslenie:
jezeli R jest pierscieniem liczbowym, to liczba a nalezaca do niego nazywa sie odwracalna

W R, jezeli @ # 0 oraz 1/a nalezy do R. (Oczywiscie liczby 11 —1 sa odwracalne w kazdym
pierfcieniu, a przyklad pierécienia Gaussa pokazuje, ze liczb odwracalnych moze byé wiecej).
Teraz mozemy okresli¢ liczby pierwsze w pierscieniu R: rozng od zera liczbe a pierscienia R
nazywamy liczbg pierwsza w R, jezeli z rownoséci @ = xy (x € R, y € R) wynika, ze jedna z liczb
x, y jest odwracalna w R.

Uzywajac tych definicji mozemy teraz sformulowaé dla dowolnego pierscienia liczbowego R
odpowiednik twierdzenia o jednoznacznodci rozkladu: méwimy, ze w R zachodzi twierdzenie

o jednoznacznosci rozkladu, jezeli kazde liczba a € R, réina od zera i nieodwracalna da sie zapisaé
W postaci

=Py
przy czym liczby Py, ..., P, sq liczbami pierwszymi w R, a przy tym jeielia = Py- ... - Py jest

innym takim rozkladem, to r = s i po odpowiediim ponumerowaniu liczb Py, ..., P} zachodzq
réwnosei Py = ¢, Py, ..., P} = ¢, P,, przy czym liczby ey, ..., ¢; 5q odwracalne.

2. Powstaje naturalne pytanie, w jakich pierscieniach liczbowych sformulowane powyzej
twierdzenie jest prawdziwe. Nast¢pujacy przyklad swiadczy o tym, Ze nic we wszystkich:

rozpatrzmy pierscien R zlozony z wszystkich liczb a+ bi ]/ 5 przy a, b € Z. (Proponuje
Czytelnikowi sprawdzenie, Ze R w istocie jest pierécieniem). Liczba 6 ma w R dwa rézne rozklady:

6 =23 = (1+i J5)(1—i J/5). Nietrudno sprawdzié, ze wystgpujace tu czynniki sa liczbami
pierwszymi w rozwazanym pierscieniu. Jezelinp. 2 = X+ Y = (x+pi ]/_5)(a+ bi V/'5) przy czym
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Czego mozna sig dowiedziec,
mierzac precyzyjnie dlugosc?

W ekspedycji wyslanej x planety Alfa na
Ziemig uczestniczyl Profesor Omega. Mimo,
#e wiedza techniczna Alfian stoi (w

pard iu z ziemskq) bardzo wysok

w miemal wszystkich pozostalych dziedzinach
(szczegdlnie w zakresie nauk
humanistycznych) nie dostajq nam oni nawet
do pigt. Profesor Omega postanowil zabraé
na Alfe cale encyklopedie, leksykony, tomy
powiedei i iki gazet. Zi iano sig,
w jaki sposdb zmieici si¢ to wszystko do
niewielkiej rakietki, ktérq przybyli Alfianie,
v diodithen | tnk Bt pralad i
Profesor Omega wyciggnql z kieszeni maly
kalkulator i diugo cos obliczal, wertujge kartki
ksiqiek i strony gazet. Nastgpnie wyjql

£ rakiety dlugq linijke = dziwnego metalu

i specjalnym widaé noiykiem zrobil na niej
kreske. ,, To wszystko”  powiedzial,
..moiecie zabraé z powrotem swoje ksiqiki™.
Gdy Ziemianie zaczeli sic domagaé blizszych
wylasnien, powiedzial:

— To bardzo proste. Kaidej literze waszego
alfabetu przypisalem liczbe (A = 1, B = 2 itd.),
2 2y s L =N

L "
specialnemu symbolowi — liczbe miedzy 51 a 99.

Przej na ze wszystkie ksigiki
uzywajqc liczh zamiast liter. Litery
oddzielalem nakiem 000, slowa — 00000,

a 000000 znaczy, ie nastgpuigee cyfry naleiy
czytaé jako liczbe. Otrzymalem w ten sposdb
pewnq liczbe. Dosé dusq, okolo 200 miliondw
cyfr, ale nie przesadnie. Postawilem przed nig
0 i przecinek dziesiginy, otrzymujqc liczbe
wymiernq alb z przedzialu (0, 1). Kreska,
ktorq zrobilem na mojej linijce, dzieli jg
wlagnie w stosunku a|b, Gdy wrdce na Alfe,
w laboratorium zmierzymy dokladnie obie
czedel linijki, obliczymy alb, zapiszemy

w postaci dziesigtnej i ote mamy wszystko

I powrolem.

X, y,a,b€Z 104 =|x+yiy/512la+biy51* = (x*+5y)(a*+5b?), a wicc x*+5)* = a*+5b% = 2

lub tez jedna z liczb x*+ 52, @ 2+ 5b jest rébwna 1, a druga réwna 4. Poniewaz rownanie

u*+ 5v* = 2 nie ma rozwigzan catkowitych, musi zachodzi¢ druga mozliwo$é, a wowczas jedna

z liczb X, ¥ musi by¢ rowna 1 lub — 1. Podobnie sprawdzamy, Ze pozostale czynniki naszych

rozkladoéw s3 pierwsze. Pozostaje sprawdzié, ze ilorazy czynnikéw obu rozkladéw nie s3

1£iY5 1+iy/5
2 7S

ostatecznie, Zze w pierscieniu R twierdzenie o jednoznacznoéci rozkladu nie zachodzi.

odwracalne, ale to wynika z uwagi, ze zadna z liczb nie lezy w R. Widzimy

3. Powyisze przyklady wskazuja, Ze istnieja piericienie z jednoznacznoscia rozkladu na czynniki
pierwsze, jak i bez tej jednoznacznoéci. Okazuje si¢, Ze moina w pewien sposdb mierzyé, jak
bardzo dany pierscien liczbowy odbiega od piericienia z jednoznacznoscia rozkladu. Do tego
celu potrzebne nam bedzie pojecie ideatu.

Jezeli R jest pierscieniem liczbowym, to niepusty podzbiér I = R nazywamy idealem, jesli jest w nim
wykonalne dodawanie i odejmowanie oraz mnozenie przez elementy z R (niekoniecznie naleZace
do I). Przykladem idealu w pierscieniu liczb catkowitych jest zbior liczb parzystych (ale zbior

liczb ‘nieparzystych nie jest idealem, gdyz suma liczb nieparzystych jest parzysta!), czy tez

zbidr wszystkich liczb podzielnych przez zadang liczbg naturalng N. Przyklad ostatni moina
uogolnic: jezeli a jest dowolnym elementem pewnego pierscienia R, to zbiér wszystkich liczb

x € R dajacych sig zapisa¢ w postaci x = ba, przy pewnym b € R jest idealem. Ten ideal
oznaczamy przez I, i nazywamy idealem glownym, wyznaczonym przez a. (Czytelnik zechce
sprobowac udowodnié, Ze w pierscieniu Z kazdy ideat jest idealem glownym, wyznaczonym

przez pewna liczbg naturalna).

Jezeli I jest idealem w R, a x jest pewna liczba z R, to przez xI oznaczaé bedziemy zbior
wszystkich liczb y € R, dajacych si¢ zapisaé w postaci y = zx przy pewnym z nalezacym do I
I tak np. ideat I, mozemy zapisa¢ w postaci I, = aR.

Dwa idealy I, J nazywamy rownowaiznymi, jezeli mozna znale#¢ niezerowe liczby a, b € R takie,
ze al = bJ. Zauwazmy, ze dowolne dwa idealy glowne, powiedzmy I, i I, przy a, b # 0sa
réwnowazne, gdyz zachodzi réowno$é bl, = baR = abR = al,. Zauwaimy takze, ze jezeli idealy
I, J oraz I, J, sa rownowaine, to takze i idealy J i J, beda rownowazne. To pozwala nam
podzieli¢ zbiér wszystkich idealéw, réznych od idealu zerowego {0} = J, na klasy, zaliczajac
dwa idealy do tej samej klasy wowczas, gdy sa rownowazne. Jezeli liczba takich klas jest
skoficzona, to nazywamy ja liczba klas pierscienia R i oznaczamy przez si(R). Liczba ta w wielu
wypadkach pozwala mierzy¢, jak bardzo wlasnoéci pierscienia R odbiegaja od wlasnosci
piericienia z jednoznacznym rozktadem. By moc to sformulowaé precyzyjniej, ograniczymy
teraz klasg rozwazanych pierscieni. Rozpatrywaé bedziemy dwa typy pierécieni liczbowych —
pierscienie kwadratowe oraz pierscienie cyklotomiczne.

4. Piericienie kwadratowe okreélimy w nastgpujacy sposob: jezeli D jest liczba calkowita,
niepodzielng przez kwadrat liczby naturalnej, réznej od jednosci (tj. D = p, ... p, lub D

D = —p, ... p,, gdzie p,, ..., p, sa r6znymi liczbami pierwszymi), a przy tym D daje reszig

2 lub 3 z dzielenia przez 4, to przez piericien kwadratowy, wyznaczony przez D, bedziemy
rozumieli zbiér wszystkich liczb postaci @+ b /D, przy czym a, b € Z. Jezeli za§ D daje z dzielenia
przez 4 reszte 1, to pierscieniem kwadratowym, wyznaczonym przez nig, bedziemy nazywali

by D

zbidr wszystkich liczb postaci Hf, gdzie a, b € Z i sg jednakowej parzystosci. Otrzymany
piersciefi oznaczamy przez Rj,.
(Niejednolitoé¢ podanej definicji moze wyda¢ si¢ dziwna. Naturalniej byloby podac takie
i w przypadku drugim definicje taka samg jak w pierwszym. Okazuje si¢ jednak, ze takie
podejicie pie prowadzi do przejrzystej teorii.)

Pierscienie cyklotomiczne, ktore teraz wprowadzimy, zostaly zdefiniowane w polowie ubieglego
wieku przez matematyka niemieckiego E. E. Kummera, ktory je wykorzystal przy badaniu
rozwiazalnosci stawnego rownania Fermata: x"+y" = z" przy czym x, y, z 53 liczbami catkowitymi
dodatnimi, a n > 3. (Do dzi$ zresztg nie wiemy, czy to rOwnanie ma rozwigzania).

Wybierzmy liczbe pierwsza nieparzysta p i oznaczmy przez z, liczbe zespolona cos (27/p)+

+i sin(2n/p). (Jest to p-ty pierwiastek z jednosci, gdyz wzor Moivre’a daje z} = 1). Przez R[p]
oznaczaé¢ bedziemy zbior wszystkich liczb zespolorych dajacych si¢ zapisaé w postaci

ﬂo+a'12’+ﬂzfg s SO +ﬂ'_;z=_=+a’“12‘=-l,

Przy ¢Zym o, dy,..., dp-z 58 liczbami catkowitymi. Nietrudno sprawdzic, ze R[p] jest
pierScieniem. Bedzie to wlasnie pierscien cyklotomiczny wyznaczony przez p. (Stowo
,.cyklotomia™ oznacza podzial okregu, a uzyte jest tutaj z tego wzgledu, ze liczby 1, z,, 23, ..., 25"
leza na okregu jednostkowym i wyznaczajg podzial tego okregu na p rownych czgsci).
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Zmierzyé wysokos$¢ wiczy
za pomocg barometru —
— takie zadanie dano przedstawicielom

réznych nauk. Oto jak je rozwigzywali:
Matemaiyk wykorzystal twicrdzenie Talesa
(i to, ie dzien byl stoneczny): ustawil
barometr pionowo, zmierzyl jego dlugodé

oraz dlugoié jego cienia i wiezy i szybko mial
odpowied:. Fizyk-teoretyk wykorzystal fakt,
e cifnienie maleje wraz z wysokodcig,
fizyk-doswiadczalnik przywiqzal barometr

do sznurka, spuicil z wieiy i potem zmierzyl
dlugodé sznurka. Chemik wylal rteé

1 barometru do kolby, doprowadzil do stanu
wrzenia u stdp i na szczycie wieiy i z rdinicy
temperatur wrzenia obliczyl iqdang wysokosé.
Humanista zai zapukal do stojqcej nieopodal
chatki. ,,Dostanie pan barometr, jesli

powie mi pan, ile ta wieia ma wysokosici”
powiedzial do siwego staruszka, ktdry
otworzyl mu drawi.

5. Podamy teraz podstawowe twierdzenia dotyczace wprowadzonych pierscieni i wigzace sig
z liczba klas oraz jednoznacznoscig rozstadu.
Jednym z najwazniejszych i najstarszych rezultatow w tej dziedzinie jest oastgpujace twierdzenie,
podajace zwigzek miedzy liczba klas a jednoznacznoscia rozkladu: W piericieniu Rp lub R[p]
zachodzi twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu wtedy i tylko wiedy, gdy jego liczba klas réwna
Jjest 1, tj. gdy wszystkie idealy sa rownowaine.
Twierdzenie to sprowadza zagadaienie jednoznacznosci rozkladu do obliczenia liczby klas.
Dla konkretnego pierscienia nie jest to zagadnienie trudne, szczegolnie przy uzyciu maszyn
cyfrowych. Znacznie trudniej jest wyznaczy¢ wszystkie piericienie o tej wlasnodci. Okazuje sig,
ze pierécieni Rp przy D ujemnym, oraz R[p] z jednoznaczno$cia rozkladu jest skoriczenie wiele.
Dla piericieni Rp z D dodatnim tege nie wiemy. Obliczenia numeryczne sklaniaja do
przypuszczenia, ze takich D jest nieskoriczenie wiele, ale metody matematyki wspolczesnej nie sg
dostatecznie mocne na to, by problem ten rozstrzygnac.
_A oto lista ujemnych D, dla ktérych w Rp zachodzi twierdzenie o jednoznacznym rozkladzie:

= —1,-2, -3, -7, =11, —19, —43, —67, —163. Pierwszy dowdd tego, Ze nie ma innych
D ujemnych o tej wlasnosci podat mlody matematyk amerykariski, H. M. Stark, w 1967 roku.
Dla pierscieni R[p] sytuacja jest podobna. Wiemy, dzigki badaniom K. Uchidy, J. Masleya
i H, Montgomery’ego, Zze jednoznaczno$é¢ rozkladu zachodzi w R[p] jedynie dla p = 3, 5,7,
11, 13, 17 oraz 19.
Znane s3 takze wszystkie pierscienie cyklotomiczne oraz pierfcienie kwadratowe Rp z ujemnym
D, dla ktérych liczba klas réwna jest 2. Jak zauwazyl L. Carlitz, w takich pierscieniach zachodzi
nastepujacy fakt: w kazdym rozkiadzie liczby na czynniki pierwsze wystqpi ta sama ilos¢
czynnikow pierwszych. Przy tym wlasno$¢ ta jest charakterystyczna dla pierdcieni z liczba klas
rowng 2.
Byloby interesujaca rzecza znalezienie podobnych charakteryzacii dla pierscieni z liczba klas
rowna 3, 4, itd., jednakze nie otrzymano tu jeszcze definitywnych rezultatow.

i Zadania

Redaguje mgr Krzysztof NOWINSKI

M 202. Wykazaé, ze dla dowolnego n > 0 istnieje taki m-kat, e n jego przekatnych lezy
wewnatrz niego, a wszystkie pozostale — na zewnatrz.

Rozwiazanie na str. 8

M 203. , Literg T” nazywamy sumg prostopadiych odcinkéw 4B i CD o dlugosci 1 kazdy, przy
czym C jest srodkiem odcinka AB. Wykaza¢, ze w ograniczonym obszarze plaszczyzny nie mozna
pomuescié nieskonczenie wielu rozigcznych , liter T”.

Rozwigzanie na str. 12

M 204. Czy szeécian o wymiarach 6 x 6 X 6 moze by¢ zbudowany z 27 klockéw o rozmiarach
1x2x4? '

Rozwiazanie na sir. 5
(Zadanie to nadestala Malgorzata TOPER z Lubienia).

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ

F 68. Wiazka czastek « o strumieniu N czastek na jednostke powierzchni pada na folig metalowa
o grubosci x i gestosci 7 atomow na jednostke objetosci. W wyniku oddzialywania czastek

« z polem jader atomow folii nastepuje odchylenie czastek w stosunku do kierunku lotu
pierwotnego. Odchylenie to zalezy od tzw. parametru zderzenia — tzn. odlegloéci migdzy torem
czastki daleko od centrum oddzialywania a prosta rownolegla do tego toru przechodzacy przez
centrum sily (czyli przez jadro). Znalez¢ rozklad katowy czastek o po przejéciu przez folig,
zakladajac, ze folia jest na tyle cienka, ze jedna czastka « moze sig,,zderzy¢” tylko z jednym
jadrem, oraz zakladajac, ze jadro pozostaje nieruchome w wyniku oddzialywania (bardzo duza
masa jadra w poréwnaniu Z masg czastki a).

Rozwiazanie na str. 6

3



