
Liczby l, -I, l, -I sa jedynymi elementami

odwracalnymi pierscienia Z[/l, tj. takimi
liczbami x e Z[iJ, ze dla pewnego y e Z[iJ

zachodzi xy = l.

Jednoznacznosc rozkladui liczba klas

Pro! dr Wladyslaw NARKIEWICZ
1. Twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze w zbiorze liczb naturalnych
wypowiada sie naj prosciej w nastepujacy sposób: kazda liczbe naturalna rózna od jednosci
mozemy przedstawic w postaci iloczynuPIPZ ... Pr liczb pierwszych na jeden tylko sposób,
o ile rozklady, rózniace sie kolejnoscia czynników, uwazac bedziemy za równe. Podobne

twierdzenie mozna wyslowic takze i dla liczb calkowitych, niekoniecznie dodatnich: kazda liczbe
calkowita, rózna od O, l, -1 mozemy przedstawic na jeden sposób w postaci iloczynuapI"'p"
przy czymPh ...,Pr sa liczbami pierwszymi, a liczbaa równa jest 1 lub -1. (Oczywiscie i w tym
wypadku nalezy utozsamiac rozklady, rózniace sie kolejnoscia czynników). Nazwijmy pierscieniem
liczbowym kazdy zbiór zawarty w zbiorze liczb zespolonych, w którym wykonalne jest dodawanie,
odejmowanie i mnozenie. Oczywiscie zbiórZ liczb calkowitych jest takim pierscieniem. Nasuwa
sie naturalne pytanie, czy w kazdym pierscieniu liczbowym zachodzi twierdzenie analogiczne
do wyslowionego przed chwila w przypadku pierscieniaZ.
Rozpatrzmy dla przykladu pierscien liczb calkowitych Gaussa, zlozony z wszystkich liczb
zespolonych postaciA +Bi, przy czym A, B sa liczbami calkowitymi. O tym pierscieniu mozna
udowodnic nastepujace twierdzenie, analogiczne do twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie
w Z: jesli z jest liczba calkowita Gaussa, rózna odO, 1, -1, i, - i, to mozemy ja przedstawic
w postaci

przy cz)m liczby PI sa liczbami pierwszymi Gaussa, tj. maja te wlasnosc, ze z rozkladuPI na
czynniki, PI = xy, gdzie x, y sa liczbami calkowitymi Gaussa, wynika, ze jeden z tych czynników
jest równy, 1 -l,i lub -i.
Jezeli

z = p~..... p;

jest innym rozkladem tego typu, tor = s, a przy tym po odpowiednim pr~enumerowaniu liczb
P~, ... , P; zachodza równosci:P~ = (lIPh •••, P; = arP., przy czym kazda z liczbal jest równa
1, -1, i lub -i.
Dla przykladu rozlozymy na czynniki pierwsze w pierscieniu Gaussa liczbe 2: mamy równosc
2 = (1+ i)(1- i), a rozklad ten jest rozkladem na czynniki pierwsze, bo jesli np.
1+i = (a+bi)(c+di), to 2 = 11+il' II-ii = 11+i/z = (az+bZ)(cz+dZ) a zatem aZ+bz = 1,
lub tez cZ+dz = 1,co pokazuje, ze jedna z liczba+bi, c+di jest równa 1, -1, i lub - i.
Mozem) przy ~ym takze napisac 2= i(l-i)Z = (-1)(1 +i)( -1 +i) = -i(l +i)Z co pokazuje,
ze mozliwosci podane w sformulowaniu twierdzenia rzeczywiscie wystepuja.
By móc sensownie sformulowac twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu dla dowolnego
pierscienia liczbowego, nalezy uprzednio okreslic, co bedziemy rozumieli przez liczby pierwsze
w takim pierscieniu i jakie liczby beda graly role liczb 1, -1 w pierscieniu liczb calkowitych,
czy tez liczb 1, -1, i,-i w pierscieniu Gaussa. W tym celu zauwazmy, ze odwrotnosc kazdej
z liczb 1, -1, i,-i równiez lezy w pierscieniu Gaussa. To podsuwa nastepujace okreslenie:
jezeli R jest pierscieniem liczbowym, to liczbaa nalezaca do niego nazywa sie odwracalna
w R, jezeli a # O oraz l/a nalezy doR. (Oczywiscie liczby 1 i -1 sa odwracalne w kazdym
pierscieniu, a przyklad pierscienia Gaussa pokazuje, ze liczb odwracalnych moze byc wiecej).
Teraz mozemy okreslic liczby pierwsze w pierscieniuR: rózna od zera liczbea pierscienia R
nazywamy liczba pierwsza wR, jezeli z równosci a = xy (x e R, y e R) wynika, ze jedna z liczb
x,y jest odwracalna wR.
Uzywajac tych definicji mozemy teraz sformulowac dla dowolnego pierscienia liczbowegoR

odpowiednik twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu: mówimy, zew R zachodzi twierdzenie

o jednoznacznosci rozkladu, jezeli kazth.liczba aeR, rózna od zerai lIieodwracalna da sie zapisac

w postaci

a = Pl' ...• Pr

przy czym liczbyPl> ••• , Pr sa liczbami pierwszymi w R, a przy tym jezeli a= P~ •.... P; jest

innym takim rozkladem, to r= s ipo odpowiednim ponumerowaniu liczb P~,.. " P: zachodza
równosci P~= CIPh •••,P: = crPr, przy czym liczbyCh •••, Cr sa odwracalne.

2. Powstaje naturalne pytanie, w jakich pierscieniach liczbowych sformulowane powyzej
twierdzenie jest prawdziwe. Nastepujacy przyklad swiadczy o tym, ze nie we wszystkich:

rozpatrzmy pierscienR zlozony z wszystkich liczba+bi {sprzy a, b e Z. (Proponuje
Czytelnikowi sprawdzenie, zeR w istocie jest pierscieniem). Liczba 6 ma w R dwa rózne rozklady:

6 = 2· 3 = (1+ i y'S)(l- i y'S).Nietrudno sprawdzic, ze wystepujace tu czynniki sa liczbami

pierwszymi w rozWazanym pierscieniu. Jezeli np. 2= x· y= (x+ yi y5)(a+bi VS) przy czym

t



Czego mozna si~ dowiedziec,
mierzac precyzyjnie dlugosc?

W ekspedycji wyslanej z planety Al/a na
Ziem~ uczestniczyl Profesor Omega. Mimo.
ze wiedza techniczna A/f"UJ/I stoi (w
porównaniu z zlemslcq) bardzo wysoko.

w niemal wszystkich pozostalych dziedzinach

(szczególnie w zakresie nauk

humanistycznych) nie dostaja nam oni nawet

do pltt. Profesor Omega postanowil zabrac

na Al/t cale encyklopedie. leksykony. tomy

powiesci i roczniki gazet. Zastanawillno sit.
w jaki sposób zmiesci sit to wszystko do

niewiellciej rakietki. która przybyli Al/ianie.

w dodotku i tak bardzo przeladowanej.

Profesor Omega wyciagnalz kieszeni maly
kalkulator i dlugo cos obliczal. wertujac kartki

ksiazek i strony gazet, Nasttpnle wyjal
z rokiety dluga lin/jkt z dziwnego metalu

i specjalnym widoc nozykiem zrobil na niej

beskt ••• To wszystko" powiedzial.
••mozecie zabracz powrotem swojeksiqzkju.
Gdy Ziemhmie zacztli sit domagac blizszych

wyjasnien. powiedzilll:
- To bardzo proste. Kazdej literze waszego

alfabetu przypisalem liczbt(A = 1. B = 2 itd.).
kazdemu znakowi przestQllkowemu czy

specjalnemu symbolowi -liczbt ,;,itdzy51 a 99.

Przepisalem na kalkulatorze wszystkie ksiazki

uzywajac liczb zamiDst liter. Litery
oddzielalem znakiem 000. slowa- 00000.

a ()()()(}()()znaczy. ze nasttPujace cyfry nalezy

czytac jako liczbt. Otrzymalem w ten sposób

pewna liczbt. Dosc duza, okolo 200 milionów

cyfr. ale nie przesadnie, Postawilem przed nia

O iprzecinek dzies~tny. otrzymujac liczbt

wymierna alb z przedzialu. (O. 1), Kreska.
która zrobilem na mojej linijce. dzieli ja
wlasnie w stosunku alb. Gdy wróct na Al/t,

w labaratorlum zmierzymy dokladnie obie

cztsci linijki. obliczymy alb, zapiszemy
w postaci dziesittnej ioto mamy wszystko

z powrotem.

x,y, a, be Z, to 4 = Ix+ yi Y512ja+biY512 = (x2+Sy2)(a2+Sb2), a wiec X2+Sy2 = a2+Sb2 = 2
lub tez jedna z liczbX2+Sy2, a 2+Sb2jest równa l, a druga równa 4, Poniewaz równanie
u2 +Sv2 = 2 nie ma rozwiazan calkowitych. musi zachodzic druga mozliwosc, a wówczas jedna
z liczb X, Y musi byc równa 1lub -1. Podobnie sprawdzamy, ze pozostale czynniki naszych
rozkladów sa pierwsze. Pozostaje sprawdzic, ze ilorazy czynników obu rozkladów nie sa

od I I 'k . , . dna l' b Hi ys 1±i yS , I' R W'd '
wraca ne, a e to WynJ a z uwagi, ze za zlCZ 2 '--3--J1le ezy w . l Zimy

ostatecznie, ze w pierscieniuR twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu nie zachodLi.

3. Powyzsze przyklady wskazuja, ze istnieja pierscienie z jednoznacznoscia rozkladu na czynniki
pierwsze. jak i bez tej jednoznacznosci. Okazuje sie, ze mozna w pewien sposób mierzyc, jak
bardzo dany pierscien liczbowy odbiega od pierscienia z jednoznacznoscia rozkladu. Do tego
celu potrzebne nam bedzie pojecie idealu.

Jezeli R jest pierscieniem liczbowym, to niepusty podzbiórI c R nazywamy idealem, jesli jest w nim
wykonalne dodawanie i odejmowanie oraz mnozenie przez elementy zR (niekoniecznie nalezace
do I). Przykladem idealu w pierscieniu liczb calkowitych jest zbiór liczb parzystych (ale zbiór
liczb 'nieparzystych nie jest idealem, gdyz suma liczb nieparzystych jest parzysta l), czy tez
zbiór wszystkich liczb podzielnych przez zadana liczbe naturalnaN. Przyklad ostatni mozna
uogólnic: jezeli a jest dowolnym elementem pewnego pierscieniaR, to zbiór wszystkich liczb
x e R dajacych sie zapisac w postacix = ba, przy pewnym b e R jest idealem, Ten ideal
oznaczamy przezI. i nazywamy idealem glównym, wyznaczonym przeza. (Czytelnik zechce
spróbowac udowodnic, ze w pierscieniuZ kazdy ideal jest idealem glównym, wyznaczonym
przez pewna liczbe naturalna).

Jezeli I jest idealem wR, a x jest pewna liczba zR, to przez xl oznaczac bedziemy zbiór
wszystkich liczby e R, dajacych sie zapisac w postaciy = zx przy pewnym z nalezacym doI.
I tak np. ideal I.mozemy zapisac w postaciI. = aR.

Dwa idealy I, J nazywamy równowaznymi, jezeli mozna znalezc niezerowe liczbya,b e R takie,
ze al = bJ. Zauwazmy, ze dowolne dwa idealy glówne, powiedzmyI. i I. przy a, b -F Osa
równowazne, gdyz zachodzi równoscbIG= baR = abR = al •. Zauwazmy takze, ze jezeli idealy
I, J oraz l, J1 sa równowazne, to takze i idealyJ i J1 beda równowazne. To pozwala nam
podzielic zbiór wszystkich idealów, róznych od idealu zerowego{O} = lo na klasy, zaliczajac
dwa idealy do tej samej klasy wówczas, gdy sa równowazne. Jezeli liczba takich klas jest
skonczona, to nazywamy ja liczba klas pierscieniaR i oznaczamy przezh(R). Liczba ta w wielu
wypadkach pozwala mierzyc, jak bardzo wlasnosci pierscieniaR odbiegaja od wlasnosci
pierscienia z jednoznacznym rozkladem. By móc to sformulowac precyzyjniej, ograniczymy
teraz klase rozwazanych pierscieni. Rozpatrywac bedziemy dwa typy pierscieni liczbowych -
pierscienie kwadratowe oraz pierscienie cyklotomiczne.

4. Pierscienie kwadratowe okreslimy w nastepujacy sposób: jezeliD jest liczba calkowita,
niepodzielna przez kwadrat liczby naturalnej, róznej od jednosci ltj.D = Pl'" Pr lub D

D = -Pl'" Pr, gdzie Plo ••• ,pr sa róznymi liczbami pierwszymi), a przy tymD daje reszte
2 lub 3 z dZielenia przez 4, to przez pierscien kwadratowy, wyznaczony przezD, bedziemy

rozumieli zbiór wszystkich liczb postacia+b yD, przy czym a, b e Z. Jezeli zasD daje z dzielenia
przez 4 reszte1, to pierscieniem kwadratowym, wyznaczonym przez nia, bedziemy nazywali

zbiór wszystkich liczb postacia+b iD ,gdzie a, b e Z i sa jednakowej parzystosci. Otrzymany
2

pierscien oznaczamy przezRD•

(Niejednolitosc podanej definicji moze wydac sie dziwna. Naturalniej byloby podac takze

i w przypadku drugim definicje taka sama jak w pierwszym. Okazuje sie jednak, ze takie
podejscie nie prowadzi do przejrzystej teorii.)

Pierscienie cyklotomiczne, które teraz wprowadzimy, zostaly zdefiniowane w polowie ubieglego
wieku przez matematyka niemieckiego E. E. Kummera, który je wykorzystal przy badaniu
rozwiazalnosci slawnego równania Fermata:x" +y. = z" przy czym x, y,z sa liczbami calkowitymi
dodatnimi, an ;;l: 3. (Do dzis zreszta nie wiemy, czy to równanie ma rozwiazania).
Wybierzmy liczbe pierwsza nieparzystaP i oznaczmy przezz, liczbe zespolona cos(21tlp)+
+ i sin(21tlp). (Jest top-ty pierwiastek z jeanosci, gdyz wzór Moivre'a dajez: = l). Przez R(p)
oznaczac bedziemy zbiór wszystkich liczb zespolol'ych dajacych sie zapisac w postaci

aO+alz,+a2z~+ ... +a,_2z:-2+o'_lZ:-1,

przy czym ao. ah"" a,_2 sa liczbami calkowitymi. Nietrudno sprawdzic, zeR[p) jest

pierscieniem. Bedzie to wlasnie pierscien cyklotomiczny wyznaczony przezp. (Slowo
;,cyklotomia" oznacza podzial okregu, a uzyte jest tutaj z tego wzgledu, ze liczby I,z" z;, ... ,Z:-I
leza na okregu jednostkowymiwyznaczaja podzial tego okregu naP równych czesci).

2



Zmierzyc wysokosc wiezy
za pomoca barometru-
- takie zadanie dano przedstawicielom

róznych nauk. Oto jak je rozwiazywali:

Matematyk wykorzystal twierdzenie Talesa

(i to, ze dzien byl sloneczny): ustawil

barometr pionowo, zmierzyl jego dlugosc
oraz dlugosc jego cieniai wiezy i szybko mial

odpowiedz. Fizyk-teoretyk wykorzystal fakt,

ze cisnienie maleje wrazz wysokoscia.

fizyk-doswiadczalnik przywiazal barometr

do sznurka, spuscilz wiezy i potem zmierzyl

dlugosc sznurka. Chemik wylal rtec
z barometru do kolby. doprowadzil do stanu

wrzenia u stóp i na szczycie wiezy iz róznicy

temperatur wrzenia obliczyl zadana wysokosc.
Humanista zas zapukal do stojacej nieopodal

chatki .•• Dostanie pan barometr. jesli

powie mi ptlII. ile ta wieza ma wysokosci"

powiedzia/-do siwego staruszka. który

otworzyl mu drzwi.

5. Podamy teraz podstawowe twierdzenia dotyczace wprowadzonych pierscieni i wiazace sie
z liczba klas oraz jednoznacznoscia rou:ladu.
Jednym z najwazniejszych i naj starszych rezultatów w tej dziedzinie jest nastepujace twierdzenie,
podajace zwiazek miedzy liczba klas a jednoznacznoscia rozkladu:W pierscieniu RD lub R[P]

zachodzi twierdzenie o jednoznaczr.osci rozklad.u wtedy i tylko wtedy, gdy jego liczba klas równa
jest l, tj. gdy wszystkie idealy sa równowazne.
Twierdzenie to sprowadza zagadnienie jednoznacznosci rozkladu do obliczenia liczby klas.
Dla konkretnego pierscienia nie jest to zagadnienie trudne, szczególnie przy uzyciu maszyn
cyfrowych. Znacmie trudniej jest wyznaczyc wszystkie pierscienie o tej wlasnosci. Okazuje sie,
ze pierscieni RD przy D ujemnym, orazR[p] z jednoznacznoscia rozkladu jest skonczenie wiele.
Dla pierscieni RD z D dodatnim tego nie wiemy. Obliczenia numeryczne sklaniaja do
przypuszczenia, ze takichD jest nieskonczenie wiele, ale metody matematyki wspólczesnej nie sa
dostatecznie mocne na to, by problem ten rozstrzygnac.
A oto lista ujemnych D, dla których wRD zachodzi twierdzenie o jednoznacznym rozkladzie:
D = -l, -2, -3, -7, -lI, -19, -43, -67, -163.Pierwszy dowód tego, ze nie ma innych
D ujemnych o tej wlasnosci podal mlody matematyk amerykanski, H. M. Stark, w1967roku.
Dla pierscieni R[p] sytuacja jest podobna. Wiemy, dzieki badaniom K. Uchidy, J. Masleya
i H. Montgomery'ego, ze jednoznacznosc rozkladu zachodzi w R[p]jedynie dlap= 3,5,7,
lI, 13,17oraz 19.
Znane sa takze wszystkie pierscienie cyklotomiczne oraz pierscienie kwadratoweRD z ujemnym
D, dla których liczba klas równa jest 2. Jak zauwazyl L. Carlit'1:, w takich pierscieniach zachodzi
-nastepujacy fakt:w kazdym rozkladzie liczby na czynniki pierwsze wystapi ta sama ilosc
czynników pierwszych.Przy tym wlasnosc ta jest charakterystyczna dla pierscieni z;liczba klas

równa 2.
Bylob)' interesujaca rzecza znalezienie podobnych charakteryzacji dla pierscieni z Iiczba klas
równa 3, 4, itd., jednakze nie otrzymano tu jeszcze definitywnych rezultatów.

__ Zadania
Redaguje mgr Krzysztof NOWINSKI

M 202. Wykazac, ze dla dowolnegon > O istnieje taki m-kat, ze njego przekatnych lezy
wewnatrz niego, a wszystkie pozostale - na zewnatrz.

Rozwiazanie na str. 8

M 203. ,;Litera T" nazywamy sume prostopadlych odcinkówAB i CD o dlugosci l kazdy, przy
cz;ym C jest srodkiem odcinkaAB. Wykazac, ze w ograniczonym obszarze plaszczyzny nie mozna

ponuescic nieskonczenie wielu rozlacznych "liter T".

R-ozwiazanie na str. 12

M 204. Czy szescian o wymiarach 6 x 6 x 6 moze byc zbudowany z 27 klocków o rozmiarach
l x2x4?

Rozwiazanie na str. 5
(Zadanie to nadeslalaMalgorzata TOPERz Lubienia).

Redaguje dr Halina ABRAMOWICZ

. F 68. Wiazka czastek ~ o strumieniuN czastek na jednostke powierzchni pada na folie metalowa
o grubosci x i gestosci n atomów na jednostke objetosci. W wyniku oddzialywania czastek

~ z polem jader atomów folii nastepuje odchylenie czastek w stosunku do kierunku lotu
pierwotnego. Odchylenie to zalezy od tzw. parametru zderzenia - tzn. odleglosci miedzy torem
czastki daleko od centrum oddzialywania a prosta równolegla do tego toru przechodzaca przez;
centrum sily (czyli przez jadro). Znalezc rozklad katowy czastek ~ po przejsciu przez; folie,
zakladajac, ze folia jest na tyle cienka, ze jedna czastka ~ moze sie "zderzyc" tylko z jednym
jadrem, oraz zakladajac, ze jadro pozostaje nieruchome w wyniku oddzialywania (bardzo duza
masa jadra w porównaniu z masa czastki ~).

Rozwiazanie na str. 6
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