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Jesli liczby calkowite polozy¢ na zbiorze Cantora...
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Nanoszenie liczb dwojkowych na zbibr
‘Cantora,

Prof. dr Jerzy MIODUSZEWSKI

Aby dodaé dwie liczby naturalne zapisane w ukladzie dwojkowym, np. 0+0-2+1-2241-2°
il+1-2+1-22% podpisujemy ich symboliczne zapisy jeden pod drugim i dodajemy tak, jak to
robimy na co dzieri (kierunek zapisu zalezy od przyzwyczajen):

0011

111

11001
Wynik oznacza liczbg 1+1-2+40-2240-23+1 - 2* To formalne dodawanie zgadza si¢ z doda-
waniem prawdziwym: dodawaliSmy 12 i 7 i dostalismy 19.
Wyrazenia nieskoniczone xo+x, - 24 x; - 22+ ... nie sa juz liczbami, ale dodawac je mozna: jak
poprzednio, ich symboliczne zapisy x = xgx; x; ... podpisujemy jeden pod drugim dodajac na
kazdym miejscu tak, Ze je$li np. mielibyémy dostaé 2, to piszemy na tym miejscu 0, pamigtajac
o dodaniu na nastepnym miejscu 1.
To dodawanie (przemienne) czyni ze zbioru liczb dwéjkowych, bo tak nazwiemy rozpatrywane
wyrazenia, grupg; element 0 = 000 ... jest neutralny przy tym dodawaniu.
O matematykach mowig, ze biorg zbior, na nim dzialanie, sprawdzaja, Ze to jest grupa, a potem
sig cieszg. Ta uszczypliwos¢ moze tyczyC zamieszczonego wyizej fragmentu: fakt, ze liczby
dwojkowe tworza grupe, mogliby by¢ zatajony bez szkody dla rozumienia dalszego ciggu. Aby
unikna¢ zarzutéw, autor postara si¢ ten fakt wykorzystywac.

Zbiér liczb dwojkowych mozna zobaczy¢ na prostej, przypisujac liczbie dwojkowej xoxyx; ...
liczbg rzeczywista 2x,/3 +2x, /3% +2x,/3%+ ... Liczby te mieszczg si¢ na odcinku [0, 1] prostej:
najmniejsza jest 0, a najwigksza jest 2/3+2/32+2/3*+ ... = 1. W licznikach ulamkoéw brak jest
jedynek (sa tylko zera i dwojki). Brak jedynki przy 1/3 znaczy brak liczb z przedziatu (1/3, 2/3);
brak jedynki przy 1/32 znaczy brak liczb z przedzialow (1/32, 2/3%) i (7/33, 8/3%). Rozpatrywane
liczby tworza wiec (by¢ moze dobrze znany) zbioér Cantora, ktory stanowi pozostalo$¢ odcinka
[0, 1] po usunieciu przedzialow, ktére zaczeliémy wypisywaé, a ktorych brak (oraz brak czworki
nast¢pnych) pokazany jest na rysunku.

Przedzialy dopeliajace zbidr Cantora do odcinka [0, 1] waine s3 jedynie dla pogladowosci.
Naprawde wazne jest to, co po usunieciu tych przedzialow zostaje. Po usunigciu przedzialu

(1/3, 2/3) zostaja dwie porcje skladajace sieg, jedna, z liczb dwojkowych Ox, x, ... i, druga,

z liczb dwojkowych 1x;x; ... Po usunigciu dwu nast¢pnych przedzialow zostaja cztery porcje,
kazda zlozona z liczb dwojkowych 00x; x5 ..., 0lx; x5 ..., 10x; x5 ... 1 (czwarta) z liczb 11x, x5 ...
Ogoblnie, porcja n-tego rzedu to zbiodr liczb dwdjkowych ag ... Gye y XpXayy ..., gdzie pierwszych

n cyfr jest ustalonych. Niech zapis a, ... @,-; bedzie symbolem porcji.

Liczby naturalne to wielokrotnosci liczby dwojkowej e = 1000 ... Oto zapisy dwojkowe kilku
pierwszych z nich:

2e = 01000 ... 3e=1100...

4e = 001000 ... 5e = 101000 ... 6e = 011000 ... Te = 111000 ...

A oto liczby przeciwne do wypisanych wyzej:

—e =1111...

—2e = 01111 ... —3e = 10111 ...

—4e = 001111 ... —5e =110111... —6e = 010111 ... —7e = 100111 ...

Dla obliczenia np. liczby dwojkowej —e szukalismy liczby dwojkowej xgx; x; ..., ktéra dodana
do e = 1000 ... dawataby 0000 ... Dostaliémy liczbe dwojkowa 1111 ..., ktéra juz nie jest liczbg
w zwyklym sensie, majac w zapisie dowolnie daleko jedynki. Jesli kto$ probowal odejmowac na
arytmometrze od zera jedynke, dostajac serig dziewiatek od korica, ten zdaje sobie spraweg z tego,
co wyszlo.

Liczby dwojkowe ze zbioru E = {... —2e, —e, 0, e, 2e, ...} powstaja kolejno jedna z drugiej
przez dodawanie e, co si¢ na przykladzie wypisanych liczb latwo sprawdza, a co w og6lnosci
wynika z faktu, ze liczby dwojkowe tworza grupe. Zbidr E jest wiec orbitg punktu e, jak sie
mowi.

Przez przyporzadkowanie n — ne, liczby calkowite zostaly polozone na zbiorze Cantora

z zachowaniem dzialan. Ale teraz ich polozenie geometryczne niczym nie przypomina polozenia
liczb catkowitych na prostej. Na rysunku (obok) naniesione zostaly polozenia liczb dwéjkowych
ze zbioru E od —8e do 7e; strzalki pokazujg przejicia do liczby nast¢pnej.



Podzbidr A przestrzeni metrycznej X nazywa
sig gesty w X, gdy w kaidym otoczeniu
dowolnegoe punktu p € X s punkty zbioru A4
{np. zbi6r liczb wymiernych na prostej).
Przestrzefh metryczna X jest spojna, gdy nie
da sig podzieli¢ na dwa zbiory otwarte,
niepuste i rozlaczne. Przestrzen metryczna

X nazywa sig zwarta, gdy kaidy ciag punktéw
tej przestrzeni zawiera podciag zbiezny.
Odcinek z koricami jest przestrzenig zwarty

i spbjng. Pojecia te sg dokladnic omawiane
w kaidej ksigice z elementami topologii

{np. we wzmiankowej w koricu artykuhs
ksigice A. Lelka),

C i C’ sa przeciwleglymi tworzacymi
wpowierzchni walcowej™ powstalej w episany
obok sposéb.

Igla gramofonowa, biegnac po rowku
dochodzacym do x, przeskakuje na rowek
wychodzacy z x + e,

Solenoid = zwojnica.

Termin , kontinuum™ oznacza tu przestrzen
metryczng zwartg i spojng. ,,Continuum'
to tzw. liczba kardynalna, wyrazajgca ilosé
wszystkich liczb rzeczywistych.

Nanoszenie liczb dwdjkowych na odcinek objaénijmy na przykladzie liczby 3e = 11 000...:
lezy ona w porcji 11, na jej lewym koficu, majac w zapisie zera do korica.

Orbita E jest rowna zbiorowi wszystkich punktow skrajnych w porcjach, punkty # - e sa lewymi
koficami porcji, jesli n = 0; sa prawymi koficami porcji, jesli n < 0 (wtedy zamiast zer do
korica wystepuja jedynki); nietrudny rachunek pokazuje, Ze wszystkie korce porcji beda
wyczerpane przez liczby ne. Orbita E jest wigc gesta w zbiorze Cantora, majac punkty w kazdej
porcji, jakkolwiek malej.

Czy to cickawe, Ze orbita pewnego punktu jest gesta? Na okregu, jesli odkladaé od zera stale
kat np. jednego radiana (a jest on niewspéimierny z katem pelnym), to otrzymane punkty
pokryja gesto okrag (mozna sprobowac dowies¢ tego samemu, albo zajrze¢ do ksigzki

J. F. Koksmy, Diophantische Approximationen, Springer, Ergebnisse der Mathematik 4, 1936,
str. 10). Czy wigc podobna rzecz na zbiorze Cantora miataby juz nas nie interesowac?
Dodajmy, Ze do uzyskania orbity gestej nie potrzebowaliémy liczb niewymiernych.

*

Za odleglos¢ liczb dwojkowych mozna przyja¢ np. ich odleglo$é jako punktow zbioru Cantora.
Mie zmienimy istoty rzeczy, jesli za odleglosé liczb dwojkowych przyjmiemy liczbe 1/, gdzie

# jest numerem miejsca, na ktérym cyfry w zapisach tych liczb zaczynaja sie rozni¢ w spostb
istotny: za nieistotne uznajemy zaokraglenia w rodzaju 0,...100111111.... ~ 0,...10100000 ....
Dodawanie i przypisywanie elementowi elementu przeciwnego sa operacjami ciaglymi: jesli
zmienimy skiadniki mniej niz o 1/n, to suma zmieni si¢ mniej niz o 1/n—1 (podobnie jest

dla operacji —).

Majac element a w zbiorze Cantora, wezmy pod uwage odwzorowanie, nazywane przesunieciem
o a, przypisujace elementowi x zbioru Cantora element x+a. Jest to homeomorfizm zbioru
Cantora na siebie: cigglos¢ byla wyjasniona,a przesunigcic 0 —a jest odwzorowaniem odwrotnyn
cigglym w my$! poprzedniej uwagi.

Przesunigcie E+a zbioru E o a (tak ten zbior przesunigty oznaczymy i nazwiemy) jest zbiorem
homeomorficznym z E. Jeslia € E, to E+a = E. Jeilia ¢ E, to E+a jest rozlaczne z E.

Wigcej, roZne przesunigeia zbioru E sg rozlgczne. Sprawdza sig to prostym rachunkiem
robionym w kazdym systematycznym wykladzie o grupach; np. w ksigzce B. Gleichgewichta,
Algebra, rozdzial X1I, twierdzenie 12.4.

Zbiory E+a s3 przeliczalne. Wszystkie razem pokrywaja zbiér Cantora. Réznych od siebie
przesunigé zbioru E jest wigc continuum.

Jesli zbior E+a przesunaé o e, to dostanie sig znowu zbiér E+a, co sie latwo sprawdza.

»

Z liczb dwdjkowych zrobimy teraz uzytek, co przy okazji pozwoli zobaczy¢ wszystko jeszcze raz
inaczej i, by¢ moze, wyrazniej.

Przez punkty zbioru Cantora przeprowadzmy jednakowej wielkosci okregi w plaszczyznach
prostopadlych do osi x-6w, na ktorej zbiér Cantora lezy, i majacych srodki na prostej
réwnoleglej do osi x-6w. Bardziej formalnie: utworzmy produkt zbioru Cantora przez okrag.
Ale teraz rozetnijmy tak powstala wiazke okregéw wzdluz zbioru Cantora, ktéry rozwazamy.
Na miejscu zbioru Cantora powstaly dwa zbiory Cantora, C” i C”. Sprobujmy teraz sklei¢ cala
rZecz z powrotem, ale inaczej, a mianowicie tak, by punkt x na C” skleil si¢ z punktem x+e

na C”,

To, co powstalo, nie jest juz niespojng wiazka okrggow. Odcinki powstale po rozcieciu okregow,
przechodzace przez punkty orbity E punktu e, polaczyly sie w lanicuch odcinkow {... I_5, I_y,
Iy, I, I, ...} : jesli odcinkom wiazki nadaé zwrot od C’ do C*, to wyglada to tak, ze koniec ne
odcinka I, skleil si¢ z poczatkiem (n+ 1)e odcinka 1, ;. Wspomniane odcinki daja w sumie
linig, ktdra jest obrazem ciaglym i wzajemnie jednoznacznym proste;i i ktora jest gesta w calosci,
bo powstaje z sumy okrggdw przechodzacych przez punkty orbity E, gestej w zbiorze Cantora.
Caloé¢, zawierajac podzbidr gesty i spdjny, jest spoina. Jest tez zwarta, bo wiazka odcinkow,

z ktorej powstala, byla zwarta. Calo$¢ jest wiec kontinuum.

Kontinuum to nazywane jest solenoidem. Bylo odkryte przez Vietorisa (1927) i dokladnie zbadan
przez van Dantziga (Uber topologisch homogene Kontinua, Fundamenta Mathematicae 15(1930),
str. 104-125).

Opis solenoidu moina bardziej unaocznic.

W pierwszym przyblizeniu, zbiér Cantora to dwa odcinki roziaczne, oba o dlugosci 1/3, w ktérych
lezg porcje pierwszego rzedu. Pierwsze przyblizenie solenoidu to sklejenie brzegami dwu pasm
nad tymi odcinkami. Przy przesunigciu o e porcja 0 przechodzi na porcje 1 i na odwrot. Rysunek
dalej przedstawia sklejanie pasm pierwszego rzedu wedlug tego przyblizonego przepisu. Przy
sklejaniu, majgc pasma polozone tak, ze mialyby si¢ zwinaé na powierzchnie walca, przekladamy
je miejscami, wiaénie tak jak na rysunku. Jednakze po takim sklejeniu pasma drugiego rzedu

nie sklejg si¢ w sposob odpowiadajacy sklejaniu si¢ porcji drugiego rzedu: porcja 00 ma pizejsé



Pasma pierwszego rzedu dajg w sumie wstgge

spdjng (zakreskowana). Pasma drugiego rzedu

daja w sumie dwie wstegi (czarng i czerwong)

Teraz pasma drugiego rzedu daja w sumie
wstege spojng.

Inny opis polaczen pasm drugiego rzedu
{sklej paski, doklejajac 4 do 4, B do Bitd.).

na porcj¢ 10, porcje 10 na porcjg 01, porcja 01 na porcje 11, a porcja 11 znoéw na porcie 00.
Aby uczyni¢ zado$¢ tym warunkom, wystarczy na jednym ze sklejefi przelozy¢ miejscami pasma
tak, aby 11 przeszlo na 00, tak jak na rysunku nizej. Otrzymujemy znowu wstege spojng.

W przekroju wszystkich budowanych kolejno wsteg dostaje sig linie. Mogly one rownie dobrze
powsta¢ jako przekrdj kabli (toruséw) biegnacych tak samo, jak przedtem wstegi. Mozna by
pomyslec, ze po tych kablach plynie wkolo prad.

W interpretacjach fizycznych nie warto i$¢ za daleko: jesli cheieliby$my pomysleé, ze i po liniach
solencidu plynie prad, to stwierdzilibyémy, Ze jego strumiefi rozpadl si¢ na continuum czeéci
(mimo Ze w przyblizeniach by} zawsze tylko jeden strumien). Jedna z tych czedci to linia, o ktérej
byla juz mowa, powstala z odcinkéw przechodzacych przez punkty orbity E. Reszte linii
dostaniemy przesuwajac orbite E (Pamietamy, Ze zbiory E-+a przechodzg kazdy na siebie przy
przesunigciu o €). To zapewnia sklejanie sig ze soba dwu egzemplarzy zbioru E+ a, jednego na C*
i drugiego na C”, i polaczenia si¢ wszystkich odcinkéw przechodzacych przez punkty zbioru E+a
w jedna linig, taka sama jak ta, ktora przechodzi przez punkty zbioru E.

Paradoks z rozpadem strumienia pradu jest, jak wiele tzw. paradokséw nieskoficzonosci, pozorny:
dotyczy nie zjawiska, lecz wyobrazen, ktore w sytuacjach granicznych przestaja pelni¢ swoja
poprzednig role.

Kazde kontinuum zawarte w solenoidzie, rozne od caloéci, jest odcinkiem jednej z continuum
linii, na ktore rozpada si¢ solenoid; wydaje sig to na tyle widocznym (czyiby?), Zeby opuscié
dowod (watpliwosci te mozna poglebié: jesliby w przeprowadzonej konstrukcji postuzyé sie nie
zbiorem Cantora, lecz okregiem, na ktérym obrot o jeden radian spehialby role przesunigcia o e,
to dostaliby$my rowniez continuum linii rozlacznych, ktore wszakze daja w sumie powierzchnie
torusa, i wypowiedziane zdanie przestaje by¢ prawdziwe). Taki odcinek jest polozony w sumie
skoniczonej ilosci odcinkéw wigzki odcinkéw przechodzacych przez punkty zbioru Cantora,

z ktorej solenoid powstal. Jest wiec rzadki w solenoidzie (bo wspomniana suma skoriczona jest
rzadka w wigzce; rzadka — znaczy nigdzie (nie) gesta). Kontinua takie, Zze kontinua w nich
zawarte, roZne od calosci, s3 zawsze rzadkie, nazywane s nierozkladalnymi. Nazwa bierze sie
stad, Ze nie mozna przedstawi¢ takiego kontinuum jako sumy dwu kontinuéw réinych od calodci;
nie mozna, bo suma dwu zbiorow rzadkich jest zbiorem rzadkim. Solenoid jest wlaénie takim
kontinuum nierozkladalnym.

®

A oto inne kontinuum nierozkladalne, ktorego konstrukcja moze byé podpowiedziana przez
budowe zbioru liczb dwojkowych, jesli przyjrzeé sie wzajemnemu polozeniu liczb dwdjkowych

X L =X

Majac na uwadze kolejnos¢ 0, —e, e, —2e, 2e, ... punktéw orbity E, polaczmy punkty 0i —e
80rg polokregiem, punkty —e i e dolem polokregiem, a potem znéw gora polokregiem punkty e
i —2e, i podobnie dalsze, jak na rysunku. Dostaniemy laficuch tukéw, A;, 4z, A5, ... (p. rysunek
obok), ktorych suma jest obrazem ciaglym i wzajemnie jednoznacznym pélprostej [0, c0).
Rozszerzmy ten sposob taczenia polokregami dolem na wszystkie pary zlozone z punktéow x

i —x, i pélokregami gora na wszystkie pary ztozone z punktow x i — (x+ €), symetrycznych
wzgledem $rodka zbioru Cantora. Powstaje kontinuum nierozkladalne, ktorego opis tu podany
pochodzi od Bronistawa Knastera.

L]

Trudno bylo tu powiedzie¢ wiele o liczbach dwéjkowych, o solenoidzie, czy tez o opisanym

tu kontinuum Knastera. Liczby dwojkowe to inaczej liczby 2-adyczne, szczegdlny przypadek liczb
p-adycznych (p. artykul Krystyny Wojtkow, Delta nr 9/1978; systematyczny wyklad mozna znalezé
w ksiazce W. Narkiewicza, Teoria liczb, Biblioteka Matematyczna 50, PWN, Warszawa 1977,

na str. 327-339). PokazaliSmy z grubsza, jak zobaczy¢ liczby p-adyczne. Przypadek p = 2 oddaje
w duzym stopniu istote rzeczy. Dodajmy jednak, ze byla tu mowa jedynie o tzw. liczbach
2-adycznych catkowitych (rozwinigcia rozciagaja si¢ w jedna strone, a mozna by pomysle¢,

e w obie). ¥

Najlepsza poczatkows lekturg na temat kontinuéw nierozkladalnych jest odpowiedni rozdzial

(str. 82-96) ksiazki A. Lelka, Zbiory, Biblioteczka Matematyczna 26, PZWS, Warszawa 1966.
Solenoid jest grupa, czego nie zobaczylismy, ale od czego nie byliémy daleko (p. ksigzka

D. Montgomery’ego i L. Zippina, Topological transformation groups, New York 1955, str. 66;

na str. 48 jest tam mowa o liczbach dwdjkowych).

Kontinuum Knastera powstaje z solenoidu przez utozsamienie punktow p i —p, gdzie —p oznacza
element przeciwny do p w solenoidzie jako grupie. Kontinuum to, poza obrazem polprostej,
skiada si¢ z continuum linii, ktore s obrazami ciaglymi i wzajemnie jednoznacznymi calej

prostej. Nie wiadomo, czy wszystkie te pozostale linie sa homeomorficzne, chociaz David Bellamy
(ktérego praca sprzed kilku lat, nie opublikowana, inspirowala autora do napisania tego artykutu)
dowiod! homeomorficznoéei niektorych z nich.
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