Gazy doskonale

Dr Marek CIEPLAK

1. W poprzednim artykule (Delta 5/1979) zorientowali$my sig, z jakim aparatem pojeciowym
zabiera sig fizyk-statystyk do kontemplowania wody w stawie. Duma¢ rowniez mozna nad ruchem
kawalkow lisci naparzanej herbaty. Dzialalno§é takg prowadzil Einstein, co zaowocowalo

w postaci statystycznej teorii ruchow Browna, sformulowanej niezaleznie takze przez
Smoluchowskiego.

2. Statystyczng analiz¢ ukladow wielu czastek dobrze jest rozpoczaé od badania ukladow
najprostszych, a wiec takich, dla ktérych
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Przypomnijmy, ze rozpatrujemy wszelkie sytuacje, jakie mogg by¢ realizowane w pewnym duzym
podukladzie ukltadu makroskopowego. Jesli w podukladzie jest akurat N czastek, a a-ta czastka
ma jakas$ energi¢ £(q), to calkowita energia podukiadu rowna si¢ w ukladach prostych sumie E,.
Jezeli
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gdzie p(a) 0znacza ped a-tej czastki, a m jej mase, to wzor (1) definiuje model gazu doskonalego.
Stowo ,,doskonaty™ w istocie rzeczy za¢miewa ulomnos¢ modelu, polegajaca na zaniedbaniu
oddzialywan (zderzen) czastek ze swymi partnerami. W wypadku gazow takich, jak hel, tlen,
wodor, para rteci, zaniedbanie energii oddzialywan w pordwnaniu ze $rednig energia kinetyczna
czastek jest bardzo dobrym przyblizeniem, gdy srednia gestos¢ czastek w podukladzie jest
niewielka, a temperatura dostatecznie wysoka.

3. Okazuje sig, Zze pojecie gazu doskonalego mozna uogodlni¢ na inne, niz gazy zwykle, uklady
fizyczne, Waiznym przykladem jest uklad elektrondéw przewodnictwa. Wiemy, ze elektrony w metalu
mozna podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza z nich zloZona jest z elektronéw zewnetrznych powlok
atomow, tworzacych metal. Elektrony z tej grupy nosza nazwe elektrondéw przewodnictwa, gdyz
mogg si¢ one przemieszczac prawie swobodnie i dzigki temu przewodzi¢ prad. Na druga

za$ grupe skladaja si¢ elektrony silnie zwiazane z jadrami atomow. Elektrony przewodnictwa
poruszaja si¢ zatem w polu dodatnio naladowanych jondw, ustawionych periodycznie w sieci
krystalicznej. Srednia odlegloé¢ migdzy dwoma elektronami przewodnictwa jest rz¢du ulamka
nanometra, totez energia ich wzajemnego oddzialywania jest porOwnywalna z ich encrgia
kinetyczna. Poglad, iz uklad elektrondéw przewodnictwa mozna uwazaé za gaz doskonaly, wydaje
si¢ wigc na pierwszy rzut oka zwariowany. W rzeczywistosci jest on sluszny. Otoz elektrony
przewodnictwa oddzialuja ze sobg tak silnie, Ze w rezultacie pojedynczy elektron porusza sig¢

w wypadkowym polu elektrycznym wytwarzanym przez wszystkic pozostale elektrony. Pole to
jest w dodatku silnie kompensowane przez pole dodatnich jonow sieci. Kazdy z clektronow
zachowuje sig¢ wiec jak czastka prawie swobodna. Nie jest to jednak ,,prawdziwa’™ czastka,

cho¢ dziala jak ona. Za Landauem fizyk uzywa tu nazwy ,,quasiczastka™. Z uwagi na
periodycznosé pola elektrycznego sieci owa quasiczastka ma tez inng mase¢ niz elektron swobodny.
W metalach masy te sa jednak tego samego rzedu, totez analiza gazu doskonalego zwyklych
elektrondéw prowadzi do zrozumienia wielu wlasciwosci metali.

4. Podzielmy w mysli obszar zajmowany przez gaz doskonaly na prostopadiosciany o krawedziach
L., L,, L.. Niech L,, L,, L, beda duze w poréwnaniu ze srednig odlegloécig migdzy czastkami.
Zgodnie z mechanika kwantowa kazdej czastce mozna przyporzadkowac falg, czy bardziej
fachowo: funkcje falowa, ktorej kwadrat wartosci bezwzglednej okresla gestosc
prawdopodobienstwa znalezienia czastki w punkcie (x, y, z). Funkcja falowa dla czastki z pedem
(I’n Py, Ps) okazuje si¢ by¢ kombinacja wyrazow proporcjonalnych do cosinusa i sinusa liczby

—2-:— (pxx+pyy+ps:2), gdzie h jest stala Plancka, rowna 6,6 x 1072* J - 5. Skoro zaden z

prostopadloscianow nie jest wyrdzniony, nalézmy na funkcjg falowa warunek powtarzania sig
od prostopadioscianu do prostopadioscianu, co odpowiada zamianie x na x+ L, itd. Widzimy,
e wartosci pedu, ktore czgstka moze przyjmowac, nie sg dowolne. Muszg one wynosi¢
3 h h h
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Px L P L y Ps L.
gdzie mz, my,, m. s3 dowolnymi liczbami calkowitymi. Mowimy, Ze ped, a w zwigzku z tym
i energia, sa skwantowane. Dwie sasiadujace wartosci p, roznig si¢ o h/L.. Stosunek ten jest
niezwykle maly z uwagi na znikoma wartos¢ stalej Plancka, ktora jeszcze dzielimy przez spora
diugosé¢ L,. Ped przyjmuje wigc wartosci ze zbioru praktycznie cigglego. Piszac rownanie Newtona
nie klopoczemy sie zatem kwantowaniem pedu. Jednak w naszym wypadku wlasnos¢ skwantowania
wykorzystamy do numerowania energii czgstki.

Mz,
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Wybieramy prosta p i rnajdujemy na niej
punkty X i ¥ odlegle odpowiednio o dim

od punkiu 4 polozonego w odlegloici h od tej
prostej. Ponadto punkty te winny lezeé po

tej samej stronie rzutu prostopadiego 4 na

p. Niech M bedzie punktem przecigeia prostej
AX z prosty ¢ prostopadiy do p i przechodzacy
przez ¥, Z zadania M 199 wynika, #c punkt
M leiy na okregu opisanym na szukanym
wrdjkacie ABC. Prowadzac symetraing

odcinka AM majdujemy w jej przecigciu

2 prosty ¢ punkt O, bedacy Srodkiem
wspomnianego okregu. Wierzchotki Bi C
trojkgta najdujemy w przecigciu okrggu

o érodku w O i promicniu OA4 z prosty p.

5. Ped nie jest jedyng wielkoscia, ktora charakteryzuje stan czastki. Wiele czastek ma wlasny
niezerowy wektor momentu pedu, zwany spinem, i proporcjonalny do niego wiasny moment
magnetyczny. Takie czastki zachowuja si¢ zatem jak wirujacy bak i jednoczeénie jak petelka

z pradem. Zgodnie z mechanika kwantowg spin o wartosci s moze ustawiac si¢ wzgledem
dowolnie wybranej osi tylko na 25+ 1 sposobow, ktére nazywamy stanami spinowymi czastki.
Np. czastki o spinie s = 1/2, jak elektron, neutron, proton, atomy izotopu *He helu, moga byé
tylko w dwoch stanach spinowych: ,,do gory" i ,,do dolu”. Pod nieobecnos¢ pola magnetycznego
ustawienie spinu nie ma wplywu na energie czastki.

6. Czastki o spinie poldéwkowym (s = 1/2, 3/2, 5/2 itd.) nazywa si¢ fermionami. Okazuje sig,
ze fermiony obowiazuje regula Pauliego: w danym stanie jednoczastkowym moze znajdowac si¢
co najwyzej jedna czastka. W naszym wypadku /-ty stan jednoczastkowy okreslony jest przez
podanie wartosci pedu czastki, tj. przez wybor liczb m., my, m:, i numer stanu spinowego. Jesli
przez n; oznaczy¢ liczbe czastek obsadzajacych /-ty stan, to reguie Pauluego mozna zapisac

w nastepujacy sposob: .

@ n =0 lub 1.

Bozonow, czyli czastek o spinie calkowitym (s = 0, 1, 2 itd.) regula Pauliego nie obowigzuje
i wowczas

(5 m=0, lubl, lub2, Iub3, Iub4,

Bozonami o0 zerowym spinie sa np. atomy gazow szlachetnych, a o spinie 1 — czasteczki
wodoru 'H.

7. Przypusémy, ze bozonowy lub fermionowy gaz doskonaly wewnatrz prostopadloscianu jest
w stanie o N czastkach i o catkowitej energii E,. Wielkoéci N i E; dogodnie jest zapisaé

za pomocq liczb obsadzen n,:

6) N=3m,
[

(@) E = Zcm,,
[

gdzie £, oznacza energig, odpowiadajaca /-temu stanowi pojedynczej czastki, a & n, — wypadkowa
energic wszystkich czastek, ktorym zdarzylo si¢ by¢ w I-tym stanie. Widzimy, ze zbior liczb
obsadzent {n,} wyznacza stan ukladu. Dla zadanego N istnieje wiele zbioréw {m,}, spetniajacych
warunek (6), a stad — wiele dopuszczalnych E,. Srednie wartosci (N> i (E> otrzymuje sig,
zastepujac m; §rednimi liczbami obsadzen <n;>.
8. Wykazemy teraz, Ze jesli ukiad ma temperature T i potencjal chemiczny u, to

1
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Gorny znak dotyczy fermionow, a dolny — bozondw, przy czym pu jest funkcjg temperatury.
Postuzymy si¢ rozkladem wielkim kanonicznym, zdefiniowanym wzorem

e(uN—E)/ksT
9 P, Wl - =

-

Obliczmy najpierw stala =, normujaca rozkiad do jednosci. Otoz
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Symbol £’ oznacza sumowanie po takich zbiorach liczb obsadzen, ktére odpowiadajg calkowitej
liczbie czastek rownej N. Zsumowanie po wszystkich N pozwala pomina¢ warunek na {n,}. Stad

(an B 3 e =[5

{m}

Podstawmy (11) do (9) i zapiszmy wystepujace tam N i E; zgodnie z (6) i (7). Stwierdzamy, Ze
prawdopodobienstwo wystgpienia stanu o N czastkach i o energii E, jest nastgpujacym iloczynem:

E(# — ey T(rt )y

(12) Px.t=HP:.
I
gdzie
-kl—.r(l"'tl,"l
(13) P,
- (u—em
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Czynnik P; ma zatem interpretacje prawdopodoblenstwa realizacji /-tego stanu jednoczastkowego.
Whnioskujemy stad, Ze Srednia liczba czastek w tym stanie wynosi

(14) my =Y mPy.
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Rozpatrzmy plaszczyzng A BCDEF

przechodzicy przez drodki przeciwleglych

krawgdzi A'A” i D’D" szescianu. Niech

A'B = D'C = A"F = D"E = a. Mamy

BC = EF = y2(1-a). Niech G i H bedy

rzutami prostopadlymi punktu B na proste

A'D' i AD. Z wéjkata prostokginego BCH

wyzmaczymy CH = ]/(l)’+(-—":-)’ i wobec
2 ’/2

tego BE = 2+ CH = Y1+ 2a°. W szeiciokat

ABCDEF moiemy wigc wpisad kwadrat

o boku & = min (BC, CH) = min (2(1-a),

¥ 1+ 2a2). Funkeia fla) = V2 (1 -a) jest

funkcig malejaca parametru a; zaé g(a) —

= V1+2a® rosnacq. Wynika stad, e wartodé b

bedzie najwicksza, gdy V1+2a° = Y2(1-a),

czyli gdy a = % Dilugoéé boku kwadratu

wyniesie wéwcus% ¥2 = 1,0607. Moina

udowodnié, e jest to najwigkszy kwadrat
mieszczacy sig w naszym szedcianie,

C a D
R
B_,HG/”‘\
W
\K
A

L)

1 LN
| b
|
[

I
|

LY
\:iu’_,/
AY '\

Lo

Srednia liczba wszystkich czastek (N> rowna jest ; {my>, a §rednia energia <E)—§; eln. W

wypadku fermionoéw n, spelnia warunek (4), totez

1 1
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W wypadku bozonow
1
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gdyz mianownik w (16) jest suma postepu geometrycznego 2& q" oilorazie g = e 87 i pierwszym
n=

wyrazie rownym 1, licznik za$ jest pochodna sumy postepu wzgledem g. Szereg ten jest zbiezny,

jeslig < 1, tzn. u—e, < 0. Skoro minimalng warto$cia energii kinetycznej jest zero, potencjal

chemiczny doskonalego gazu bozonéw powinien by¢ ujemny. [Przekonamy si¢ jednak, ze dla

temperatur bliskich zera bezwzglednego x# musi znikaé¢. W wypadku stanéw, odpowiadajacych

energii &, = 0, wzor (16) bedzie wymagal modyfikacjil.

I dla fermionow i dla bozondw im wyzZsza energia stanu, tym slabiej jest on obsadzony.

9. Rozpatrzmy gaz Fermiego w obszarze temperatur bliskich zera bezwzglednego. Jaki znak ma
#(T = 0)? Gdyby p(T = 0) bylo ujemne, to <n;> dla kazdego ! dazyloby do zera wrazz T.
Prowadziloby to do absurdalnego wniosku o nieistnieniu czastek. Znikajaca wartosé u(T = 0)
dawalaby dla odmiany ¢n,> = 1/2 dla & = 01i <m> = 0 dla kazdej innej energii, co nie
wyczerpywaloby zbioru (N czastek, jesli (N> > 1. Stwierdzamy, ze u(T = 0) musi by¢ dodatnie.
Wielkos¢ te oznacza sig rOwniez symbolem &g i nazywa energia Fermiego. W T = 0 zatem

1 &=<e
0 &>¢

an (MPr=0 = {
a wigc wszystkie poziomy o energii mniejszej od £y 53 zajete, a o wigkszej sq puste. Energia
Fermiego to maksymalna dozwolona energia pojedynczej czastki w stanie podstawowym gazu.
Interpretacja fizyczna wzoru (17) jest jasna. Przypus¢my bowiem, ze w prostopadloscianie jest
$rednio (N czastek. W temperaturze zera bezwzglednego uklad musi by¢ w stanie o najnizszej
energii (co wynika z samej definicji temperatury). W kategoriach stan6w jednoczastkowych znaczy
to, Ze pierwszych (25+ 1) sposrod (N czastek musi mie¢ energi¢ zerowa. Zgodnie z regula
Pauliego nastegpnych 3(2s+ 1) czastek obsadzi stany o energii, odpowiadajacej liczbom (my, m,,
m:) = (1,0,0), (0, 1, 0) (0, 0, 1). Kolejne czastki ,,usadzamy”w stanach o coraz wigkszych
liczbach m,, m,, m: az do wyczerpania zbioru (N czastek. Zauwazmy, Ze dozwolone wartosci
pedéw umieszczone sa w punktach wezlowych sieci prostopadiosciennej o stalych sieci -:—x.
%— i :—. Pedy odpowiadajace energiom mniejszym od £y zawieraja si¢ w pewnym obszarze
i ‘3
wykrojonym z tej sieci. Dla duzych {N) obszar ten jest w przyblizeniu kula, ktorej promien

s 4
wynosi pr = /Zme;. Poniewaz a) objetosé kuli rowna jest y 7p¢, b) objetosé przypadajaca na

jeden dopuszczalny ped wynosi -:; . :
x ¥

(254 1) czgstek, gdyz tyle jest standéw spinowych, wigc wewnatrz kuli istnieje

. % i ¢) kazdy ze stanow pedowych moze pomiesci¢

Lk,
(18) ; n(Q2meg)*? h—:L‘ (2s+1)

dozwolonych standéw. Przyrownanie (18) do {N) pozwala wyznaczy¢ ¢ jako funkcje gestodci,
czyli wielkosci bezposrednio mierzonej doswiadczalnie:

578 3 /3
e Iy — -
(19) = ® (4::(2:4—1)) ‘
gdzie

N> <N
o s = ke

przy czym V oznacza objetosc podukladu. Zwrocmy uwage, ze wynik ten nie zalezy od wyboru
dlugosci krawedzi prostopadloscianu i ze &g, jako zwigzane z (N, jest w istocie wielkoscig
jrednig.

10. Zastosujmy wzor (19) do gazu elektronow przewodnictwa w metalach. Srednia gestosé
clektronéw przewodnictwa jest rzedu 10%® na cm® (cez: 0,91 x 10?2 cm—3, beryl: 2,4 x 10?* cm™?),
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Poni i promien iki jest maly

w poréwnaniu z roxmiarami trawnika,
moiemy zaniedbaé rozmiary nasadki i zaloZyé,
e zasicg strugi wylatujgeej pod katem « do
pionu jest w przyblizeniv rdwny odleglosci R
od srodka nasadki. Zaniedbamy réwnici
rdinice poziomow migdzy elementem nasadki
a trawnikiem. Wtedy ruch strugi wody opisany
jest przez rzut ukosny, w ktérym zasigg

wWynosi

v?sin 2

= .
gdzic v jest predkoscig wyplywu,
lloié wody padajgca na obszar trawnika
zawarty migdzy R i R + dR powinna, zgodnie
Z trefcin zadania, wynosi¢ C - 2nRdR, gdzie
C jest pewng stalg gestoscig powierzchniows
wody (ilodé wody nie zalezy od polozenia
R na trawniku), Z drugiej strony, jesli gestosé
otworéw na nasadce wynosi ¢(x), to iloié
wody polewajacej obszar trawnika znajdujacy
sig w odleglodci R(x) (patrz wzor (1)) wynosi
pla)d ) = 2asinap{x)dex, gdzie d2 = 2nsinx
da jest elemeniem kata brylowego zawartym
migdzy katami o i a+ de. Musi byé zatem
spelniony warunck

2asine g{a)da = C- 2nRdR.

Stad, wykorzystujac wzor (1), dostajemy

n R =

CR dR C visinde
g = sing dz  sina g B
L wlcos2e  Cutsinde
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Masa elekironu przewodnictwa jest rzedu masy elektronu swobodnego: m = 9x 10-2% g, a spin

s = 1/2. Wnioskujemy stad, Zze energia Fermiego jest rzedu 10~7" J. Jeéli mierzy¢ te energie

w jednostkach temperatury (e = kg T%), to odpowiada ona temperaturze Fermiego Ty rzedu 10°
(i predkoscei rzedu 0,01 predkosci swiatla). Widzimy zatem, Ze w temperaturze pokojowej elektrony
przewodnictwa zachowujg si¢ tak, jak w temperaturze 0 K, tzn. znajduja si¢ w stanie
podstawowym ukladu. Dostarczenie do ukladu energii, odpowiadajacej temperaturze pokojowej,
nie jest wigc praktycznie w stanie ,,wybi¢” elektronu z kuli Fermiego, totez cieplo wiasciwe gazu
elektronowego jest zaniedbywalnie male. W wypadku gwiazd zwanych biatymi karlami, ktére
zbudowane sg z jader helowych i ruchliwych elektronéw (zasoby wodoru ulegly wyczerpaniu

w wyniku ewolucji gwiazdy), gesto$¢ elektronow jest rzedu 10°° na cm?, co odpowiada
temperaturze Fermiego réwnej 10'" K. Temperatura wewngtrz bialego karla jest dziesigc tysigcy
razy nizsza (107 K). Z punktu widzenia gazu elektronowego wewnatrz gwiazdy panuje trzaskajacy
mroz. Rozwazmy dla odmiany gaz zlozony z czasteczek helu *He. Przypusémy, Ze temperatura
ukfadu nieco przewyzsza 3,35 K, a cisnienie wynosi 1,18 atm. Obnizenie temperatury ponizej
podanej wartosci spowodowaloby przejicie z fazy gazowej do cieklej (uwzglednienie w teorii
energii oddzialywan byloby wéwczas niezbgdne). W takich warunkach p = 3 x 10*! czasteczek/
Jem®, ep = 2,21 10722 J, T¢ = 1,6 K (m = 3x 1,67 x 10~2* g). W poréwnaniu z hipotetycznym
doskonatym gazem helowym, istniejacym w temperaturze 0 K, jego kula Fermiego opustoszala,
ostry schodek funkcji {n> wygladzit si¢ w zjezdzalnig dla dzieci, a potencjal chemiczny u bardzo
zmalal i stal sie ujemny (rzedu — 6 x 10~23 J). Odwilz.

11. Jak si¢ zachowuje gaz elektron6w przewodnictwa w polu magnetycznym? Zauwazmy, ze
energie &, oprocz energii kinetycznej czastki, w obecnosci pola magnetycznego musza uwzgledniaé
energi¢ oddzialywania wlasnego momentu magnetycznego elektronu z polem. Momenty
magnetyczne moga ustawia¢ si¢ tylko na dwa sposoby, przy czym moment réwnolegly do pola
Jest faworyzowany energetycznie. Dla kazdego stanu pedowego srednie liczby obsadzesi dla
czastek z momentem ,,do gory” sa wigksze niz érednie liczby obsadzen dla czastek z momentem
»» do dolu”. W ukiadzie pojawia sig wigc pewien wypadkowy moment magnetyczny, czyli
namagnesowanie. Zjawisko to nosi nazwe paramagnetyzmu Pauliego. Nie jest to jednak jedyny
wplyw pola magnetycznego na ukiad elektrondw przewodnictwa. Pole magnetyczne wywiera na
elektrony jeszcze silg Lorentza, pod wplywem ktorej elektrony poruszaja sie po spiralach.

W ukladzie zostaje indukowany prad wirowy. Zgodnie z regula Lenza pole magnetyczne
wytworzone przez indukowane prady ma zwrot przeciwny do pola, ktére je wywolalo. Zjawisko
ma zatem charakter diamagnetyczny i nosi nazweg diamagnetyzmu Landaua. Zwrot wypadkowego
namagnesowania probki uzalezniony jest od tego, ktére z dwoch zjawisk przewaza. Najczesciej
jest on réwnolegly do pola.

12. Wiasciwodci doskonalych gazéw — bozonowego i fermionowego — sa zupelnie odmienne.
Stan podstawowy ukiadu bozonéw nie jest wyznaczony przez kule Fermiego. W temperaturze
zera stopni nie stosuje sig regula Pauliego i wszystkie bozony znajduja si¢ w stanie o najnizszej,
czyli zerowej, energii kinetycznej. Gaz bozondéw, w odroznieniu od gazu fermionéw, w stanie
podstawowym nie wywiera ci$nienia. W T = 0 potencjat chemiczny gazu bozonéw musi znikaé,
gdyz dodanie do ukiadu dowolnej liczby czastek nie jest w stanie zmieni¢ calkowitej energii gazu.
Stosowanie wzoru (16) nie jest wowczas poprawne. Prawidlowe érednie liczby obsadzen dane 53
przez

|
25+1
0 dla & # 0.

(N> dla (2s+1) standéw o g =0

(21) gy =

[Wzér (16) prowadzilby do niefizycznego zastapienia (N przez nieskoficzonoé¢.] Zwiekszenie
temperatury powoduje stopniowe malenie gigantycznego obsadzenia stanu o zerowej energii

i wzbudzanie coraz wigkszej liczby czgstek do stanéw o energiach wyzszych, Obsadzenie stanu
najnizszego pozostaje makroskopowo duze do pewnej temperatury krytycznej, ktéra jest rzedu
kilku kelvinow. Powyzej tej temperatury wzor (16) moze byé stosowany do wszystkich stanow.
Male energie pozostaja faworyzowane, ale w stanie o zerowej energii jest niewielka liczba
czgstek. Potencjal chemiczny staje si¢ wtedy ujemny. Ochlodzenie gazu ponizej temperatury
krytycznej prowadzi do przemiany fazowej, zwanej kondensacja Bosego-Einsteina. Sadzi sig, ze
przejscie fazowe cieklego helu “He w stan nadciekly ma zwigzek z kondensacja Bosego-Einsteina,
Zwiazek ten nie moze by¢ prosty, gdyz w sensownej analizie nie spos6b jest pomingc energii
wzajemnych oddzialywan atoméw cieklego helu. W tak niskich temperaturach (2,19 K)

z pewnoscia nie jest to gaz doskonaly.

13. Jesli temperatura gazu fermionowego lub bozonowego jest dostatecznie wysoka, to (N
czastek rozcieficzy sig po wszystkich stanach jednoczastkowych. Srednie obsadzenie kazdego
Jjednoczastkowego stanu bedzie wtedy niewielkie. Wnioskujemy stad, ze w takiej sytuacji e”u#/ksT,
wystepujace we wzorze (8), musi mie¢ tak duzg wartodé, a wige u¢/ksT ma tak duia wartodé
bezwzgledna, Ze dodanie lub odjecie jedynki w mianowniku wyrazenia (8) staje sig bez znaczenia,
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M

Niech M bedzie punktem przecigcia dwusieczne)
kata ACP z okregiem opisanym na trdjkgcie
ABC, Poniewai katy ACN i NCB s3 rowne,
rdwne 53 wigc i luki AN oraz NB, 2 zatem

i dlugosci cigciw AN | NB. Punkt N ledy wige
na symetrainej boku AB, jest on zatem
punktem wspolnym dwusiecznej kyta ACB

i symetralnej boku AR oraz lezy na okregu

opisanym na trojkgcie ABC.

Rozroznienie miedzy fermionami i bozonami zanika. Srednie liczby obsadzen przyjmuja wartosci

E= -gy kg T
(22) 78 TS ™ R N .
zZ
gdzie Z = e~ n/ka T, [Wzbr (22) uzyskuje si¢ takie w granicy malych ggstosci: zanik efektow
kwantowych.] Mowimy wowczas o klasycznym gazie doskonalym. ZnajdZzmy Z z warunku

(N> = 2](::.):

1
Z =" e~ ulksT =
(N>
(23) himi hind hm?
_ s+l e 2mLgkgT Ze' Iy ke T Ze' ImLkpT
(N>
my iy mz

Dla duzych L, sume po m, pomnozong przez h/L,, czyli przez szeroko$¢ odstepu miedzy
sgsiadujgcymi wartosciami x-owej skladowej pedu, $wietnie daje si¢ przyblizyé przez calke
wzgledem p,:

_ hm} e
Ze ImLakgT _ L P T
L.
(24) e " =
L +0 _ pz L + 00
x h, S e mkeT g4, =T'-V'2_m'i<—.7 S e dr,
-0 -0

Calka wzgledem ¢ okazuje si¢ mie¢ wartoé = Stad

L.L,L: 25+1 2s+1
———— ——— (2amkg T)*? = p ——— (2emke T)*/2,

N> e (2umky T) e h? ( e
W wypadku tlenu w 0°C pod cisnieniem 1 atm Z jest rzedu 10°, Jest to wiec wtedy wspanialy
gaz klasyczny. Natomiast dla elektronéw przewodnictwa Z jest rzgdu 10~* w temperaturze
pokojowej. Wyrazenie (22) traci wowczas stosowalnoscé.

(25) Z=

14. Obliczmy teraz cisnienie wywierane przez klasyczny gaz doskonaly. Niech f; oznacza wartosé
sily wywieranej przez czastke w /-tym stanie na $ciane x = L, prostopadloscianu. Powierzchnia
tej $ciany wynosi Ly - L.. Przypus¢my, Ze sciana ulegla powolnemu przesuni¢ciu o odcinek diL,,
przy czym N> pozostalo nie zmienione. Praca f;dL,, ktora wykonuje czastka na tej Scianie,
musi by¢ rowna ubytkowi energii — de; czastki. Stad

de;

26) 1= -
( /i dL

Srednia sila wywierana przez wszystkie czastki dana jest wiec wzorem

de
e Z/._Re"fl - __;_Ze“w'knr(— dLI:) —

[

27

ksT d (NSkeT dZ  {NDkeT
o Ze«m’k,?’ = = 3

Z dL, ; dL, Ly
Cisnienie P jest stosunkiem {F> d¢ powierzchni $:iany. Uzyskujemy znajomy i czesto stosowany
wynik

(28) P= 7— ks,

Jest to prawo klasycznego gazu doskonalego. Dokladniejsze obliczenia, oparte o pelny wzor (8),
prowadzilyby do wniosku, ze w wysokich temperaturach doskonaly gaz fermionowy wywieraltby
nieco wigksze, a bozonowy nieco mniejsze cisnienie.

Gdyby$my w tym artykule zamiast 1 /ky T uzywali symbolu §, wprowadzonego poprzednio
(Delta 5/1979) wzor (28) identyfikowalby fks z odwrotnoscia temperatury. GdybySmy wreszcie
rozpatrywali uklad o sciéle okreslonej liczbie czastek N i posiugiwali sig zespolem kanonicznym,
uzyskaliby$smy wynik (28) z tym, ze (N ) zostaloby zastapione przez N. Jest to przyklad
termodynamicznej rOwnowaznosci zespolow statystycznych.

Niech Czytelnik nie obawia sig, ze zaproponuje mu si¢ teraz badanie ukladow bardziej
skomplikowanych niz gazy doskonate. Wystarczy stwierdzi¢, Ze teoria statystyczna prowadzi do
zrozumienia wlasciwosci np. tak intrygujacych ukladow, jak zbior momentéw magnetycznych
ferromagnetyka.



