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W tej tak zwiezlej historii pierwszych pigtnastu lat teorii kwantowej uderzaja pewne dziwne
fakty. Przede wszystkim, wérod owych przelomowych prac prawie nie ma takich, ktore by byly
calkowicie poprawne. W kazdym razie, nawet jesli wniosek jest shuszny, to droga, ktora do niego
doprowadzila, jest co najmniej w pewnym stopniu bledna. I nic w tym dziwnega. Odgadujac
nowa teorig fizycy staraja si¢ przeciez oprzeé¢ na tym, co jest juz znane, a wi¢c na teorii, ktora
w przyszlosci ma zostaé odrzucona. Z gory za$ trudno przewidzieé, ktory jej element przetrwa
rewolucje. Po drugie, poszczegblne odkrycia niestychanie si¢ ze soba zazgbiaja. Cheialoby sie
powiedziec, ze gdy nadchodzi wlasciwy czas, to nowa teoria narasta lawinowo: mala grudka
$niegu popchnigta w grudniu 1900 roku przez Plancka urosta do poteinej lawiny, w ktorej
grzmocie nadal Zyjemy. Po trzecie, w odkryciach niezwykla role odgrywa element przypadku.
Gdyby na przyklad prawo Coulomba mialo inna postaé niz ma, wzor klasyczny i kwantowy
na rozpraszanie W polu tej sily roznilyby si¢ i Rutherford na podstawie znajomosci wzoru
klasycznego moze by nie wydedukowal istnienia jadra atomowego. Takich ,,gdyby” w historii
kwantow bylo wigcej. Po czwarte, nowa teoria nie powstala ot tak, ,,z glowy”. Konieczne byly
coraz to nowe do$wiadczenia i Scista wspolpraca teoretykow i eksperymentatoréw. Po piate
wreszcie — czego nie miatem okazji zademonstrowaé w tym artykule, ale do czego moze warto
bedzie kiedys powrécié — fizycy w poszukiwaniu nowej teorii po trosze ,,nawracajq si¢” na
filozofig, dziedzing, ktéra czgsto w dniach powodzenia nieco sobie lekcewaza. Co jest jednak takze
doé¢ charakterystyczne, filozofia, ktéra poszczegdlnym fizykom shuzy jako latarnia morska
kierujaca ich do wiasciwego portu, bardzo czesto okazuje sig nie ta, ktora ostatecznie pozwala
na najglebsze zrozumienie nowych edkryé, i ktéra potem, przynajmniej przejsciowo, triumfuje.
Cho¢ wige nauka, i to szczegdlnie taka jak fizyka, ma swoja logike, to trudno to powiedzie¢

o jej historii.

Zwrot ,,czas dzialania jest réwny 225" znaczy,
2z obliczenia wymagaja 225 operacji
elementarnych, Faktyczny czas dzialania (np.
w sekundach) zalezy od spr $ci konk j
maszyny.

Sprawdzania,

*’*g“i-.* a Lb 43 i % ;_ B “ - ‘;
)a naturaina jest

Dr hab. Antoni KRECZMAR

Zadanie polegajace na sprawdzaniu, czy dana liczba naturalna nieparzysta n jest liczba pierwsza,
ma swoja dtuga histori¢. Zadanie na pozér proste, jednak ze wzgl¢du na koniecznos¢ wykonania
dhugich obliczen staje sie rachunkowo niewykonalne. Oczywiscie, jeSli # jest male, mozna
probowaé po kolei wszystkie liczby nieparzyste mniejsze od 7 i sprawdzaé, czy sa wsréd nich
ewentualne dzielniki n. Juz w czasach poprzedzajacych wynalezienie komputera, matematycy
widzieli nieskutecznosé takiej metody dla duzych liczb. Karol Gauss podaje w swoim dziele
,,Di&qyisitiones Arithmeticae” kilka interesujacych algorytméw dzialajacych znacznie szybciej od
tego najprostszego, korzystajacego bazposrednio z definicji liczby pierwszej. Jeédnakze nawet
obzcnie, przy istniejacych niestychanie szybkich komputerach, nie znamy dostatecznie szybkiego
algorytmu rozwigzujacego to zadanie. Wyjasnijmy zatem na przykladzie tego zadania, co to
znaczy, ze algorytm jest dostatecznie szybki. Jezeli liczba 7 ma dhigo$¢ przedstawienia binarnego
b, tzn. b jest rzedu log,(n), to wszystkie znane algoryimy dzialaja w czasie proporcjonalnym do
n° = 2° ze staly ¢ > 1/4. Takic algorytmy nazywamy wykladniczymi, albowiem czas ich
dzialania rosnie jak a*, a > 1, gdzie k jest rozmiarem danych (w naszym przypadku k = b).




Zwracamy uwage, ze (jest to napisane kilka
wierszy nizej) najwickszy wspélny dzielnik
obliczamy za pomocy algorytmu Euklidesa.
Nie musimy zatem znaé rozkladu liczb m i n
na czynniki.

Najwicksza zhanq liczbg pierwsza jest w tej'
chwili 2217011,

Aby okresli¢ symbol Jacobiego, przypomnijmy
najpierw, ze gdy dwie liczby calkowite a i b
daja z dzielenia przez m t¢ sama reszte, to
nazywamy je przystajacymi modulo m

i piszemy @ = b (mod m). Zaleznosé tego typu
nazywamy kongruencja.

Niech p bedzie liczbg pierwsza, rézng od 2, zas
a — liczba niepodzielna przez p. Symbol

Legendre’a (-:-) okreslamy jako réwny + 1 Iub

— 1 w zaleznosci od tego, czy istnieje liczba x
taka, ze x2 = a(mod p), czy nie. Na przyklad

3
(ﬁ)= +1,bo 52 = 25 = 3 (mod 11),

2
(?) = —1, bo nie ma liczby x, ktérej

kwadrat koficzytby si¢ na 2 lub 7. .
Jezeli teraz m jest dowolng liczba nieparzysta
im = p, ... ps, gdzie p; sq liczbami
pierwszymi i NWD(a, m) = 1, to symbol

bieg (%) okreslamy jako iloczyn symboli

Legendre'a:(i) = (—a- = (L)
m 41 ps
W koricowej czesci artykutu podany jest wzér

rekurencyjny stuzacy do obliczania (—’a;l )

Symbole Legendre’a i Jacobiego znajduja
zastosowania w teorii liczb, ale wprowadzone

- zostaly w zwigzku z badaniami w dziedzini
tzw. calek eliptycznych. Jedna z takich calek
jest S |/1 —a?sin2xdx, pojawiajaca si¢ np. przy
obliczaniu dlugosci tuku elipsy.

Jezelitaki algorytm zastosujemy dla b = 100, tzn. dlaliczby nrzedu 21°°, to czas jego dzialania bedzie
rzedu co najmniej 225, T moze to, Ze ta liczba jest rzedu okolo 34 miliondw, nie jest takie
niepokojace, jak to, ze dla b = 200 mamy juz rzad 2°°, czyli, Ze czas wzrost kwadratowo.

Dla liczb naturalnych n rzedu 22°°, nawet na najszybszym komputerze wykonanie takiego _
algorytmu jest niemozliwe. Zakladajac na przyklad, ze komputer wykonuje 22° (ponad 1 milion)
operacji na sekunde¢, musialby on liczyé 23° sekund, czyli wiecej niz 2'® godzin, czyli wigcej niz
213 dni, czyli wigcej niz 28 miesiecy, czyli wigcej niz 2* (czyli 16) lat. Algorytmy, ktérych czas
dzialania jest wielomianowy, tzn. rzedu p(k) dla pewnego wielomianu p(x), dzialaja szybciej niz
algorytmy wykladnicze, dla dostatecznie duzych k. W szczeg6lnosci poszukuje si¢ algorytméw
liniowych, tzn. takich, ktoérych czas dzialania jest rzedu k. Sa one w sensie czasu dzialania
optymalne, albowiem szybciej niz rozmiar danych algorytm nie moze dziala¢, gdyz co najmniej
tyle czasu zajmuje ,,przeczytanie” danych przez algorytm.

Poniewaz nie znamy algorytmu wielomianowego sprawdzajacego, czy dana liczba naturalna
nieparzysta n jest liczba pierwsza, najpierw R. Solovay i V. Strassen, a nast¢pnie M. Rabin
skonstruowali algorytmy rozwigzujace to zadanie w sposob niepehy, ale, jak zaraz zobaczymy,

w pewnym sensie calkiem zadowalajacy.

Rozwazmy liczbe naturalng nieparzysta n. Algorytm Solovaya i Strassena jest nastepujacy.
Losujemy liczbg m ze zbioru {1, 2, ..., n—1}. Obliczamy NWD(n, m) (najwi¢kszy wspolny
dzielnik liczb n i m). Jezeli NWD (1, m) # 1, znaczy to, Ze n nie jest liczbg pierwsza. Jezeli

m
NWD(n, m) = 1, to obliczamy wowczas warto$é symbolu Jacobiego (—) oraz reszt¢ z dzielenia
n

- . m
m®™~12 przez n, przyjmujac, Ze jest ona z przedziatu [—1, n—2]. Oznaczmy X, m = (—n—), Yum =

= m™1/2 mod n. Jezeli xp,m = yn, m, t0 Przyjmujemy, ze n jest liczba pierwsza, w przeciwnym
przypadku przyjmujemy, ze jest liczba zlozong. Solovay i Strassen dowodza, Ze jezeli n jest liczba
pierwsza, to algorytm zawsze odpowie pozytywnie, natomiast gdy n jest liczba zlozona, to
algorytm odpowie pozytywnie (tzn. da bledng odpowiedz) z prawdopodobienstwem < 1/2.
Dokladniej, wykazuja oni, ze dla liczb zlozonych n zbiér {m: NWD(m,n) =1il < m< n—1
Xn,m = Yn,m} Ma liczebno$¢ co najwyzej (n—1)/2. Mozna wykazaé, ze dla danego n, b = log.(n),
wykonanie takiej proby zuzywa czasu co najwyzej rzedu b. Zatem koszt jednej proby jest liniowy
wzgledem rozmiaru zadania. Wykonujac ¢ takich prob, w czasie rzedu th, otrzymamy dla liczby

1
zlozonej wynik pozytywny z prawdopodobienistwem < > Wykonujac na przyklad 60 takich proéb,

otrzymamy w czasie rzedu 606 odpowiedz pozytywna z prawdopodobieristwem blgdu 2-6° —
czyli $rednio 1 blad na 10'® testow. Takie prawdopodobienistwo bledu jest znacznie mniejsze niz
prawdopodobienistwo ,,p.zeklamania” komputera.

" Podobne rozumowanie doprowadzilo M. Rabina do skonstruowania algorytmu probabilistycznego,

ktory po wykonaniu ¢ préb daje odpow1edz pozytywna z bledem nie przekraczajacym 2: =2,
réwniez w czasie rzedu tb. Algorytm Rabina zostal zaprogramowany i uruchomiony na
komputerze. Wykonano najpierw test na liczbach postaci n = 2°—1, gdzie p jest pierwsza,

500 > p. Takie liczby przez wiele lat byly przedmiotem rywalizacji firm komputerowych
reklamujacych swoj sprzet. Znalezienie kolejnej najwiekszej liczby pierwszej tej postaci budzito
podziw przede wszystkim ze wzgledu na doskonalo$¢ sprzetu, na ktorym takie obliczenia
wykonywano. Przeciez komputer musiat liczy¢ niezwykle szybko i bzzawaryjnie przez wiele
godzin.

Algorytm Rabina w czasie 10 minut sprawdzil wszystkie takie liczby i wykry! bez bledu

wszystkie liczby pierwsze. Jako ciekawostke podamy jeszcze, ze algorytm zostat zastosowany do
znalezienia duzych liczb pierwszych blizniaczych, tzn. postaci p, p+2, obie pierwsze. Po pot
godzinie liczenia algorytm wskazat, ze dwie liczby, 338(py * p2 - P3 - Ps* ... " P20o)+ 821 oraz
wigksza od niej o 2, s liczbami bliZzniaczymi, ale po nast¢pnych 5 godzinach liczenia algorytm nie
znalaz! juz wigkszej takiej pary.

Na zakoriczenie podamy jeszcze, w jaki spos6b mozna wykonywaé algorytm Solovaya i Strassena.
Najwigkszy wspolny dzielnik NWD(#n, m) mozna znalez¢ stosujac algorytm Euklidesa. Reszte

z dzielenia m™"~1/2 przez n obliczamy korzystajac z rozwiniecia dwojkowego liczby (n—1)/2,

a nastepnie podnoszac m do potegi 1, 2, 4, 8 itd., mnozac jednoczesnie tak te potegi, aby otrzymaé
m(n—1)/2 (wszystkie kroki zawsze modulo 7). Mnozymy zatem te potegi, gdzie w rozwiazaniu
dwojkowym (1—1)/2 wystepuje 1. Wreszcie warto$é symbalu Jacobiego mozna obliczyé stosujac
wzor rekurencyjny :

1 jezelim =1

(ﬂ) = (%) (===t
(

l) ~(=1)m-b@-b/4 pozostalych przypadkach.
m

jezeli m = 2k



