Tak wiec foton oddzialuje z materia w postaci niewiclkiego obiektu, ale nie potrafimy przewidzie¢,
gdzie nastapi to oddzialywanie. Mozemy obliczyé jedynie prawdopodobiefistwo dla kazdego )
takiego miejsca i prawdopodobiefistwo to rozchodzi si¢ (?) jak fala. Fala fotonowa ma okreslona

, h . or
dlugo$é i czestosé (E =l p= 7), a rébwnania, za pomoca ktérych mozemy obliczy¢ jej

wlasnosci, to nic innego, jak stare rownania Maxwella-Faradaya. I to wlasnie nazywamy teoria
kwantowa (w wersji dla fotonéw nazywamy ja elektrodynamika kwantowa). Bardzo dziwna to
teoria. Przeszla ona jednak wszystkie testy do§wiadczane. Dzigki niej zbudowano tranzystory

i lasery. Czego jeszcze cheecie?! Ze jakos serce sciskaja te prawdopodobieristwa...

Jaki wiec jest ten obraz $wiata dyktowany przez uznana powszechnie teori¢ kwantowa ? Czy
musimy raz na zawsze uwierzy¢, ze cala otaczajaca nas materia sklada si¢ z obiektow
nieprecyzyjnych o wlasnosciach, ktore z natury rzeczy nie sg jednoznaczne? Chyba nie. Zwréémy
bowiem uwage na fakt, ze rozmiary elektronu nie sa wigksze niz 10-!7 m, a osiagalna dokladnosé
pomiaru polozenia wynosi nie wiecej niz 10~7 m. Dziesig¢ rzedow wielkosci! Czy mozemy wiec
twierdzié, ze wszystko o tym elektronie wiemy? Czy butla z gazem umieszczona na Marsie
ujawnitaby nam swdj sklad, rodzaje i pedy czasteczek oraz sily dzialajace miedzy nimi? Nawet
temperaturg trudno byloby zmierzy¢. Trzeba by bylo bowiem zbadaé promienicwanie tej butli.
Podobnie badamy czastki przez ich oddzialywania elektromagnetyczne z przyrzadami (§lady
jonizacyjne w kliszach i komorach pecherzykowych). Juz z samej natury tych doswiadczen wynika
konieczno$é postugiwania si¢ opisem statystycznym. Poniewaz jednak nie wszystkim taki opis si¢
podoba, tak jak nie podobalo si¢ newtonowskie addzialywanie na odleglos¢, to moze warto
szuka¢ innego. Na to pytanie nie ma wlasciwie odpowiedzi. Mechanika kwantowa jest teoria
prawdopodobnie niesprzeczng formalnie i $wietnie zgadza si¢ z do§wiadczeniem. Podobnie jak
teoria Newtona 200 lat temu. Tylko te nieprecyzyjne fotony nie mieszcza si¢ w glowie.

Na zakoriczenie trzeba jednak zwréci¢ uwage na fakt, ze nie wszystko w teorii kwantowej jest
zupehie w porzadku. Nie udalo sie dotad opisaé przy jej pomocy addzialywan grawitacyjnych.
Jako nieslychanie stabs wydaja si¢ one zupehnie bzz znaczenia dla zachowania si¢ czastek.

A jednak... Gdyby Wszechswiat byl tworem zamknigtym, co dopuszcza ogdlna teoria wzglednosci,
wtedy, zgodnie z prawami mechaniki kwantowej, czas i przestrzeni powinny by¢ dyskretne,
nieciagle. Moze wigc mikroczasoprzestrzen jest wlasnie nieciagla. Wbrew pozorom mozna by to
zmierzy¢, wykorzystujac relatywistyczny efekt spowolnienia czasu w ukladach poruszajacych si¢
bardzo szybko. Doswiadczen takich nie da si¢ jednak na razie wykonaé. Wciaz wigc nie ma,
niestety, zadnych powodéw, Zeby cokolwiek zmieniaé w istniejacej strukturze teorii.
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Zbiory skoficzone umiemy poréwnywaé pod wzgledem wielkosci. Najprostszy sposob, to policzyé,
ile elementéw ma kazdy z nich, i por6wnaé otrzymane liczby naturalne. Wigkszy bedzie ten zbior,
ktorego liczba elementow okaze si¢ wigksza.

Moina jednak postapi¢ inaczej. Wyobrazmy sobie sal¢ balowa, w ktorej jest wiele osob. Jak bez
liczenia przekonaé sie, czy jest wiecej kobiet, czy mezczyzn? Wystarczy, Ze orkiestra zagra dobra
muzyke taneczna ; balowicze polacza si¢ w pary (to jest bal, a nie dyskoteka) i kazdy, kto tylko
znajdzie partnera, ruszy w tany. Rzut oka na sal¢ pozwoli stwierdzi¢, ktora ple¢ byla liczniej
reprezentowana: jesli pozostali panowie b2z tancerek — bylo ich wigcej, jesli panie bez partnerow
one stawily si¢ liczniej. Jesli za$ nikt nie podpiera scian, panowala idealna rownowaga liczebna.
Zwro6émy uwage, ze ten drugi sposéb poréwnywania wielkosci zbiorow ma pewna przewage nad
pierwszym. Obywa si¢-on mianowicie b2z pojecia liczby i dzigki temu daje si¢ latwo uogélni¢ na
zbiory nieskoriczone. Trzeba tylko odpowiednio sprecyzowaé pojecie ustawiania w pary. Powiemy
mianowicie, ze zbiory A i B s3 rownoliczne, jesli istnieje funkcja, przeksztalcajaca zbiér 4 na caly
zbior B, o tej whasnosci, ze roznym elementom przypisuje réine wartosci. Podobnie, zbi6r B jest
liczniejszy od zbioru A, jesli nie ma funkcji odwzorowujacej A na caly zbi6r B, W naszym
przykiadzie sali balowej pierwsza sytuacja odpowiada przypadkowi, gdy wszyscy mogli zataficzy¢,




Zauwmny jednak, ze jezeli zbiory A i Bsa a druga, gdy pewna ilo$¢ osob ktoérej$ plci zostala bez pary. Nasza definicja jest ogélna, nie

to zna ich el y . . s = - 2 5 .
B o e e, e o kg bt ogranicza si¢ bynajmniej do. przypadku z!noréw.sl.conczonych. .Mozemy teraz zbiorom .
zbioru A4 zostanie bez pary, na przyklad: A4 = przyporzadkowaé pewne obiekty zwane liczbami kardynalnymi w ten sposéb, by ten sam obiekt
= zbi6r liczb naturalnych, B = zbiér liczb przyporzadkowany byl zbiorom A4 i B wtedy i tylko wtedy, gdy sa one réwnoliczne. Liczbe
naturalnych, fln) = n+1, albodwa kardynalng zbioru A4 oznaczamy |A|. Liczba kardynalna danego zbioru informuje nas wiec, ile ma
(... f(n) = n+2), albo np. bez pary bedzie . D0 L,g s 5 s .
e e b on element6w w tym samym sensie, w jakim czyni to liczba naturalna okreslajaca ilo$¢ elementéw
z B (... fin) = 100" n). zbioru skorniczonego. Dla zbioréw skoriczonych liczba kardynalna zbioru jest to ta wlasnie liczba

naturalna. Z dwéch liczb kardynalnych m i n ta jest wieksza, ktéra przyporzadkowana zostala

zbiorowi liczniejszemu. Piszemy m < n, gdy n jest wicksza od m.

Latwo mozna podaé przyklad nieskoriczenie wielu liczb kardynalnych, mianowicie wszystkie liczby

naturalne. Istnieje jednak rowniez wiele réznych liczb kardynalnych przyporzqdkowanych zbiorom

nieskoficzonym. Jako przyklad niech postuza tu:

liczba kardynalna zbioru liczb naturalnych,

liczba kardynalna zbioru liczb rzeczywistych,

liczba kardynalna zbioru funkcji o argumentach rzeczywistych przyjmujacych wartosci
rzeczywiste.

Mozna udowodnié, ze zadne z wymienionych zbioréw nieskoficzonych nie sg rownoliczne, a wiec

odpowiadajace liczby kardynalne sa r6zne (wypisane sa w kolejnosci od najmniejszej do

najwigkszej). Mozna réwniez udowodnié, ze zbiér podzbioréw danego zbioru X (oznaczany P(X))

R Z jest zawsze od niego liczniejszy, tak wigc mozemy wypisaé ciag zbior6w nieskoriczonych coraz
. liczniejszych: N, P(N), P(P(N)), .... Odpowiadajacy mu ciag liczb kardynalnych bedzie wiec scisle
rosnacy.

Zastan6wmy si¢ teraz, w jaki sposob mozna tworzyé zbiory coraz liczniejsze. Jedna metoda to
tworzenie zbioru podzbioréw, o czym byla mowa powyzej. Druga za$ to tworzenie sum zbiorow.
Zauwazmy, jaka wlasciwo$¢ ma pierwsza liczba kardynalna odpowiadajaca zbiorowi
nieskoriczonemu (jest to liczba kardynalna zbioru liczb naturalnych oznaczana hebrajska literg ¥o):
obie wymienione operacje dokonywane na zbiorach o mocach mniejszych od tej liczby daja zbiory
o mocy w dalszym ciagu od niej mniejszej. Dokladniej
1. Liczba kardynalna zbioru podzbioréw zbioru skoriczonego jest skoriczona (tJ mniejsza od §o).
2. Liczba kardynalna sumy skoriczonej ilosci zbioréw skoriczonych jest skoriczona.
WprowadZmy teraz nastepujaca definicje: liczbg kardynalna m nazywamy liczba nieosiagalng
wtedy i tylko wtedy, gdy:
1. Jesli |[X] < m, to |P(X)| < m.
2. Jesli o jest rodzing zbiorow taka, ze |2/| < m i wszystkie zbiory A nalezace do rodziny &/
maja liczb¢ kardynalng mniejsza od m, to suma zbioréw rodziny &/ ma liczb¢ kardynalng
mniejsza od m.
Mozna powiedzieé, ze liczba nieosiagalna to taka, ktérej nie mozna wyprodukowaé stosujac na
mniej licznych zbiorach wspomniane operacje.
Jakie sa przyklady liczb nieosiagalnych? Wszyscy Czytelnicy zauwaza z pewnoscia, Ze najmniejsza
takg liczba jest 0. Nie jest ona jednak specjalnie ciekawa, wigc pominiemy ja w dalszych
rozwazaniach. Nast¢pna liczba nieosiggalna jest — jak zostalo wyzej zauwazone — ¥o, pierwsza
liczba kardyqalna nieskoficzona. Dalsza liczba nieosiaggalna bylaby wiec w stosunku do mniejszych
od niej liczb tym; czym %, jest w stosunku do liczb skoficzonych. Mozna wiec traktowaé ja jako
i »,hipernieskoficzong”. Pytanie, czy istnieje liczba nieosiagalna wigksza od ¥o, wydaje si¢ by¢
interesujace. Wszyscy niemal matematycy zakladajq istnienie zbioréw nieskoficzonych, jak wiec jest

. e z ,,hipernieskoficzonymi” ? )
' Pytanie to jest jednym z najwazniejszych nie rozwiazanych probleméw wspolczesnej teorii
mnogodci. Jego pozycja w matematyce wydaje si¢ do$¢ osobliwa. Udowodniono, ze pozytywna
odpowiedZ nie moze zostaé wykazana, nadal jednak otwarty pozostaje problem, czy mozna daé
odpowiedZ negatywna, tj. czy mozna udowodni¢ w matematyce, Ze nie ma liczb nieosiagalnych
wigkszych od No.
Co pewien czas specjalistéw od teorii mnogosci elektryzuje wiadomos¢, ze kto§ udowodnit
nieistnienie tych liczb. Pewna grupa os6b goraczkowo studiuje nowy dowdd, az wreszcie okazuje
si¢ ... ze jest to kolejny falszywy alarm: w dowodzie tkwi mniej lub bardziej widoczny blad.
Jedni matematycy wierza, ze kiedy$ uda si¢ wykazaé nieistnienie nieprzeliczalnych liczb
nieosiggalnych. Sa tacy, ktorzy strawili cale lata bazskutecznie probujac znalezé dowéd. Inni
sceptycznie odnosza si¢ do tych wysitkow i sklonni sa dodawaé hipoteze istnienia duzych liczb
nieosiggalnych do powszechnie przyjmowanych aksjomatow teorii mnogosci. W uzyskanej w ten
sposob silniejszej teorii dowodza twierdzen, ktoérych nie udaloby si¢ wykazaé b=z tego zalozenia.
Z ulga witaja oni wiadomo$¢, ze kolejna proba obalenia hipotezy liczb nieosiagalnych spelzia na
. niczym.

2dy p{2p* Plotki o nowym rewelacyjnym dowodzie nasilaja si¢ zwlaszcza w okresie primaaprilisowym. Na
kawat o ,,dowodzie, ktéry tym razem jest z pewnoscia bzzbledny”, mimo ze czgsto uzywany,

p(p— D p— 5} (*—p—1) > 0, zatem gdy zawsze nabieraja si¢ jacy$ naiwni. Jesli wigc w ktéryms$ numerze Delty znajdziecie nadzwyczajny
1 dodatek pt. ,,Nie ma nieprzeliczalnej liczby nieosiagalne;j”, sprawdzcie, czy nie jest to numer
5 e kwietniowy.
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