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Suma szeregu 2, 28 jest slynng funkejg £
n=1 "

(dzeta) Riemanna, majaca duze znaczenie

w teorii liczb i jeszcze kilku galgziach

matematyki

E i na utamek laficuchowy niearytmetyczny:
n=1 =

oo
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Z rozwinigcia tego wynika, Ze liczba Z — jest niewymierna. Dla liczby Z —, fakt taki
n=1 P =l P

znany byl juz od 1770 r., na wynik Apery’ego czekano zatem ponad 200 lat.

Dowody wigkszosci podanych tu twierdzen Czytelnik znajdzie w ksigzkach W. Sierpifiskiego
»Dzialania nieskoficzone”, rozdzial XI i ,,Teoria liczb”, rozdzial XII, a wiele innych ciekawych
informacji w ksigzeczce 4. Xunvun, Iennne dpodu.

Zastosowania utamkoéw taficuchowych

Podamy tylko kilka przykladow tych zastosowarn. Pelniejsza teorie moze Czytelnik znalezé
w ksiazkach: A.J. Banarski ,,Rownania nieoznaczone”, A.O. Feasond ,,Peweriue ypasuenuii  yeasx
wucaax” i W. Sierpiniski ,,Dzialania nieskoriczone”. Opisane przyklady pochodza z tych
ksiazek.
1. Rozwigzywanle rownai w liczbach calkowitych. Rozpatrzmy réwnanie 127x—52y+4+1 = 0,
127
ktére chcemy rozwiazaé w liczbach catkowitych. Rozwijamy najpierw T na ulamek
taficuchowy (np. metoda opisang w artykule A. Schinzla):

127 1
i I
2+

1
W tak otrzymanym wyrazZeniu skre§lamy ostatni utamek, tj. e i obliczamy wartosé

otrzymanego nowego utamka faficuchowego (bezposrednio lub korzystajac z twierdzenia 1

' 1 1 1 22
artykulu A. Schinzla): 2+ 1 =2+ - =2+T=T,
24 24— —
G B
1
127 22 1
Obli nastepnie réznice —— — — = — ———.
iczamy ¢pnie roznice 5 5 =5

Po sprowadzeniu do wspolnego mianownika otrzymujemy
127-9-52-22 = —1,

a zatem otrzymaliSmy rozwiazanie rownania: x = 9, y = 22. Wiadomo, ze gdy dane jest jedno
catkowitoliczbowe (xo, yo) rozwiazanie rownania Ax+ By+C = 0, gdzie 4 i B s3 wzglednie
pierwsze, to wszystkie pozostale wyrazajg sie wzorami x = xo— Bt, y = yo+ At, gdzie ¢ jest
dowolna liczba catkowitg.

18

2. Rozpatrzmy rownanie 25x+ 18y = 970. Jak poprzednio, zacznijmy od rozwiniecia 75 na
utamek laficuchowy: e l
R o 25 1 1
+ - 1
1+ -
14 1
3
: ke 3 1 1 5
Odrzucamy = i obliczamy: == —
2 7
1 1+—
: 2+ : ’ ’
2
18+~ S 1 . ¢ . . ;
Poniewaz za$ ETAEE BT wigc (mnozac przez wspélny mianownik) otrzymujemy



Rozwigzanie zadania M 195.

Katy BDC i BEC sg wpisane w okrag o

i oparte na jego irednicy BC, sg wiec
katami prostymi, Wynika stad, ¢ odcinki
BE i CD sq wysokosciami trojkata ABC.
Prosta AF przechodzi przez trzeci

wierzcholek tego tréjkata i punkt przecigeia

dwach jego wysokosci, jest wigc jego

wysokodcig prostopadiy do boku BC, czyii do

prostej p.
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18-7—5-25 = 1, a inaczej 25- (—5)+18-7= 1.
Pomnoézmy tg¢ ostatnig réwno$¢ przez 970:
25-(—5-970) + 18- (7- 970) = 970.
Mamy zatem juz jedno rozwigzanie xo = —5-970 = —4850, yo, = 970- 7 = 6790.
Rozwigzaniem ogolnym bedzie wobec tego
x = —4850+18¢
y = 6790—25¢1.

~ Mozemy nieco uprosci¢ te wzory, mianowicie podstawiajac 1+ 270 zamiast . Dostaniemy

x = —4850+ 18144860 = 10+ 187, y = 6790—251—6750 = 40—251.
3. Wyciaganie pierwiastka kwadratowego. Obliczymy }/ﬁ. znajac jego wartos¢ przyblizong 4,8

5= 1
(a w zasadzie wiedzac tylko, ze 4,5 < V23 < 5,0). Mamy najpierw ﬁ_ = 4+ —, gdzie
Xy
x; > 1.

1 23+4 I
Abyob[lczyéx,.naplszmny— ¥23 4stadx,=-—_——-=-—’/-_-+__—.|+_.
V23 -4 7 X2

gdzie x, > 1. Obliczamy teraz x, metoda podobng do obliczania x,:

1 V23+4 V23-3 V2343 _ i
x_z-__ b —1 = 7 .x;--—-i-—~3,9,mtﬁnx3——3+?;—.
gdzie jak i poprzednio x5 > 1. Wyznaczamy nast¢pnie x5, otrzymujgc

1
x3=14+—.
Xa

i B = S
Da.lejmamy.;]‘:=..'/_Z%vi,astqu..=;/23+4=8+x—l|mdztmy,iedalsux,bgdasig

powtarza¢ (por. twierdzenie 7 artykulu A. Schinzla). Otrzymujemy nieskoriczony okresowy
cigg rownosci

' 1 1 1 s 1 . ==
]/23=4+—, x5 =14+4—, X3=34+—, x3=14 —, Xe = 84— itd,
X

X2 X3 Xa X1
Popodstawieniachotrzymnjcmy
V3 = TRl apent s e il M L]
4+ 13 T+;_S-+IT'+!T+I_1-+|_§_+”“

4. W podobny sposéb mozna otrzymywaé rozwiniecia innych liczb niewymiernych. Rzecz jasna,
tylko dla niewymiernoéci kwadratowych quq to ulamki okresowe. Przykiadowo:
1, 1]

!I +17"'|3

Vi+l+[;|+“ +l;|+ i11|+""

log5=— +— +....

I 9

5. Rmﬂhﬁefmkdl-mw Rozpatrzmy funkcj¢ wymierng
6x*+12x* +13x* +10x+ 1
6+ 12x2+Tx+1

Jej rozwinigcie na ulamek laficuchowy mozemy otrzyma¢ stosujgc algorytm Euklidesa (por.
uwagi migdzy twierdzeniem 3 a twierdzeniem 4 w artykule A. Schinzla):

f(x) =

i otrzymuj
g P -iloraz Zy'!“ s i reszte

6x*+12x3+13x* +
+10x+4 6x*+12x* +Tx+1 * 6x?+9x+4
6x>+12x* +Tx+1 6x*+9x+4 x 3x243x+1
6x2+9x+4 3Ix*4+3x+1 2 3x+2
3x24+3x+1 3x+2 x x+1
3x+2 x+1 ¥ x ™*
x+1 x 1 1
x 1 ' x

&%



Czytelnicy proponuja

Sciéle rzecz bioragc w miejscu zaznaczonym (*) odeszli$my od algorytmu Fuklidesa, w kt6rym
reszta powinna mie¢ mniejszy stopien niz dzielnik. Znalezione rozwinigcie jest nieco
»Z2grabniejsze” od otrzymanego wtedy, gdy postepowaliby$my konsekwentnie do kofica. Mamy
zatem
fe=x+ iy 1 1
2= lx
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Pawel PASZKO z Krakowa, student inZynierii chemicznej, pokazal, jak oblicza¢ wartosci
logarytméw oraz wyraZeni postaci x” na kalkulatorach, ktére tych funkcji nie maja.

x L]
Zaczynamy od tego, Ze, jak wiadomo, e* = lim (I + —) . Zatem, dla bardzo duzych N bedzie
n

n—s00

X

N
zachodzié¢ przyblizona rownoéé e"z(l+?) .

Stad. uwzgledniajac, Ze x = e'**, obliczymy szybko, ze
M Inx =~ N(Yx-1).

Przyjmijmy np. N = 1024 = 2'°®. ZauwazZmy, Ze wyciagniecie pierwiastka stopnia 1024 — to
10-kroine wyciagnigcie pierwiastka kwadratowego, a nawet najprostsze kalkulatory maja
funkcje , pierwiastek kwadratowy”. Wzor (1) nadaje si¢ do praktycznych obliczen

inzynierskich: na 8-cyfrowym kalkulatorze przy N = 2'° mozemy obliczy¢ logarytmy naturalne
liczb mniejszych niz 10 z dokladnoscig do 3-4 miejsc znaczacych, a przy N = 2!* i 11-cyfrowym
kalkulatorze dokladnoS¢ wzrasta do 5-6 miejsc. Niestety maleje przy wigkszych liczbach, choé np.
przy N = 2'°, In 100 otrzymujemy jeszcze z dokladnoscia do ok. 1%.

Ze wzoru (1), pamietajge ze x* = €’ 7, prosto otrzymujemy

@ X~ [14+(Yx—1)y]"

i wzor (2) w pelni nadaje si¢ do obliczer na kalkulatorach, majacych operacje,,x*” i ,,J/ x";

jak poprzednio, nalezy za N przyja¢ potege 2.

Ciekawe, ze oba wzory (1) i (2) daja dokladniejsze wyniki, niz mozna by si¢ spodziewa, sadzac
ze sposobu ich wyprowadzenia. Przykladowo przy N = 2'° obliczamy z nich

23 ~ 7,9987, (1,5)*-3 ~ 2,5404 (wobec dokladnego 2,54103 -

"W/2 ~ 1,07179 (wobec dokladnego 1,0717735...), e~ ~ 23,07.(a dokladnie jest e = 23,14 ...)

i szczegblnie przy niewielkich wykladnikach wzor ten w pelni nadaje sie do praktycznych
obliczen inzynierskich. Gdy N = 2'%, to na 11-cyfrowym kalkulatorze mozna otrzymywaé bardzo
doktadne wyniki (ale takie kalkulatory juz przewaznie maja funkcje x*).

Logarytmy mozna bardzo dokladnie obliczaé, wykorzystujac rozwiniecie

n+1
in

2 1 1 SR
E Sas ¥ * ks
b l-lr =t (I+ 3 @niDE TS @t T )

Na przykiad przyjmujgc n = 1 otrzymujemy rozwiniecie liczby In 2

1,,2_-&(, LR v Rt P ol N T e

3 A T T T T R T R
1 1 1 1 1 1 3
*13?*“1‘;'3?*7‘?*---)

i ograniczajac si¢ do wypisanych powyzej wyrazow mozna na kartce papieru obliczyé In 2
z dokladnoscia do 9 cyfr po przecinku: In 2 = 0, 693147180.... Podstawiajac n = 4, otrzymujemy

05 = SWot 1+)
e i oy T S T

potem mozemy obliczy¢ np. In 10 = In 2+In 5 i w podobny sposéb logarytmy innych liczb.
Wyciaganie pierwiastkéw réwniez mozemy robié bardzo dokladnie korzystajac z szeregu

dwumiennego (1+x)" = 14+ mx+ (;')x’—f (':)x’+ i -

Przypus¢my mianowicie, Ze trzeba obliczyé¢ 'i/], przy czym znamy juz jego wartos¢ przyblizong a.

A, :
Jesli przyjmiemy - = 1+ x, gdzie |x| jest bardzo male, to mozna pierwiastek przeksztalci¢

w sposéb nastepujacy VA =a(+x)*
i skorzysta¢ ze wzoru dwumiennego dla m = 1)k. Wyniki bedg bardzo dokladne.



