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Ulamkiem laficuchowym skoficzonym lub nieskoficzonym nazywamy wyrazenie typu odpowiednio
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gdzie a;, b, s3 elementami dowolnego ciala. Ulamki takie zapisujemy prosciej w postaci
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W niniejszym artykule ograniczymy si¢ do oméwienia ulamkéw laficuchowych, ktorych liczniki a;
i mianowniki b, (obejmowane niekiedy wspolna nazwa wyrazéw ulamka laficuchowego) sa
liczbami rzeczywistymi. Takim ulamkom skoriczonym mozna przypisa¢ wartosc liczbowa, jezeli
wszystkie zarnaczone dzielenia s wykonalne, tzn. wszystkie wyrazy ciagu okreslonego
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Inny sposéb obliczania wartosci ulamka laficuchowego podaje twierdzenie nastepujace.
Twierdzenle 1. Poléimy P_, =1, Q_, =0, Po = bo, Q, = 1 oraz

Py = Py 1 bt Przax
O =0s 1 b+ Qi-2a:
Jezeli ulamek lancuchowy (1) ma oznaczong warto$é w, to
P,

(k=1,23,..).
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Liczbe bo+ i :‘ I + ... ¥ | :: l,jdli jest okreSlona, nazywamy k-tym reduktem ulamka
1

lasicuchowego (2), a dla k < » réwniez ulamka ladcuchowego (1). Jesli dla utamka laficuchowego
(2) redukty R, s3 okreslone dla prawie wszystkich k i ciag R, jest zbiezny, to ulamek
laficuchowy nazywamy zbieznym, a granice klirnR. = w nazywamy jego wartoscia i piszemy
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Zapis ten nie jest calkiem konsekwentny (wlasciwie nalezaloby odrozniaé¢ ulamek laficuchowy od
jego wartosci), ale jest uswigcony tradycja i nie doprowadza w praktyce do nieporozumien.
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Podobnie symbol Z a, oznacza zarazem szereg nieskoriczony i jego sumg.
n=1

Na temat ulamkéw fadicuchowych o wyrazach dodatnich mamy dwa nastgpujace twierdzenia.

Twierdzenie 2. Jezeli liczby a,, by sq dodutrtie dla k = 1, a ulamek (2) jest zbiezny, to redukty

rzedu parzystego przyblizajq jego wartosé z niedomiarem, a redukty rzedu tieparzystego

z nadmiarem.

Twierdzenie 3. Jezelia, = 1i b, > Odla k = 1, to ulamek (2) jest zbieiny wtedy i tylko wtedy.
== .

gdy szereg kzl by jest rozbieiny.

Szczegblnie waine s tzw. ulamki fanicuchowe arytmetyczne, tj. takie, ktérych liczniki g, s3

wszystkie rébwne 1, a mianowniki b, dla k = 1 s3 liczbami naturalnymi oraz b, jest liczba

catkowita. Na mocy twierdzenia 3 ulamki laficuchowe arytmetyczne nieskoriczone sg zbiezne.

Wartos¢ kazdego ulamka lasficuchowego arytmetycznego skonczonego jest liczbg wymierna.

Odwrotnie, latwo dowiesé, ze kazda liczba wymierna rézna od 1 ma dokladnie jedno

rozwinigcie na ulamek laficuchowy arytmetyczny, normaine, tj. z ostatnim mianownikiem

réznym od 1. Rozwinigcie to mozna otrzymad przy pomocy algorytmu Euklidesa. Na przyklad
celem rozwiniecia na ulamek laficuchowy liczby 96/65 znajdujemy kolejno

9 =1-65+31, 65=2-314+3, 31=10-3+1, 3=3-],
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Rozwigzanie zadania M 194

Nistrudno zauwadyd, #e n-1 mnodeh a-a = a?,

arat =ad, ..,a -a" ! = g" jest

rozwigzaniem bardzo nieekonomicznym.

Jeieli bowiem 2% < n < 2841 (o wystarczy

znaledé potegi@? = a-a, a* = a?- a2, ...,

aik = gt - g*, a nastepnie pomnoizyé te

ze znalezionych poteg, ktdrym odpowiadajg

jedynki w rozwinigciu dwojkowym n = cp+

+20;4+2%;3+ ... +2%c;. W ten sposdb

znajdziemy a® po wykonaniu najwyiej

2k = 2 [log ;n] mnozen.

Uwaga: W pewnych wypadkach (jllur:h —_
iamy Czytelnil Jita gia nie
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Euler zauwazyl, e jeden z pierwiastkbw
réownania kwadratowego
xt—agx—5b =0 jest réwny
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Twierdzenie 4. Warto$é kaidego ulamka fancuchowego arytmetycznego nieskoriczonego jest liczbq
niewymierng. Kazda liczba niewymierna ma dokladnie jedno rozwinigcie na utamek lanicuchowy
arytmetyczny nieskoriczony. _
Rozwiniecie liczby niewymiernej w, o ktérym mowa w twierdzeniu, znajdujemy jak nastgpuje.
Kladziemy xo = w, b = [xo] (caloé¢ z x,) i dalej stosujemy wzory zwrotne
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Dla utamkoéw taficuchowych arytmetycznych zachodzi wazny wzo6r

P Qi —0Qiy P = (1)~

Poniewaz liczby Py i Qy sa catkowite, wynika stad, Ze utamki P,/Q; sa nieskracalne. Ulamki te
przyblizajg wartos¢ ulamka taficuchowego, ktorego sg redukta.m: z duza dokladno$ciag. Mamy
istotnie

Twierdzenie 5. Jezeli w jest wartoscig, zas Py/Q: (k = 0.1, ...) kolejnymi reduktami ulamka
{ancuchowego arytmetycznego, to

Xe+1 = biyy = [rassl

Py 1 -
W < dla wszystkich k = 1, 4
O Ok }
Py 1 o - ¥
We—— | = dla co najmntiej jednego z dwach kolejnyeh k = 1
O 20x
L - dla co najmniej jed trzech kolejnych k > 1
W—— | < ——— co najmniej jednego z trzech kolejny =
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Stalej /5 wystepujacej w twierdzeniu nie mozna juz poprawié. Istotnie dla rozwiniecia
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liczby Py, Qi sa odpowiednio réwne (k+2)-emu i (k-l- l)-—cmu wyrazowi ciggu Fibonacciego
a mamy limlﬁil_.& 0 =y5.
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Przyblizenie wartosci utamka lafcuchowego przez jego redukty jest nie tylko dobre, ale rowniez
najlepsze mozliwe, w sensie sprecyzowanym przez nastgpujace

Twierdzenle 6. Jezeli liczba wymierna r(s o mianowniku naturalnym jest lepszym przyblizentiem
liczby w niz redukt R, (n = 1) rozwiniecia w na ulamek lancuchowy arytmetyczny, to mmn‘o»mk s

Jest wigkszy od mianownika reduktu R, .

Utamek taficuchowy arytmetyczny &o+ | bl | | ; I

jest okresowy poczynajgc od pewnego miejsca.
V3+1
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Twierdzenie 7. Kazdy ulamek laficuchowy arytmetyczny okresowy przedstawia pewnq
niewymierno$é kwadratowa, tzn. niewymierny pierwiastek réwnania kwadratowego o
wspolezynitikach calkowitych. Kaida niewymiernosé kwadratowa rozwija sie na ulamek lanicuchowy
arytmetyczny okresowy.

Pierwsza cze$¢ tego twierdzenia pochodzi od Eulera, druga, znacznie trudniejsza, od
Lagrange’a.

Malo wiadomo o rozwinigciach na utamki laficuchowe liczb algebraicznych niewymiernych

roznych od niewymiernosci kwadratowych. W szczegélnosci zagadkag jest, czy mianowniki

takich rozwinigé moga tworzy¢ ciagi ograniczone. Ze mianowniki te nie moga rosna¢ zbyt

szybko, wynika z nastgpujgcego twierdzenia K. F. Rotha.

Twierdzenie 8. Jezeli P,/Qy jest k-tym reduktem rozwinigcia liczby algebraicznej niewymiernej na
ulamek lavicuchowy arytmetycznty, to

+ ... nazywamy okresowym, jezeli ciag b,

Jak widac¢ ze wzoru (3) rozwinigcie liczby jest okresowe. Nie jest to przypadek. Mamy

In Ok, 1
k- In Q.
Znane s3 rozwiniecia na ulamki laficuchowe niektorych waznych liczb przestgpnych, np.
liczby e, podstawy logarytméw naturalnych. Zachodzi mianowicie wzor Eulera
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Odpowiednie rozwiniecie liczby 7 nie jest znane, zachodzi natomiast wzor Brounckera
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Na ostatnim Migdzynarodowym Kongresie Matematykow, ktéry odby! si¢ w Helsinkach
w sierpniu 1978 r., wielka sensacja wzbudzilo znalezione przez R. Apéry’ego rozwinigcie liczby



o0

Suma szeregu 2, 28 jest slynng funkejg £
n=1 "

(dzeta) Riemanna, majaca duze znaczenie

w teorii liczb i jeszcze kilku galgziach

matematyki

E i na utamek laficuchowy niearytmetyczny:
n=1 =
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Z rozwinigcia tego wynika, Ze liczba Z — jest niewymierna. Dla liczby Z —, fakt taki
n=1 P =l P

znany byl juz od 1770 r., na wynik Apery’ego czekano zatem ponad 200 lat.

Dowody wigkszosci podanych tu twierdzen Czytelnik znajdzie w ksigzkach W. Sierpifiskiego
»Dzialania nieskoficzone”, rozdzial XI i ,,Teoria liczb”, rozdzial XII, a wiele innych ciekawych
informacji w ksigzeczce 4. Xunvun, Iennne dpodu.

Zastosowania utamkoéw taficuchowych

Podamy tylko kilka przykladow tych zastosowarn. Pelniejsza teorie moze Czytelnik znalezé
w ksiazkach: A.J. Banarski ,,Rownania nieoznaczone”, A.O. Feasond ,,Peweriue ypasuenuii  yeasx
wucaax” i W. Sierpiniski ,,Dzialania nieskoriczone”. Opisane przyklady pochodza z tych
ksiazek.
1. Rozwigzywanle rownai w liczbach calkowitych. Rozpatrzmy réwnanie 127x—52y+4+1 = 0,
127
ktére chcemy rozwiazaé w liczbach catkowitych. Rozwijamy najpierw T na ulamek
taficuchowy (np. metoda opisang w artykule A. Schinzla):
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W tak otrzymanym wyrazZeniu skre§lamy ostatni utamek, tj. e i obliczamy wartosé

otrzymanego nowego utamka faficuchowego (bezposrednio lub korzystajac z twierdzenia 1

' 1 1 1 22
artykulu A. Schinzla): 2+ 1 =2+ - =2+T=T,
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Obli nastepnie réznice —— — — = — ———.
iczamy ¢pnie roznice 5 5 =5

Po sprowadzeniu do wspolnego mianownika otrzymujemy
127-9-52-22 = —1,

a zatem otrzymaliSmy rozwiazanie rownania: x = 9, y = 22. Wiadomo, ze gdy dane jest jedno
catkowitoliczbowe (xo, yo) rozwiazanie rownania Ax+ By+C = 0, gdzie 4 i B s3 wzglednie
pierwsze, to wszystkie pozostale wyrazajg sie wzorami x = xo— Bt, y = yo+ At, gdzie ¢ jest
dowolna liczba catkowitg.
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2. Rozpatrzmy rownanie 25x+ 18y = 970. Jak poprzednio, zacznijmy od rozwiniecia 75 na
utamek laficuchowy: e l
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Poniewaz za$ ETAEE BT wigc (mnozac przez wspélny mianownik) otrzymujemy



