
Ulamkiem lancuchowym skonczonym lub nieskonczonym nazywamy wyrazenie typu odpowiednio

gdzie Oh b, sa element3mi dowolnego ciala. Ulamki takie zapisujemy prosciej w postaci
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sa rózne od zera. Liczbe c"= bo+ ~ nazywamy wówczas wartoscia ulamka (I) i piszemy
C.-t

W niniejszym artykule ograniczymy sie do omówieaia ulamków lancuchowych, których licznikia,
i mianowniki h, (obejmowane niekiedy wspólna nazwa wyrazów ulamka lancuchowego) sa
liczbami rzeczywistymi. Takim ulamkom skonczonym mozna przypisac wartosc liczbowa, jezeli
wszystkie zamaczane dzielenia sa wykonalne, tzn. wszystkie wyrazy ciagu okreslonego
rekurencyjnie wzorami

(I .;; k < n)

(k = 1,2,3, ...).

c. = b._.+ a._.+ ,
c._,

Co = b.,

Jt'zeli ulamek lancuchowy(I) ma OZ1/Llczonawartosc w, to

p.W=-.
Q.

Liczbe bo+ I:: I-l: ... + I:I,jeslijest okreslona, nazywamy k-tym reduktem ulamka
lancuchowego (2), a dlak .;; 11 równiez ulamka lancuchowego (1). Jesli dla ulamka lancuchowego
(2) redukty R,. sa okreslone dla prawie wszystkichk i ciag R. jest zbiezny, to ulamek
lancuchowy nazywamy zbieznym, a granice IimR. = w nazywamy jego wartoscia i piszemy

k ...•oo

a, I a.1
bO+jb; + ...+ ~ = c•.

Inny sposób obliczania. wartosci ulamka lancuchowego podaje twierdzenie nastepujace.
TwfenIzeDIel. Polózmy P-t = l, Q-t = O, Po = bo, Q, = l oraz

p. = p.-tb.+P.-2a.
Q" = Q.-tb.+Q.-2a•

a, I . a.1
ho+ jli;- + ...+ ~ + ...= w.

Zapis ten niejest calkiem konsekwentny (wlasciwie nalezaloby odrózniac ulamek lancuchowy od
jego wartosci), alejest uswiecony tradycja i nie doprowadza w praktyce do nieporozumien.

<D

Podobnie symbol L a" oznacza zarazem szereg nieskonczony i jego sume .
••=1

Na temat ulamków lancuchowych o wyrazach dodatnich mamy dwa naste1>ujace twierdzenia.
TwierdzeDie 2.Jezeli liczby a., h. sa dDdatnie dla k~ 1, a ulamek (2) jest zbiezny, to redukty

rzedu parzystego przyblizajajego wartosc z lIiedDmiarem. a redukty rzedu rtieparzystego
z 1/Lldmiarem.

TwJerdzeale 3~Jezeli a. = l i b. > Odla k ~ l, to ulamek (2) jest zbiezny wtedyi tylko wtedy,
<D

gdy szeregL bo. jest rozbiezny.k=l

Szczególnie wazne sa tzw. ulamki lancuchowe arytmetyczne, tj. takie, których licznikia. sa
wszystkie równe l, a mianowniki b. dla k ~ l sa liczbami naturalnymi orazbo jest liczba
calkowita. Na mocy twierdzenia3 ulamki lancuchowe arytmetyczne nieskonczone sa zbiezne.
WartoSC kazdego ulamka lancuchowego arytmetycznego skonczonego jest liczba wymierna.
Odwrotnie, latwo dowiesc, ze kazda liczba wymierna rózna od1 ma dokladnie jedno
rozwiniecie na ulamek lancuchowy arytmetyczny,normalne, tj. z ostatnim mianownikiem
róznym od 1.Rozwiniecie to mozna otrzymac przy pomocy algorytmu Euklidesa. Na przyklad
celem rozwiniecia na ulamek lancuchowy liczby 96/65 znajdujemy kolejno

skad

96=1'65+31,65=2'31+3,31=10'3+1,3=3'1,

96_ 11 l! 11

65 - 1+ f2 + jlO + 13-'
Mamy dalej
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dla wszystkich k;;. l,

dla co najmniej jednego z dwóch kolejnych k;;. l,

dla co najmniej jednego z trzech kolejnych k;;. 1.

--
Rozwiazanie zadania M 194.
Nietrudno zauwazyc, ze n-t mnozen a' a = oz,
a' OZ = a3, ...• a' 08-1 = an jest
rozwiazaniem bardzo nieekonomicznym.
Jei.eli bowie~ 2k ~ n < 2k+l. to wystarczy
znalezc- potegi 02 = a' at a4 = 02. 02, ...•

alt = at . at, a nastepnie pomnozyc te
ze znalezionych poteg, którym odpowiadaja
jedynki w rozwinieciu dwójkowymn = Co+
+2<'. +2'c.+ ... +2tct. W ten sposób
znajdziemya' po wykonaniu najwyzej
2k = 2 [log ,n] mnozen.
Uwaga: W pewnych wypadkach (jakich - .
pozostawiamy Czytelnikom) i ta strategia nie
jest optymalna.

Twierdzenie 4. Wartosc kazdego ulamka lancuchowego arytmetycmego nieskonczonego jest liczba

nie wymierna. Kazda liczba nie wymierna ma dokladnie jedno rozwiniecie na ulamek lancuchowy

arytmetyczny nieskonczony ..
Rozwiniecie liczby niewymiemej w, o którym mowaIW twierdzeniu, znajdujemy jak nastepuje.
Kladziemy Xo = w, bo = [xol (calosc zxo) i dalej stosujemy wzory zwrotne

l
Xt+l = ---, bt+l = [xt+tl·

xt-bt

Dla ulamków lancuchowych arytmetycznych zachodzi wazny wzór

Pt-1 Qt-Qt-l Pt = (- I)t.

Poniewaz liczby Pt i Qt sa calkowite, wynika stad, ze ulamki Pt/Qt sa nieskracaIne. Ulamki te

przyblizaja wartosc ulamka lancuchowego, którego sa reduktami z duza dokladnoscia. Mamy
istotnie

Twierdzenie S.Jezeli w jest wartoscia, zasPt/Qt (k = 0,1, ... )kolejnymi redukta~i ulamka
lancuchowego arytmetycmego, to

I p' lw- Q: 1< Qi

jw- PtI <_lQt 2Qi

Iw-~I <-J-I Qt Y5Qi

Stalej YS wystepujacej w twierdzeniu nie mozna juz poprawic. Istotnie dla rozwiniecia

(3) Y- 11 11+5+1 l _+_ ...- -2= +11 11

a mamy

Euler zauwazyl, ze jeden z pierwiastków
równania kwadratowego

x'-ax-b = O jest równy

b I b I b I
a+ ra + ra + ra + ...

I
liczby Pt, Qt sa odpowiednio równe (k+2)-emu i(k+ l)-emu wyrazowi ciagu Fibonacciego

lim I YS + l - ~ I Qi = y'5 .k ...•oo 2 Qt

Przyblizenie wartosci ulamka lancuchowego przez jego redukty jest ,nie tylko dobre, ale równiez
najlepsze mozliwe, w sensie sprecyzowanym przez nastepujase
Twierdzenie 6.Jezeli liczba wymierna r/s o mianowniku naturalnym jest lepszym przyblizeniem

liczby w niz reduktR. (n ;;. 1) rozwiniecia w na ulamek lancuchowy arytmetyczny, to mianownik s

jest wiekszy od mianownika reduktu R•.

Ulamek lancuchowy arytmetycznybo+ f;l' + I ;2' + ... nazywamy okresowym, jezeli ciagb.
jest okresowy poczynajac od pewnego miejsca.

Jak widac ze wzoru (3) rozwiniecie liczbyYS2+ l jest okresowe. Nie jest to przypadek. Mamy

Twierdzenie 7.Kazdy ulamek lancuchowy arytmetycmy okresowy przedstawia pewna

niewymiernosc kwadratowa, tm. niewymierny pierwiastek równania kwadratoJl'ego o

wspólczynnikach calkowitych. Kazda niewymiernosc kwadratowa rozwija sie na ulamek lancuchowy
arytmetyczny okresowy.
Pierwsza czesc tego twierdzenia pochodzi od Eulera, druga, znacznie trudniejsza, od
Lagrange' a.
Malo wiadomo o rozwin:eciach na ulamki lancuchowe liczb algebraicznych niewymiernych
róznych od niewymiernosci kwadratowych. W szczególnosci zagadka jest, czy mianowniki
takich rozwiniec moga tworzyc ciagi ograniczone. Ze mianowniki te nie moga rosnac zbyt
szybko, wynika z nastepujacego twierdzenia K. F. Rotha.
Twierdzenie 8.Jezeli Pt/Qt jest k-tym reduktem rozwiniecia liczby algebraicznej niewymiernej na

ulamek lancuchowy arytmetyczny, to

I· In Qt+l lIm---= .
k ...•oo InQt

Znane sa rozwiniecia na ulamki lancuchowe niektórych waznych liczb przestepnych, np.
liczby e, podstawy logarytmów naturalnych. Zachodzi mianowicie wzór Eulera

11 11 11 11 11 11 11 II 11 •
e = 2+Tl+f2+Tl+-ll +"(4- +-11 + .... + rr- + 12k +Tl+ ....

Odpowiednie rozwiniecie liczby n nie jest znane, zachodzi natomiast wzór Brounckera

n 11 P I 32I (2k+ 1)2I

"4 = -11-+12+12+'" +'-2-+ ....

Na ostatnim Miedzynarodowym Kongresie Matematyków, który odbyl sie w Helsinkach
w sierpniu 1978 r., wielka sensacja wzbudzilo znalezione przez R. Apery'ego rozwiniecie liczby
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00

Suma szeregu :l: ~ je.t slynna funkcja ,
1/=l fi'

(dzeta) Riemanna, majaca duze znaczenie

w teorii liczb i jeszcze kilku galeziach
matematyki

00 1L 3" na ulamek Jancuchowy niearytmetyczny:
11=1 n

00 l 00 l
Z rozwiniecia tego wynika, ze liczbaL -3 jest niewymierna. Dla liczbyL 2 fakt taki

11=1 n 11=1 n
znany byl juz od1770r., na wynik Apery' ego czekano zatem ponad200lat.

Dowody wiekszosci podanych tu twierdzen Czytelnik znajdzie w ksiazkach W. Sierpinskiego
"Dzialania nieskonczone", rozdzial XI i "Teoria liczb", rozdzial XII, a wiele innych ciekawych
informacji w ksiazeczceA. XUH'IUH,L(enHble opoou.

Zastosowania ulamków lancuchowych

Podamy tylko kilka przykladów tych zastosowan. Pelniejsza teorie moze Czytelnik znalezc
w ksiazkach: AJ. Banarski "Równania nieoznaczone",A.O. rellbrP01l0"Peu/eHue ypa8HeHuu 81/eAblX

'lUCAax" i W.Sierpinski "Dzialania nieskonczone".Opisane przyklady pochodza z tych
ksiazek.

1. Rozwiazywanie równan w liczbach calkowitych. Rozpatrzmy równanie127x- 52y+ l = O,

127
które chcemy rozwiazac w liczbach calkowitych. Rozwijamy najpierw -- na ulameR

52

lancuchowy (np. metoda opisana w artykule A. Schinzla):

127

52= 2+
2+ l

3+ --1
1+5

1
W tak otrzymanym wyrazeniu skreslamy ostatni ulamek, tj. -, i obliczamy wartosc

5

otrzymanego nowego ulamka lancuchowego (bezposrednio lub korzystajac z twierdzenia l

1 l l 22
artykulu A. Schinzla): 2+ ---- = 2+ -- = 2 + - = -.

l 1992+-- 2+- -
3 1 4 4+T

1+

127· 9- 52' 22= -l,

18 5 l
Poniewaz zas - - - = --, wiec (mnozac przez wspólny mianownik) otrzymujemy

~5 7 25'7

2+ l

1+ --1
1+3

l 5=--=-
2 71+-
5

l
1+ --1

2+"2

ulamek lancuchowy:

l
Odrzucamy - i obliczamy:

3

a zatem otrzymalismy rozwiazanie równania:x = 9, Y = 22. Wiadomo, ze gdy dane jest jedno
calkowitoliczbowe (xo, Yo)rozwiazanie równaniaAx+By+C = O, gdzie A i B sa wzglednie
pierwsze, to wszystkie pozostale wyrazaja sie wzoramix = Xo- Bt, y = Yo+At. gdzie t jest
dowolna liczba calkowita.

, 18
2. Rozpatrzmy równanie25x+ 18y = 970. Jak poprzednio, zacznijmy od rozwiniecia - na

25
18 l

25

... , 127 22 l
Obhczamy nastepme rózmce -- - - = - ---.

52 9 52' 9
Po sprowadzeniu do wspólnego mianownika otrzymtijemy
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