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1. Sprobujmy opisac stan wody w stawie napotkanym w parku. Jezeli w stawie tym zanurzymy
kubek, to woda, kibra si¢ dofi wdarla, stanowi oczywiscie cze$é (poduklad) wody w stawie.

W kubku znajduje si¢ kolosalna ilo$¢ czasteczek wody. Srednio jest tam okolo 1025 czgsteczek.
Jak opisaé wode w kubku? Scistego opisu z pewnoscia dostarczyloby sprecyzowanie liczby
czasteczek wody, ich polozen, pedow i kierunkéw momentéw dipolowych w zadanym
przedziale czasu. Parametry te bowiem okreslajg stan poduktadu. Sporzadzenie takiego
mikroskopowego opisu jest jednak niemozliwe, nawet gdybyémy polaczyli moce wszystkich
komputerow na Ziemi. W dodatku niewiele znaczacej tresci z takiego opisu by wynikalo.
Rozsadny opis wody daje si¢ jednak sformutowa¢ w kategoriach prawdopodobieristw. Opis
statystyczny pozwala wyznaczy¢ Srednie warto$ci pomiaréw liczby czasteczek w kubku, ich
calkowitej energii, wypadkowego momentu dipolowego, oraz wnioskowaé o ci$nieniu, cieple
whasciwym czy tez stalej dielektrycznej podukladu. Wazne jest przy tym, Zeby wielokrotne
realizowanie podukiadu (zanurzanie kubka) nie wplywalo na stan calego ukladu (wody w
stawie).

2. Jak obliczy¢ $rednig {A4> pewnej makroskopowej wielkosci 4? Najpierw trzeba znalezé
wartos$¢ 4 w kazdym z mikroskopowych stanow poduktadu, a wiec np. znaleZé energie dla
okreslonej liczby czasteczek N, ich okreslonych polozen, pedow, kierunkéw momentow
dipolowych itd. Jedli dla zadanego N stany mikroskopowe podukiadu numerowane sg
wskaznikiem 7, to odpowiadajgce im wartosci wielkodci 4 oznaczymy przez Ay, ;. Nastepnie
mnozymy kaZzde Ay, przez prawdopodobiefistwo Py, ; znalezienia i-tego stanu N-czasteczkowego
(zbiér zdarzen elementarnych konstruuje si¢ nabierajac wode do kubka wielokrotnie).
Obserwowana wartos¢ (4> dana jest wzorem

o0
1) Ay = E 2 Py, i Aw, i
N=0 i

W wypadku ukladow takich jak woda, ktérych dynamika daje si¢ w zadowalajacy sposob

. analizowa¢ w ramach mechaniki klasycznej, symbol Z w rownaniu (1) nalezy rozumieé jako
i

catke po stanach mikroskopowych. Zgodnie z teoriag kwantowa zbi6r dozwolonych standw
ukladu jest w rzeczywistosci dyskretny (przynajmniej dla ukladéw skoriczonych) i wiedy

w réwnaniu (1) calki nie pojawiajg sie.

3. Jak znale#¢ prawdopodobieristwo Py, ? Problem ten jest prosty w sytuacji, gdy srednie
wartosci wszystkich mierzalnych wielkosci nie zaleza od czasu. Méwimy wéwezas, ze poduklad
znajduje si¢ w stanie rownowagi termodynamicznej (jesli jest to stan trwaly). W stanie réwnowagi
prawdopodobienistwo Py, moze zaleze¢ wylacznie od niezaleznych stalych ruchu dia plynu

w kubku. Stalymi ruchu z pewnoscia nie s predkosci czasteczek. Ulegaja one bowiem zmianom
w wyniku zderzen. Z dobrym przyblizeniem statymi ruchu sg natomiast liczba czasteczek N

i energia E;. PrzybliZenie polega na zaniedbaniu energii oddzialywania wody w kubku z woda
W stawie oraz na pominigciu zmian liczb czasteczek w kubku w poréwnaniu ze $rednia ich
liczba. Przyblizenie to zalamuje sig, gdy w kubku jest érednio niewiele czasteczek.

4. Py, powinno zatem zaleze¢ wylacznie od N oraz E; (N oraz E, s3 zmiennymi niezaleznymi —
zadana wartoS¢ energii moze by¢ zrealizowana dla réznych N). Ksztalt tej zaleznosci mozna
ustali¢ na podstawie nastgpujgcego rozumowania. Przypusémy, Ze w stawie zanurzamy drugi
identyczny kubek. Niech Py y+, y(E + E}, N+ N') oznacza prawdopodobieristwo wystapienia
stanu o N+ N’ czasteczkach i o energii E,+ Ej, przy czym N czasteczek ma sig znajdowaé

w pierwszym kubku i byé¢ w stanie o energii E;, a N’ w drugim kubku i by¢ w stanie o energii
Ej}. Z uwagi na olbrzymig liczbe czasteczek wody w stawie, realizacja jakiegokolwiek stanu

w jednym kubku nie wplywa na stan stawu i w rezultacie nie wplywa na stan wody w drugim
kubku. A zatem

2) Pyont, i (E+Ej, N+ N') = Pu, (E, N)- Py, E;, N")
lub
3) ln.PN+y'.rJ(.E;+E:|, N+N')=In Pn,;(Ej, N)"'Iﬂpy"j(E;,N’).

Logarytm prawdopodobieristwa realizacji stanu jest wiec wielkoscig addytywna. Powinien on
zatem zaleze¢ od E i N w nastepujacy sposéb:

C)) InPy, {E;, N) = a—BE,+u- BN

gdyz zaréwno energia jak i liczba czasteczek sq wielko$ciami addytywnymi. Parametry «, f i 4 s3
pewnymi stalymi charakteryzujacymi stan wody. Wzér (4) przepisujemy w konwencjonalnej
postaci

e—FE—uN)

5 Py, = =

Rozklad prawdopodobiefistwa dany wzorem (5) znany jest pod nagwa wielkiego rozkladu
kanonicznego. Stala £, bad# staly «, mozna wyznaczyé, gdyz musi byé

o
(6 S Y Pra=1,
N=0 i



Rozwigzanie zadania M 193,

Zalé#my, & réwnanie x*—27 x+¢ = O ma
trzy pierwiastki calkowite u, v, w. Bedg
wtedy zachodzily réwnosci:

23 =27 x+¢ = (x—u)(x— v)(x W) = x3—

= (u+ v+ W)+ {uv+uw+ ) x— wvw,
skad wynika, 2e u+v+w = 0,

Wyt uw+yw = —27, Jedna z liczb u, v, w
musi byé nieujemna. Mozemy zaloyé, z=

u = 0. Podstawinjac do drugiej z tych
réwnodei w = — (u+ v) otrzymujemy
4wy +v? = 27, skad po pomnozeniu
obydwu stron przez 4 otrzymujemy

Jut 4+ (u+2v)? = 108.

Wprowadzimy nows niewiadoma r = u+ 2v.
Ma wige by¢ 3u? 413 = 108, czyli 1? = 10B—
3u?, Widzimy, ze musi byé 108—3u® = 0,
czyli w? < 36,0 < v < 6. Ponadto 1 jest
podzielne przez 3; ¢ = 35, skgd 952 = 108—
=32, a wige i w drieli sie przez 3: u = 3r.
Zatem 957 = 108—27r2,0<r < 2,52 =

= 12-3¢%, Ale i 5 musi by¢ podziclne przez 3.

1= 3p, skad 3p? = 4—r3; zatem r = |p| =

= 1lubr = 2, p = 0. Otrzymujemy wiec

[t] =9, u=3lubt=0,u=6, czyli

utdv= 1% u=3lubu+2v=0,u = 6,

W pierwszym przypadku otrzymujemy

(u, ¥} = (3, —6), (3 3}, w drugim (x, v) =
= (6, —3). Odpowiednimi tréj}

{u, v, w)sg (3, —6, 3), (3,3, -—6). (6, —3, -3).

Zawsze wige dwa pierwiastki calkowite
danego réwnania sg réwne.

Stad
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Warto zwroci¢ uwage, ze Z oznacza sumowanie (ewentualnie catkowanie) po mozliwych stanach,
i

a nie tylko po réznych wartosciach energii. Czgsto sie bowiem zdarza, ze wiele stanoéw ma te
sama energie.

5. Jaka interpretacje fizyczng maja state § i u? Przypusémy, ze woda w kubku moze
wymienia¢ energi¢ z otoczeniem, a nie moze wymienia¢ czasteczek. Taka sytuacje otrzymujemy,
przykrywajac kubek cienka folig, ktora przewodzi cieplo (przekazuje energie zderzen czasteczek
osrodka z folia do kubka i na odwrét). Wowezas w rozkladzie (5) oraz w sumie (7) wystepuje
tylko jedna okreélona warto$¢ N = N, i czynnik ef#No sie redukuje. Otrzymujemy tzw. rozklad
kanoniczny:

e PE; N
S RS

® Pysi= { Ye o8
0 N# No.

Zauwazmy, ze gdybySmy powtorzyli do$wiadczenie nabierania w kubek tej samej ilosci wody na
$rodku stawu, to rozklad (8) bylby doktadnie taki sam (po ustaleniu sie stanu réwnowagi) —
bytby tam doktadnie ten sam parametr f. Parametr ten charakteryzuje wiec calg wode w stawie
i jest jednakowy dla wszystkich jej podukladéw. Jesli folia jest w sztywny sposob zamocowana
na kubku (nieruchomy tlok), to ci$nienia wody w kubku i wody w stawie mogtyby by¢ réine,
natomiast temperatury bylyby jednakowe. Wnioskujemy stad, ze § jest w jaki$ sposéb

zwigzane z temperaturg. W jaki? Zamiast rozpatrywaé tak skomplikowany uklad jak woda, dla
ktorej energia potencjalna oddzialywarn czasteczek jest istotna, rozwazmy znacznie prostszy
ukiad: rzadki jednoatomowy gaz o N czasteczkach. Jeéli gaz jest rzadki, to jedyny wazny wklad:
do energii wnosi energia kinetyczna

N P2
@
(9) E = GZI fan  E@ =
gdzie wskaZnik « oznacza numer czasteczki.
Jest to tzw. model gazu doskonalego. W nastepnym artykule pokazemy, Ze rozkiad (8) prowadzi
do naste¢pujacego wyraZenia na cisnienie gazu doskonalego zawartego w naczyniu o objetosci V:
(10) PV = NJB.

Wzér (10) pokrywa si¢ z prawem gazu doskonalego, jesli przyjaé, ze f = 1/k7, gdzie k oznacza
stalg Boltzmanna, a T temperature absolutng. W nastepnym artykule sprobuje przekonaé
Czytelnika, Ze utozsamienie parametru f§ z odwrotnoscia temperatury jest zawsze zgodne

z fenomenologiczna definicjg temperatury.

6. Rozpatrzmy z kolei wielko$¢ p. Jest to rowniez wielko$¢, ktora charakteryzuje wszystkie
podukiady wody w stawie. Nosi ona nazwg potencjatu chemicznego. Zauwazmy, ze g ma
wymiar energii i wyst¢puje we wzorze (5) w postaci E;— uN. Skoro tak, to przeprowadzenie
Jednej czasteczki ze stawu do kubka zwigksza §rednia energie podukiadu o g. W odrdinieniu od
p parametr x moze przyjmowa¢ dowolna (réwniez ujemna) warto$é rzeczywista. Gdyby
potencjaty chemiczne wody w kubku i wody w stawie byly rézne, to w ukladzie pojawilyby sie
przeplywy, wyréwnujace potencjaly chemiczne i ustalajace Srednia liczbe czasteezek w kubku na
pewnej wartosci <N». Owa §rednia warto$¢ (N, jesli jest znana, pozwala obliczyé
odpowiadajgce jej .

7. Przypu$émy wreszcie, ze zamiast kubka uzyjemy termosu. Woda w termosie jest izolowana
termicznie od otoczenia. Uklad ma zadang energie, ktora jest $cidle zachowywana. W rozkladzie
(8) wystepuje tylko jedna energia E = ¢E). Prawdopodob:enslwo wystapienia stanu o tej
wlasdnie energii jest stala rowna

1
e BB N=N,
an Pyu={WE) ™ ’
0 Egié E, N?"’ NI]:

gdzie W(E) = Z 1 jest liczbg mikroskopowych stanéw o energii E. Zwiazek (11) oznacza, Ze
7

wszystkie stany o zadanej energii i liczbie czasteczek sg jednakowo prawdopodobne. Rozklad
(11) znany jest pod nazwa rozkladu mikrokanonicznego.

8. W fizyce statystycznej wprowadza si¢ wielkosé S, zwana entropia. Definiuje si¢ ja

w nastgpujacy sposob:

o0
(]2) §=-k Z ZPN,;IHPN,,.
N=0 |

Dla rozkladu mikrokanonicznego (o ustalonej energii i liczbie czasteczek) definicja (12) sprowadza
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si¢ do wyraZenia
(13) S =kin W(E),

postulowanego przez Boltzmanna. Im wicksze W(E), tym wigksze S. Entropia stanowi wiec
miare ,,nieporzagdku” w ukladzie. Statystyczne okreslenie entropii jest waZne, gdyz ustala ono
zwigzek pomiedzy prawdopodobiefistwami wystapienia stanéw a makroskopowymi
(termodynamicznymi) wlasciwosciami ukladu, czy tez podukiadu.

Okazuje sie, Ze entropia ,,statystyczna™ ma wszystkie cechy entropii wprowadzanej w
termodynamice. RozwaZzmy na poczatek pierwszg zasadg termodynamiki. Stwierdza ona, Ze jesli
przeprowadzi¢ uklad (quasistatycznie) od stanu rownowagi odpowiadajacego energii <E) do
stanu rownowagi o energii (E) + d (E), to

(14) d (Ey = T dS,

pod warunkiem, Ze objeto$¢ ukladu i liczba zawartych w nim czasteczek nie ulega zmianie
(patrz artykut B. Cichockiego w Delcie 8/1978).

Prawg strone réwnania (14) interpretuje sig jako cieplo pobrane przez uklad. Jedli rozwazamy
uktlad izolowany (z punktu widzenia mozliwosci praktycznego wykonania procesu jest to
idealizacja), dla ktérego wlasciwy jest rozklad mikrokanoniczny, to omawiany proces odpowiada
przejsciu od W(E)do W{E+dE). Przyrost entropii

din W(E)
dE

jest proporcjonalny do dE. Zgodnosé z pierwsza zasada termodynamiki uzyskuje sig,
utozsamiajac wspblczynnik proporcionainosci z odwrotnoscig temperatury.
ds dInWI(E) 1
16 e T
(16) dE dE "
Pojecie temperatury mozna wigc wprowadzi¢ rowniez dla ukladu izolowanego.
9. Dlaczego w definicji (12) wystepuje logarytm? Jesli podzieli¢ ukiad izolowany na dwa
podukiady: jeden o energii E,, drugi o energii E— E,, to liczba realizacji stanu o energii E
jest iloczynem odpowiednich liczb dla podukiadow.

(15) : ds =k

u7n W(E) = W(E,)W(E—E,).
Logarytm iloczynu jest za$ suma logarytmow
(18) S(E) = S(E,) + S(E—E)).

Logarytm w (12) prowadzi zatem do addytywnosci entropii.
10. Zauwazmy wreszcie, ze dla F = const mamy S = const. A wiec

L R T o L A - W o SO [ s s

+ = —_ —_—
d-El dEl d(E_Er) dEl dE: d(E'_El)

Zwiazek ten wraz z réwnoscig (16) pozwalaja stwierdzié, Ze warunkiem réwnowagi (E = const)
jest rownos¢ temperatur poduktadow. Obserwacja ta potwierdza wewngtrzng spojno$é
statystycznych definicji entropii i temperatury.

11. Czym wiasciwie jest temperatura? Ot6z stwierdziliSmy, Ze entropia jest wielkoscia
addytywna. Stad In W(E) musi by¢ proporcjonalny do liczby czasteczek No, a nie np. do N3 .
Wspblczynnik proporcjonalnosci jest wielkosdcia bezwymiarowg, kiéra oznaczymy przez w.
Wspblczynnik @, odpowiadajacy stanowi ukladu o najnizszej energii E,, tj. stanowi
podstawowemu ukladu, oznaczymy przez @o. Rozwazmy uklady o roznych energiach, ale

o okreslonej liczbie czasteczek N, . Energia jest rowniez proporcjonalna do Ng: E = (&) Ny,

E ; .
gdzie (&) = Tv—jcst $rednia energia, przypadajaca na jedng czgsteczke. Jedli pochodng w (16)
L]

przyblizy¢ ilorazem réznicowym, to

20) L x No - (w—wo)

T dE  No-(e>—<(eo))
Wielkos¢ k T jest zatem miara odchylenia $redniej energii (&) pojedynczej czasteczki od
odpowiadajgcej Sredniej {£,) W stanie podstawowym.
12. Okazuje sig, ze dla ukladéw o duzej liczbie czasteczek wszystkie trzy rozklady:
mikrokanoniczny, kanoniczny i wielki kanoniczny prowadza do rownowaznych wyraZen na
wielkosci termodynamiczne. (N obliczane przy pomocy rozkladu (5) nalezy tylko uznaé za
odpowiadajace N, a (E) obliczane dla rozkladéw (5) i (8) — za odpowiadajace E. Dzicje si¢
tak dlatego, Ze wspomniane rozklady sa silnie skupione wokél Srednich wartosci (N i (E),
a oddzialywania z otoczeniem sa przewaznie stabe. Wybor wiasciwego rozkladu w praktyce
dyktowany jest wiec dogodnoscia obliczefi.
W nastepnym artykule zbadamy wiasciwosci najprostszych ukladéw wielu czgstek, mianowicie
gazOw doskonalych. Teraz lepiej jest pbjs¢ do parku.




