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l. Spróbujmy opisac stan wody w stawie napotkan)'m w parku. Jezeli w stawie tym zanurzymy
kubek, to woda, która sie don wdarla, stanowi oczywiscie czesc (poduklad) wody w stawie.
W kubku znajduje sie kolosalna ilosc czasteczek wody. Srednio jest tam okolo1025 czasteczek.
Jak opisac wode w kubku? Scislego opisu z pewnoscia dostarczyloby sprecyzowanie liczby
czasteczek wody, ich polozen, pedów i kierunków momentów dipolowych w zadanym
przedziale czasu. Parametry te bowiem okreslaja stan podukladu. Sporzadzenie takiego
mikroskopowego opisu jest jednak niemozliwe, nawet gdybysmy polaczyli moce wszystkich
komputerów na Ziemi. W dodatku niewiele znaczacej tresci z takiego opisu by wynikalo.
Rozsadny opis wody daje sie jednak sformulowac w kategoriach prawdopodobienstw. Opis
statystyczny pozwala wyznaczyc srednie wartosci pomiarów liczby czasteczek w kubku, ich
calkowitej energii, wypadkowego momentu dipolowego, oraz wnioskowac o cisnieniu, cieple
wlasciwym czy tez stalej dielektrycznej podukladu. Wazne jest przy tym, zeby wielokrotne
realizowanie podukladu (zanurzanie kubka) nie wplywalo na stan calego ukladu (wody w
stawie).

2. Jak obliczyc srednia(A> pewnej makroskopowej wielkosciA? Najpierw trzeba znalezc
wartosc A w kazdym z mikroskopowych stanów podukladu, a wiec np. znalezc energie dla
okreslonej liczby czasteczekN, ich okreslonych polozen, pedów, kierunków momentów
dipolowych itd. Jesli dla zadanegoN stany mikroskopowe podukladu numerowane sa
wskaznikiem i, to odpowiadajace im wartosci wielkosciA oznaczymy przezAN, I. Nastepnie
mnozymy kazdeAN, I przez prawdopodobienstwo PN, I znalezienia i-tego stanu N-czasteczkowego
(zbiór zdarzen elementarnych konstruuje sie nabierajac wode do kubka wielokrotnie).
Obserwowana wartosc(A> dana jest wzorem

00

(1) <A> = L L PN,IAN,/.
N=O i

W wypadku ukladów takich jak woda, których dynamika daje sie w zadowalajacy sposób

. analizowac w ramach mechaniki klasycznej, symbolL w równaniu (1) nalezy rozumiec jako
i

calke po stanach mikroskopowych. Zgodnie z teoria kwantowa zbiór dozwolonych stanów
ukladu jest w rzeczywistosci dyskretny (przynajmniej dla ukladów skonczonych) i wtedy
w równaniu (1) calki nie pojawiaja sie.

3. Jak znalezc prawdopodobienstwoPN, l? Problem ten jest prosty w sytuacji, gdy srednie
wartosci wszystkich mierzalnych wielkosci nie zaleza od czasu. Mówimy wówczas, ze poduklad
znajduje sie w stanie równowagi termodynamicznej (jesli jest to stan trwaly). W stanie równowagi
prawdopodobienstwo PN, I moze zalezec wylacznie od niezaleznych stalych ruchu dla plynu
w kubku. Stalymi ruchu z pewnoscia nie sa predkosci czasteczek. Ulegaja one bowiem zmianom
w wyniku zderzen. Z dobrym przyblizeniem stalymi ruchu sa natomiast liczba czasteczekN
i energia E" Przyblizenie polega na zaniedbaniu energii oddzialywania wody w kubku z woda
w stawie oraz na pominieciu zmian liczb czasteczek w kubku w porównaniu ze srednia ich
liczba· Przyblizenie to zalamuje sie, gdy w kubku jest srednio niewiele czasteczek.
4. PN,I powinno zatem zalezec wylacznie odN oraz El (N oraz E, sa zmiennymi niezaleznymi -
zadana wartosc energii moze byc zrealizowana dla róznychN). Ksztalt tej zaleznosci mozna
ustalic na podstawie nastepujacego rozumowania. Przypuscmy, ze w stawie zanurzamy drugi
identyczny kubek. NiechPN+N', IJ(EI +EJ, N +N') oznacza prawdopodobienstwo wystapienia

stanu oN +N' czasteczkach i o energiiEl +Ej, przy czym N czaste,czek ma sie znajdowac
w pierwszym kubku i byc w stanie o energiiEl, a N' w drugim kubku i byc w stanie o energii

EJ. Z uwagi na olbrzymia liczbe czasteczek wody w stawie, realizacja jakiegokolwiek stanu
w jednym kubk.,u nie wplywa na stan stawu i w rezultacie nie wplywa, na stan wody w drugim
kubku. A zatem

(2)

lub

(3)

PN+N',IJ(EI+Ej, N+N') = PN,.(E" N)' PN',j(Ej, N')

InPN+N',IJ(EI+EJ, N+N') = In PN,I(E" N)+lnPN',J(Ej,N').

Logarytm prawdopodobienstwa realizacji stanujest wiec wielkoscia addytywna. Powinien on
zatem zalezec odE i Nw nastepujacy sposób:

(4) InPN, I(E" N) = (1.-fJEI+p.- fJ' N

gdyz zarówno energia jak i liczba czasteczek sa wielkosciami addytywnymi. Parametry(1., p i p, sa
pewnymi stalymi charakteryzujacymi stan wody. Wzór (4) przepisujemy w konwencjonalnej
postaci

(5) PN,I =
e-!3(EI-I'N)

B

Rozklad prawdopodobienstwa dany wzorem (5) znany jest pod nlliwa wielkiego rozkladu
kanonicznego. StalaB, badz stala(1., mozna wyznaczyc, gdyz musi byc

(6)

&
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L L PN" = 1.
N=O i



Stad

(7)
00

E = e-ex = L ePpN 2:e-PEl.
N=O

Warto zwrócic uwage, zeL oznacza sumowanie (ewentualnie calkowanie) po mozliwych stanach,i
a nie tylko po róznych wartosciach energii. Czesto sie bowiem zdarza, ze wiele stanów ma te
sama energie.

S. Jaka interpretacje fizyczna maja stalep i ft? Przypuscmy, ze woda w kubku moze

wymieniac energie z otoczeniem, a nie moze wymieniac czasteczek. Taka sytuacje otrzymujemy,

przykrywajac kubek cienka folia, która przewodzi cieplo (przekazuje energie zderzen czasteczek
osrodka z folia do kubka i na odwrót). Wówczas w rozkladzie (5) oraz w sumie (7) wystepuje
tylko jedna okreslona wartoscN = No i czynnik eppNo sie redukuje. Otrzymujemy tzw. rozklad
kanoniczny:

(8)
N= No

Zauwazmy, ze gdybysmy powtórzyli doswiadczenie nabierania w kubek tej samej ilosci wody na
srodku stawu, to rozklad (8) bylby dokladnie taki sam (po ustaleniu sie stanu równowagi) -
bylby tam dokladnie ten sam parametrp. ParanIetr ten charakteryzuje wiec cala wode w stawie
i jest jednakowy dla wszystkich jej podukladów. Jesli folia jest w sztywny sposób zamocowana
na kubku (nieruchomy tlok), to cisnienia wody w kul,ku i wody w stawie moglyby byc rózne,
natomiast temperatury bylyby jednakowe. Wnioskujemy stad, zep jest w jakis sposób
zwiazane z temperatura. W jaki? Zamiast rozpatrywac tak skomplikowany uklad jak woda, dla
której energia potencjalna oddzialywan czasteczek jest istotna, rozwazmy znacznie prostszy
uklad: rzadki jednoatomowy gaz oN czasteczkach. Jesli gaz jest rzadki, to jedyny wazny wklad-
do energii wnosi energia kinetyczna

(9)
2

Pex

t:(ex) = 2m '

gdzie wskaznik oc oznacza numer czasteczki.
Jest to tzw. model gazu doskonalego. W nastepnym artykule pokazemy, ze rozklad (8) prowadzi
do nastepujacego wyrazenia na cisnienie gazu doskonalego zawartego w naczyniu o objetosciV:
(1Q) pV = N/p.

N=NoEl =E,

(12)

(lI)

00

S= -k L LPN,IlnPN,I'
N=O I

Dla rozkladu m:ikrokanonicznego (o ustalonej energii i liczbie czasteczek) definicja (12) sprowadza

EI'# E, N'# No,

gdzie W(E) = L l jest liczba mikroskopowych stanów o energiiE. Zwiazek (lI) oznacza, zei
wszystkie stany o zadanej energii i liczbie czasteczek sa jednakowo prawdopodobne. Rozklad
(lI) znany jest pod nazwa rozkladu mikrokanonicznego.

8. W fizyce statystycznej wprowadza sie wielkoscS, zwana entropia. Definiuje sie ja
w nastepujacy sposób:

Wzór (1Q) pokrywa sie z prawem gazu doskonalego, jesli przyjac, zep = l/kT, gdzie k oznacza
stala Boltzmanna, aT temperature absolutna. W nastepnym artykule spróbuje przekonac
Czytelnika, ze utozsamienie parametrup z odwrotnoscia temperatury jest zawsze zgodne
z fenomenologiczna definicja temperatury.

6. Rozpatrzmy z kolei wielkoscft. Jest to równiez wielkosc, która charakteryzuje wszystkie
poduklady wody w stawie. Nosi ona nazwe potencjalu chemicznego. Zauwazmy, zeft ma
wymiar energii i wystepuje we wzorze (5) w postaciEl - ftN. Skoro tak, to przeprowadzenie

jednej czasteczki ze stawu do kubka zwieksza srednia energie podukladu oft. W odróznieniu od
p parametr ft moze przyjmowac dowolna (równiez ujemna) wartosc rzeczywista. Gdyby
potencjaly chemiczne wodyW kubku i wody w stawie byly rózne, to w ukladzie pojawilyby sie
przeplywy, wyrównujace potencjaly chemiczne i ustalajace srednia liczbe czasteczek w kubku na
pewnej wartosci<N). Owa srednia wartosc<N), jesli jest znana, pozwala obliczyc
odpowiadajace jejft. '
7. Przypuscmy wreszcie, ze zamiast kubka uzyjemy termosu. Woda w termosie jest izolowana
termicznie od otoczenia. Uklad ma zadana energie, która jest scisle zachowywana. W rozkladzie
(8) wystepuje tylko jedna energiaE = <E). Prawdopodobienstwo wystapienia stanu o tej
wlasnie energii jest stala równa

Rozwiazari'ie zadania M 193.

Zalózmy, ze równanie x3-27 x+ c = O ma

trzy pierwiastki calkowite u, v. w. Beda
wtedy zachodzily równosci:

x3_ 27 x+·c = (x- u)(x-.v}(x- w) = x3_
- (u+v+w)x2+ (uv+uw+vw)x-uvw,

skad wynika, zeu+ v+ w = O,

uv+uw+vw = -27. Jednaz liczb u. v. w

musi byc nieujemna. Mozemy zalozyc, ze

u ,. O. Podstawiajac do drugiej z tych

równosci w = - (u + v) otrzymujemy
u2+uv+ v2 = 27, skad po pomnozeniu

obydwu stron przez 4 otrzymujemy
3u2+ (u+2v)2 = le8.
Wprowadzimy nowa niewiadoma 1= u+2v.
Ma wiec byc 3u2+12 = 108, ezyli /2 = 108-

3u2• Widzimy, ze musi byc 108-3u2 ,. O,

czyll u2 ~ 36, O :!G; u ~ 6. Ponadto t jest

podzielne przez 3; /= 3., skad 9.2 '7" 108-
- 3u1:, a wiec i u d7ieli sie przez 3: u = 3r.

Zatem 9s2 = 108-27r2, O ~ r::!;: 2, S2 =
= 12-3r2• Ale i. musi byc podzielne przez 3.

s= 3p, skad 3p' = 4-r'; zatem r = Ipl =
= I lub r = 2, p = O. Otrzymujemy wiec

III = 9, u = 3 lup I = O, u = 6, czyli
u+2v= ±9, u = 3lubu+2v = O, u = 6.

W pierwszym przypadku otrzymujemy
(u. v) = (3, - 6), (3,3), w drugim (u. v) =
= (6, - 3). Odpowiednimi trójkatami

(u. v, w) sa (3, - 6, 3), (3,3, - 6), (6, - 3, - 3).
Zawsze wiec dwa pierwiastki calkowite

danego równania sa równe.
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sie do wyrazenia

(13) , S = k In W(E),

postulowanego przez Boltzmanna.. Im wiekszeW(E), tym wieksze S. Entropia stanowi wiec
miare ••niepor7Jl(iku" w ukladzie. Statystyczne okreslenie entropii jest wazne, gdyz ustala ono
zwiazek pomiedzy prawdopodobienstwami wystapienia stanów a makroskopowymi
(termodynamicznymi) wlasciwosciami ukladu, czy tez podukladu.
Okazuje sie, ze entropia ••statystyczna" ma wszystkie cechy entropii wprowadzanej w
termodynamice. Rozwazmy na poczatek pierwsza zasade termodynamiki. Stwierdza ona. ze jesli
przeprowadzic uklad (qua.sistatycznie) od stanu równowagi odpowiadajacego energii(E) do
stanu równowagi o energii<E> + d (E), to

(14) d (E) = TdS,

(15)

pod warunkiem, ze objetosc ukladu i liczba zawartych w nim czasteczek nie ulega zmianie
(patrz artykul B. Cichockiego w Delcie 8/1978).
Prawa strone równania (14) interpretuje sie jako cieplo pobrane przez uklad. Jesli rozwazamy
uklad izolowany (z punktu widzenia mozliwosci praktycznego wykonania procesu jest to

idealizacja), dla którego wlasciwy jest rozklad mikrokanoniczny, to omawiany proces odpowiada
przejsciu od W(E)do W(E+dE).Przyrost entropii

dIn W(E)dS=k---dE
de

jest proporcjonalny do de. ~odnosc z pierwsza zasada termodynamiki uzyskuje sie.
utozsamiajac wspólczynnik proporcjonalnosci z odwrotnoscia temperatury.

(16)
dS dlnW(E) l

dE = k--dE-- = T·

Logarytm iloczynu jest zas suma I~mów

Pojecie temperatury mozna wiec wprowadzic równiez dla ukladu izolowanego.
9. Dlaczego w definicji (12) wystepuje logarytm? Jesli podzielic uklad izolowany na dwa
poduklady: jeden o energii Et, drugi o energiiE-El. to liczba realizacji stanu o energiiE
jest iloczynem odpowiednich liczb dla podukladów.

Zwiazek ten wraz z równoscia (16) pozwalaja stwierdzic, ze warunkiem równowagi(E = const)
jest równosc temperatur podukladów. Obserwacja ta potwierdza wewnetrzna spójnosc
statystycznych definicji entropii i temperatury.
11. Czym wlasciwie jest temperatura? Otóz stwierdzilismy, ze entropia jest wielkoscia
addytywna. Stad InW(E) musi byc proporcjonalny do liczby c?aSteczekNo, a nie np. doN1;.
Wspólczynnik proporcjonalnosci jest wielkoscia bezwymiarowa. która oznaczymy przezw.
Wspólczynnik w, odpowiadajacy stanowi ukladu o najnizszej energiiEo. tj. stanowi
podstawowemu ukladu. oznaczymy przez000' Rozwazmy uklady o róznych energiach, ale
o okreslonej liczbie czasteczekNo. Energiajest równiez propQrcjonalna doNo: E = (e)No,

E
gdzie (e) = -- jest srednia energia, przypadajaca na jedna czasteczke. Jesli pochodna w (16)

No

przyblizyc ilorazem róznicoWYm. to

dS(E-EI)

d(E-EI)

W(E) = W(EI)W(E-EI).

S(E) = S(Et) + S(E-EI)·

dS(E) dS(Et) dS(E-EI) d(E-EI) dS(EI)0= -- = --- + -------- = ---
dei dEI d(E-EI) dEI dEI

(19)

(17)

(18)

Logarytm w (12) prowadzi zatem do addytywnosci entropii.
10. Zauwazmy wreszcie, ze dlaE = const mamy S = const. A wiec

(20)
1 dS No' (w-wo)-- = -- ::::;k ------
T de No· «e)-(eo»

Wielkosc k T jest zatem miara odchylenia sredniej energii(e) pojedynczej czasteczki od
odpowiadajacej sredniej(60) w stanie podstawowym.
12. Okazuje sie, ze dla ukladów o duzej liczbie czasteczek wszystkie trzy rozklady:
mikrokanoniczny, kanoniczny i wielki kanoniczny prowadza do równowaznych wyrazen na
wielkosci termodynamiczne. (N) obliczane przy pomocy rozkladu (5) nalezy tylko uznac za
odpowiadajace No, a (E> obliczane dla rozkladów (5) i (8) - za odpowiadajaceE. Dzieje sie
tak dlatego, ze wspomniane rozklady sa silnie skupione wokól srednich wartosci(N) i (E),
a oddzialywania z otoczeniem sa przewaznie slabe. Wybór wlasciwego rozkladu w praktyce
dyktowany jest wiec dogodnoscia obliczen.
W nastepnym artykule zbad"RlY wlasciwosci naj prostszych ukladów wielu czastek, mianowicie
gazów doskonalych. Teraz lepiej jest pójsc do parku.

8


