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Przypomnijmy na wstepie, ze hydraulika zajmuje si¢ przeptywem cieczy odbywajacym si¢ na
skutek dzialania sily ciezkosci lub réznych urzadzen (zwykle pomp). Przeplywy moga dotyczyé
przewodow otwartych (rzeki, kanaly, rowy), jak tez i zamknietych (rury). W 1775 roku

de Chézy odkryl, ze szybkos¢ przeplywu cieczy jest w przyblizeniu proporcjonalna do
pierwiastka kwadratowego tzw. promienia hydraulicznego. W koncu XIX wieku okazalo sig, ze
zalezno$¢ ta jest bardziej skomplikowana i dokladniej jest

v = k]/j- i/R_} gdzie
©» — $rednia szybkos¢ cieczy w danym przewodzie,
k — wspolczynnik proporcjonalnoscei, zalezny od rodzaju przewodu, jego chropowatosci, stopnia
zabrudzenia a takZe ksztaltu itp., ;
J — spadek hydrauliczny; gdy przeplyw odbywa si¢ wylacznie pod dzialaniem sily cigzkosci,
mozna go okreéli¢ jako nachylenie przewodu do poziomu;

F
Ry, — promien hydrauliczny, rowny 5" gdzie F jest polem przekroju poprzecznego, przez

ktory plynie ciecz, a Ob jest dlugoscia tej czesci przekroju poprzecznego, ktora styka sie z ciecza.
Wielkos¢ Ob nazywana jest obwodem zwilzonym.
Ten zmodyfikowany wzor de Chézy stosowany jest powszechnie w hydraulice zaréwno do
obliczen przeplywow w przewodach otwartych jak i zamknietych.
Nasze rozwazania dotyczy¢ beda jednego przewodu, zatem wielkosci & i J beda niezmienne,
przyjmiemy zatem, Ze sg roOwne 1. Zalozenie to usprawiedliwia zresztg praktyka hydrauliczna.
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Wzor de Chézy przyjmuje zatem posta¢ v = Rj.
Jezeli v jest $rednig szybkoscig cieczy w przewodzie, to objetosé cieczy przeplywajacej przez ten
przewdd w jednostce czasu jest rowna

g=v-F,
gdzie F jest polem przekroju poprzecznego tej czgsci przewodu, przez ktoéra plynie ciecz.
Wyobrazmy sobie teraz, ze ciecz plynie rura o przekroju kolowym (rys. 1). Oznaczmy przez h
wysokos¢ warstwy wody w rurze. Zapytajmy, przy jakim & wielko$é g jest najwicksza, tzn, przy
jakim napehieniu rury odplywowej basen opréznia si¢ najszybceiej? Wydaje sig, ze aby przez rurg
w jednostce czasu plynelo jak najwiecej wody, rura powinna byé¢ calkowicie napelniona (bo i po
co marnowac¢ kawatek rury?). A wiasnie to nieprawda! Obliczmy bowiem wielkosci Fi Ob, za
pomoca ktérych wyraza sie promieni hydrauliczny (rys. 1):

= o 1 1
F = pole wycinka % + poletrojkata 7 = r?- =5 it R r?-sin(360°—a) = = r*(ax—sina);

x = :
Ob = 2nr- = ree, zatem promient hydrauliczny jest rowny

1 sino
R, = --v-r(l— )
2 o

Widzimy, ze $rednia szybkos¢ liniowa przeplywu i szybko$é ,,objetosciowa” wyrazajg sie

wzorami
1 sine \ %72
a=forli=sol]
2 o

1 sinee \*/3
g=v-F= - -r"’"u-(]— )
2y/4 @
Aby obliczy¢ np. maksimum funkcji v, mozemy ja zrézniczkowaé i przyréwnaé pierwsza
pochodna do zera (zwracamy uwage, ze « jest katem wickszym niz 7, a wige funkcja v(x) jest
roézniczkowalna). Funkcja @ ma oczywiscie maksimum w tym samym punkcie, w ktérym ma

sin i ;
maksimum funkcja g(z) = 1— st . Zwykla metoda (przyroéwnanie pierwszej pochodnej do
o

zera + ew. dyskusja) mozna si¢ przekonad, ze w przedziale (z, 27) maksimum bedzie w punkcie
w takim, Ze & = tg «. RoOwnanie « = tg = moZemy rozwigzac tylko w sposob przyblizony (rys. 2),
otrzymamy o = 257°27'15"”. Odpowiada to wartosci i = 0,81 4. Znacznie gorzej jest z maksimum
funkcji g. Przyréwnanie do zera pochodnej prowadzi do réwnania

2 sin a— S cos &+ 32 = 0,

ktore trudno rozwiaza¢ nawet w przyblizeniu. Mozemy jednak latwo przekonaé sig, Ze maksimum
znajduje si¢ gdzie§ pomiedzy 7 i 2 7 (czyli gdy przewod nie jest calkowicie napelniony).
Mamy bowiem (opuszczajac nieistotny wspoélczynnik)

Sl n-(l— sins

5/3
) == g(27)=2m=,
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Nie do wiary
Liczba

1234567891234567891234567891234567891

jest pierwsza, podobnie zresztg jak
23456789 i 1234567891,

To s przyklady liczb pierwszych,

w ktorych cyfry wystepuja w tzw.
rosnacym porzadku cyklicznym (tzn.
po kolei, tyle ze po 9 moze by¢ 0
albo 1). Takich liczb znamy tylko 19,
nie liczac jednocyfrowych.

- Nie wiadomo dlaczego, ale trudniej
trafi¢ na liczby pierwsze z malejacym
porzadkiem cyklicznym. Znamy ich
tylko 4: 43, 109, 10987, i 76543; jezeli
‘uznamy, Ze 0 jest gorszg cyfrg niz
inne (choé¢ wiasciwie dlaczego?
czyzby dlatego, ze wynalezli je
Arabowie?), to mamy jeszcze 1987.

13 dzieri miesigca przypada w piatek
czgsciej niz w jakikolwiek inny dzief
tygodnia i tak bedzie az do konca
przyszlego stulecia!
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Fibonacci na drodze: 8 km = 5 mil
angielskich (w przyblizeniu, niestety),
13 km = 8 mil, 21 km = 13 mil, itd.
Dopiero 89 mil jest znacznie blizsze
143 km niz 144 km.
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z drugiej strony, z uwagi na oszacowanie 21 ﬁ > 10= i T > 3 otrzymujemy przy o = e 7
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a zatem maksimum funkcji znajduje si¢ rzeczywiscie gdzie$ we wnetrzu przedzialu (m, 27).

W praktyce hydraulicznej korzysta sie z tablic funkcji» i ¢ i z nich mozna sie dowiedzie¢, ze
Gmaz Otrzymujemy dla & = 302° czyli & = 0,94 4 (gdzie d jest $rednica przewodu).

Warto zauwazy¢, ze dla przewodow o przekroju prostokatnym (o dwoch scianach poziomych)
najwigkszy przeplyw bedzie osiggany przy catkowitym napzinieniu. Mozna to latwo obliczy¢.

Rozwigzanie zadania F 65.
et |
(a) Przyjmujac uproszezony model, w ktérym Srednio 3 czasteczek gazu porusza sig rownolegle do v z tym samym
1

i—mz preeciwnym, stwierdzamy, #¢ ich pedy zmienig si¢ o
-4
App =2 m(w+v)
dla czg ki padajacej z przodu poruszajaycego si¢ przedmi io

Apr = —2m (w-v)
dia padajgcej z tylu (m — masa czasteczki gazu).
Liczba czasteczek uderzajacych z przodu i z tylu w przedziale czasu Ar wyniesie odpowiednio

g

Np= -“7_- S-(w+v)-A, Ny =-—3_-5:(w—1)- At
-am

gdzie ¢ — gesto$é gazu, § — powierzchnia przedmiotu.
Zmiana pedu przedmiotu (suma pedéw przekazanych przez uderzajyce czasteczki) wyniesie
Ap = —AppNp—AprNy,
& poniewaz sila oporu F to stosunek zmiany pedu do czasu, wigc
ap . Sy 1 1 s
F 35 MMS((1+0) (w—u)?) aquu.
(b) Przyimujac zgodnie z (g), Ze sila oporu F jest proporcjonaina do predkosci v
F= —ko

otrzymujemy ré ie ruchu (zakladamy, #e spadek jest pionowy)
dv

l . e == - - _k. -

183} " meg v

gdzie m — masa pr , & — DIz ie grawitacyine.

: x " & ™ .
Osiagnawszy predkodé v, = — ":i cialo poruszaé sig bedzie ruchem jednostajaym, bo w mysl (1) bedzic d':- o
Dla swobodnego spadku (v(0) = 0) predkost taka jest jednak nie do uzyskania. Calkujgc bowiem réwnanie (1)

otrzymujemy
v ] -
vt — g8
de
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{(€) Zaldzmy, Ze orbita statku jest w przyblizeniu kolowa o promicniu r. Wowczas energia calkowita statku wyniesie
m- M
e s

gdzie m — masa statku, M — masa Ziemi, G — stala grawitaciji.

Straty energii s3 proporcjonalne do oporu i do pred i, a wige, poshugujac sic wynikiem (a), mamy
dE
T = —ko?,
Stad -
dE dE .dr m-M dr
. SR S i e s ol et
@ e dr dr dr C . dr
2
Obliczaise silg odsrodkows otrzymujemy *>= G- M. co wraz z (2) daje —k M _ GmM  dr
r r r 2r3 dr
czyli i - .&- oF
& dr m
Sily oporu proporcjonalne do predkosci mogg mieé inne przyczyny (np. lepkoéd) nii oddzialywanie szybkich
w ku do rozpatry go ruchu czgsteczek bardzo rozrzed g0 gazu. W gazie natomiast nie spelniajgcym takich

zalozed (np. powistrze bliske powierzchni Ziemi) opor nie jest proporcionalny do predkosci (juk raczej do jej
kwadratu) i aby go wyznaczyé, nalezy uciec si¢ do réwnan hydrodynamiki, w ktdrych uwzglgdnia sig rdwnie: ksztalt
poruszajgcego si¢ przedmiotu,



