O poczatkach metody aksjomatycznej

z yé w teorig éci nie moZna tzw.

teorii kategorii, ktéra operuje szerszym niz
zbi6r pojeciem , klasy”. Na przyklad zbidr
wszystkich zbioréw nie istnieje, jednakze
wszystkie zbiory tworza klasg.
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Kazdy, kto dostatecznie dlugo styka si¢ z matematyka, oswaja si¢ ze stosowana w niej metoda
dedukcyjng. Polega ona na tym, ze wszystkie wprowadzane pojecia opatruje sie precyzyjnymi
okre$leniami, za§ wszystkie wypowiadane twierdzenia sg $ci$le dowodzone.

No, moze w tym szkicowym obrazie nieco przesadzilismy. Kazdy uczen potrafi podaé¢

przykiady poznanych na lekcjach matematyki pojeé, ktorych definicji mu nie podano, potrafi tez
wskaza¢ twierdzenia, ktorych dowodu nie przedstawil mu ani nauczyciel, ani podrgcznik
matematyki. Dzia¢ si¢ tak moze z kilku powodéw. Czasem przytaczane twierdzenie ma dowod
tak latwy, ze mozna $mialo przyjad, iz kazdy zainteresowany tym uczen potrafi go
przeprowadzi¢ samodzielnie. Czasem jest wrecz przeciwnie — dowdd twierdzenia jest tak zloZony,
Ze nie ma sensu przytacza¢ go w calosci. Mozna wowczas podac co$, co nazywa si¢ szkicem
dowodu lub w ogole poprzesta¢ na samym wyslowieniu twierdzenia. Moze tez zdarzy¢ sig, ze
przeprowadzenie dowodu wymaga wprowadzenia dodatkowych poje¢ i udowodnienia pewnych
twierdzefi pomocniczych, ktére choé¢ dostgpne dla ucznia (czy czytelnika) zbytnio wydhuzylyby
wyklad. W kazdym z tych przypadkoéw twierdzenie mozna przyjac za prawdziwe: ma ono bowiem
dowod, cho¢ dowod ten nie zostal przedstawiony. Podobnie rzecz przedstawia sig z definicjami
POjgE...

Jednakze, oprocz takich uchybieni przedstawionej zasadzie, sg tez znacznie istotniejsze. Kazda
definicja jest odpowiedzig na pytanie ,,a cOZ to takiego?”, ktére moze, a nawet wrecz powinien,
zadaé nauczycielowi (czy tez autorowi pracy matematycznej) stuchacz (czy tez czytelnik) z chwila,
gdy uslyszy nazwe nowego pojecia. Jednakze w odpowiedzi na to pytanie pojawié¢ si¢ muszg
nazwy pojec, ktore powinny tez byé zdefiniowane. Mozna wigc powtorzy¢ to samo pytanie —
tym razem odnoszac je do pojeé, za pomocg ktoérych wyjasniano pojecie poprzednie. Proceder
taki mozna kontynuowaé w nieskoriczono$¢. Zaréwno w takiej rozmowie, jak i w kazdej teorii
matematycznej musza pojawié sie pojecia, ktérych definicji nie podaje sie.

Na przykiad, pojecie okregu definiuje si¢ w matematyce jako ,,zbiér punktow plaszczyzny
rownooddalonych od ustalonego punktu”. Na pytanie ,,a co to jest zbior?” odpowiedzi juz sie
nie uslyszy — jest to pojecie, ktore przyjmuje sie bez definicji, co najwyzej ulatwiajac kilkoma
przykladami zrozumienie go temu, kto slyszy o nim po raz pierwszy.

Podobnie przedstawia si¢ sprawa z twierdzeniami. Dowodzac twierdzen, odpowiadamy na
pytanie ,,a dlaczego?”, ktére powinno paéé¢ z ust sluchacza (czy czytelnika). Ten laficuszek tez
trzeba przerwaé w jakim§ miejscu. W kazdej teorii matematycznej, b2z wzgledu na to jak
precyzyjnie jest ona zbudowana, musza pojawic si¢ — te najbardziej podstawowe — pojecia,
ktorych sig nie definiuje, i twierdzenia przyjmowane bez dowodu.

Totez maksymalnie mozemy zblizy¢ sie do idealu precyzji matematycznej, sformulowanego na
wstepie, w nastepujacy sposob. Przystgpujac do budowania (czy tez przekazywania) teorii
sporzadzamy liste tych poje¢ — tzw. poje¢ pierwotnych, ktére przyjmujemy bez definicji, oraz
twierdzeni przyjmowanych bez dowodu — tzw. aksjomatéw. Wszystkie inne pojecia, ktore
pojawiac si¢ beda w dalszym ciggu — bgda juz dokladnie okreslone, wszystkie pozostale
twierdzenia bgda mialy porzadne dowody. Tak zbudowang teori¢ nazywa si¢ teorig aksjomatyczng.
Mozna wiec przyjaé, Ze teorie aksjomatyczne, jako najblizsze ideatu matematycznej $cislosei,

sg dla matematyki czym$ naturalnym. Powinny tez by¢ czyms$ na jej gruncie pospolitym. Tak jest
na pewno w tej chwili. Operowanie teoriami aksjomatycznymi jest czym$ w matematyce
codziennym, a prawie wszystkie teorie, nawet jesli sa uprawiane nie w sposob aksjomatyczny,
dajg si¢ odtworzy¢ w pewnej uniwersalnej teorii zaksjomatyzowanej (teorii mnogosci).

Nie zawsze jednak tak bylo. Jesli dzieje matematyki wyprowadzaé¢ — jak to sie obecnie czyni —
z odleglej starozytnosci (najstarsze Zrodla do dziejéw matematyki — pewne mezopotamskie
tabliczki klinowe — pochodza z okolo 2000 r. p.n.e.), to okaze sig, Ze wynalazek teorii
aksjomatycznych jest wzglednie nowy: pierwszy aksjomatyczny system geometrii datuje si¢ na
ok. 350 r. p.n.e., a nastgpne teorie aksjomatyczne pojawily si¢ dopiero w wieku XIX n.e. (inne
systemy geometrii, teoria liczb rzeczywistych, teoria liczb naturalnych). Przez przeszlo 2000 lat,
wszystkie teorie matematyczne — oprocz geometrii, nie byly teoriami aksjomatycznymi! Nie
oznacza to jednak, ze w tym czasie nie stosowano metody dedukcyjnej. Uprawiano rozne teorie
matematyczne bez ustalania listy aksjomatow, opierajac si¢ czesto na intuicji — ale zawsze od
pewnego poziomu poczawszy, twierdzenia byly dowodzone w mozliwie écisly sposéb!

Jaka jest geneza metody aksjomatycznej? Postaramy si¢ naszkicowa¢ odpowiedZ na to pytanie
w nadziei, ze nie tylko pozwoli to zrozumiec istot¢ waznego w dziejach matematyki faktu, ale
rowniez rzuci §wiatlo zar6wno na sama metode, jak i jej wspélczesne zastosowania.
Najstarszym znanym wykladem teorii aksjomatycznej sa ,,Elementy” Euklidesa napisane przez
niego okolo 300 r. p.n.e. Stanowily one aksjomatyczny wyklad caloéci wiedzy geometrycznej
znanej w czasach Euklidesa, pomy$lany prawdopodobnie jako podrecznik. Te¢ tez funkcje pehily
»»Elementy”, lub ich niezbyt daleko idace przerdbki, jeszcze w XIX wieku. Bertrand Russel
wspominal, Ze jeszcze w czasach jego mlodoéci (okolo roku 1880) byl to jedyny powszechnie

10



@

Rozwiszanie zadania F 63

Objetoéd zanurzonej cxesel klocka nie ulegnie
zmianie. W stanie réwnowagi bowiem sila
wyporu réwnownty cigtar klocka. W ukladzie
Zwigzanym z windg rolg cigtaru klocka
spelnia wielkodé

Ver (g +a)
natomiast role sity wyporu — wiclkodé
Vzanurz 0w (g+a).
Poréwnujgc te wiclkosci otrzymujemy

> o Ok
Franurs ¥
Uw

niezaleinie od przyspieszenia windy a.
Zachowanie klocka moze ulec zmianie jedynie
wiedy, gdy wartodé a jest bliska — g. Wiedy
bowiem zaczynajg graé istoing rolg sily
napigcia powierzchniowego i przylegania.

45

Powodem tego jest wieloznacznosé slow,
nieprecyzyjnos¢ termindw jezyka pot g0,
pelnego przenoéni, pordwnan, gry siéw
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glupcem, nie zawsze jest , nieglupi”’, z kolei
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To tet z powodu zamierzonego braku
precyzji: czy wirus jest organizmem ywym?,
czy dawnicj bylo lepiej, czy gorzej?, czy
elektron jest falg?

Jeieli nasze zdanie jest rzeczywiscie
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akceptowany podrecznik geometrii w Anglii, Tak dluga aktualno$é podrecznika Euklidesa
$wiadczy, Zze udalo mu si¢ stworzy¢ dzielo niemal doskonale. Wprawdzie przy obecnych
standardach écistosci matematycznej poprawno$¢ jego musi budzi¢ liczne watpliwosci

i zastrzeZenia, nie Zmienia to jednak faktu, ze przez wspolczesnych jak i przez dlugie
poiniejsze stulecia bylo uwazane za wzorzec matematycznej precyzji.

Jednakze doskonalos¢ ta ma dla nas pewne ujemne skutki. ,,Elementy” wyparly bowiem z obiegu
wszystkie poprzednie proby usystematyzowania wiedzy matematycznej, totez jedynie z nazwiska
znamy ich autoréw. Pierwszym, zgodnie ze starozytnymi Zrodiami, byt Hippokrates (V w. p.n.e.);
uczen Platona, Leon, swoje ,,Elementy” napisal okolto 375 r. p.n.e. Wyklad geometrii spisal tez
najwybitniejszy geometra tamtej epoki, Eudoksos... Fakt, Zze nie znamy dziel tych w oryginatach,
powoduje, ze nie mozna przesledzi¢ ewolucji metody aksjomatycznej od jej poczatku do niemal
doskonatlej postaci. Mozna wprawdzie, co czynig historycy matematyki, szuka¢ w ,,Elementach”
Euklidesa, poprzez subtelna analize tekstu, $ladéw opracowan, na ktorych opieral sie piszac
swoje dzielo, jednakze jest to metoda dostarczajaca watlych i bardzo watpliwych danych.
Powstaje przede wszystkim pytanie: czy poprzedzajace euklidesowy podreczniki geometrii mialy
budowe aksjomatyczna? Moze nie wszystkie, ale prawie na pewno niektére z nich tak wlasnie
prowadzily swoj wyklad. O ile bowiem Platon, Zyjacy w latach 428—347 p.n.e., piszac wiele

o potrzebie uprawiania i nauczania geometrii nie méwi nic 0 metodzie aksjomatycznej, o tyle
Arystoteles w swoich dzietach pisanych niedlugo po $mierci Platona opisuje te metode jako coé
dobrze i powszechnie znanego. Daty te pozwalajg na zakre§lenie ram czasowych caltkowitej
ewolucji metody aksjomatycznej. Od pierwszych prob jej zastosowania do powstania jej wzorca
minelo niewiele ponad 50 lat... Tyle czasu potrzeba bylo na dokonanie ogromnej rewolucji

w sposobie uprawiania matematyki i na powszechng akceptacje jej wynikow! Znowu rodzi sie
pytanie o przyczyny tak niezwyklego zjawiska.

Odpowiedzi na postawione pytania poszukamy idac §ladem historyka geometrii i komentatora
Euklidesa — Proklosa. Stwierdzit on, ze ,,kazdy podziwia ,,Elementy” dla porzadku i wyboru
twierdzen, albowiem nie wszystko w nich umiescil, co mogt zgromadzié, lecz wszystko co
wprowadza w pierwsze zasady geometrii”. Po czym chwali Euklidesa za szeroki wachlarz
stosowanych rozumowan i dodaje: ,,W dodatku uzywat on wszystkich metod dialektycznych...”
Stownik wyrazéw obcych wyjaséni nam w tym miejscu, Ze w starozytnosci dialektyka byla to
,»sztuka dyskutowania, umiejetno$é dotarcia do prawdy przez ujawnienie sprzecznoéci w sadach
przeciwnika” (W. Kopalifiski).

A wigc spor, dyskusja... Metoda dedukcyjna i jej szczegolna aksjomatyczna postaé bylaby wiec
jedynie wysubtelnieniem metod prowadzenia dyskusji? Przypomnijmy obraz, ktory przedstawiliémy
na poczatku: autora pracy matematycznej czy tez podrecznika dyskutujgcego z czytelnikiem,
zadajacym bez przerwy pytanie ,,dlaczego?”, a czasem sprzeciwiajacego si¢ komunikowanemu
stwierdzeniu. Tak wiec metoda stosowana w matematyce nie tylko wywodzilaby si¢ z dyskusji,
ale nigdy nie przestawala by¢ samg dyskusja. Tyle, ze zapisany zawsze jest tylko jeden glos,
autora. Role drugiego dyskutanta powinniémy odgrywac sami ...

Wyprowadzenie z dialektyki (czy tez po prostu — sztuki dyskutowania) metody dedukcyjnej
pozwala wytlumaczy¢ kilka jej osobliwosci. WeZzmy dla przykladu tzw. zasade wylaczonego
$rodka, ktora stwierdza, Ze spo§rod dwoch zdan — danego zdania ,,p" i jego zaprzeczenia

,»-nie p” — dokladnie jedno musi by¢ prawdziwe. Zasada ta, ustawicznie stosowana

w rozumowaniach matematycznych i niemal powszechnie zaakceptowana przez matematykow,
budzi powazne zastrzezenia logikow i filozofow. W jezyku potocznym, jak rowniez w naukach
innych niz matematyka, mozna poda¢ przyklady zdan, ktore przecza zasadnoéci tego prawa.
Skad wigc bierze si¢ jego uznanie przez matematykow?

Eatwo mozna zauwazy¢, Ze zasada ta wynika z samych zasad gry, jaka byla (a i bywa czasami)
dyskusja. Przypuéémy bowiem, ze dwie osoby postanowily przedyskutowac jakie$ zagadnienie.

W greckiej tradycji dyskusja taka z reguly miala narzucony nie tylko temat, ale i teze, ktorg
podejmowat sie udowodnié inicjator sporu. Dalej — réwniez reguly gry kazaly, by kazde zdanie
wypowiadane przez dyskutanta zyskiwalo badZ akceptacje przeciwnika, badZ tez zadanie dalszych
wyjasniefi (polgczone z domniemaniem falszywoéci wyrazonego sadu). Jeéli za$ dyskutant nie
potwierdzalby akceptacji sadu przeciwnika, ani tez go nie kwestionowal, oznaczaloby to po prostu
brak zainteresowania kwestia. Spor stawalby sie niemozliwy.

I na zakoficzenie jeszcze jeden przyklad — dowdd nie wprost. Przypuéémy, ze w trakcie sporu
chcemy przekona¢ przeciwnika do wiasnego zdania, on za$ broni zdania przeciwnego. Mozna
wowczas uzyé nastepujacego wybiegu. Zamiast dowodzié, Ze racja jest po naszej stronie, wykazac,
Ze nasz przeciwnik nie ma racji. (Zauwazmy, ze nie zawsze musi to oznaczaé to samo, ale reguly
dyskusji dopuszczaly takie postgpowanie). Tak wigc, aby obali¢ sad przeciwnika, mozemy
przyzna¢ mu racje po to tylko, by pokaza¢ do jak absurdalnych wnioskéw prowadzi jego
stanowisko. Tak tez postepuje si¢ przy dowodzie nie wprost twierdzenia matematycznego. Totez
kazdemu czytelnikowi takiego dowodu, ktéry ma klopoty ze zrozumieniem go, lub choéby tylko
z zanegowaniem dowodzonego twierdzenia, radzimy, by wyobrazil sobie t¢ sytuacje w bardziej
dramatycznej postaci: sporu dwoch dyskutantow. Jeszcze lepiej, niech poprobuje odegraé rolg
przeciwnika autora dowodu. To pomaga...
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