Informacje historyczne i bibliograficame.
Pojecie retrakeji, retraktu i retraktu
absolutnego (czyli przestrzeni AR) zostalo
wprowadzone w rokun 1931 w pracy:

K. Borsuk, Sur les rétractes, Fund. Math. 17.
Pojecie absolutnego retraktu otoczeniowego
(czyli przestrzeni ANR) zostalo wprowadzone
w pracy K. Borsuka, Uber eine Klasse von
lokal hdi den R , Fund.
Math, 19. Literatura poswiecona teorii
retraktéw i jej zastosowaniom jest dosé
obszerna (przeszlo 200 prac). Systematyczny
wyklad tej teorii dany jest w ksigikach:

Sze Tsen Hu, Theory of Retracts, Detroit 1965,
stron 234 oraz

K. Borsuk, Theory of Retracts, Monografie
Matematyczne 44, Warszawa 1967, stron 251.
Spoéréd nowszych prac badawczych z zakresu
teorii retraktéw na specjalng uwage zasluguje
praca

J.E. West, Mapping Hilbert cube manifolds

to ANR's: A solution of a conjecture of Borsuk,
Annals of Math. 106 (1977), pp. 1—18,

w ktérej udowodnione jest, e kazda
przestrzeti ANR ma typ homotopii pewnego
wieloicianu.

W ostatnich latach ukazalo si¢ wiele prac
poéwigconych pr ANR majacy
dosé ni kiwane wi ici (prace
Armentrouta, Binga, Singha i innych).
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1. Pojecie przestrzeni. Przez przestrzen rozumiemy zbior X, ktorego elementy
nazywamy punktami i w ktérym okreslone jest pojecie granicy, a wigc ustalone
jest kiedy punkt x € X jest granica ciggu punktéw x,, x,, ... € X, czyli kiedy

lim x; = x. Pojecie granicy ma przy tym spelnia¢ pewne proste warunki, ktérych
k-

dokladne formutowanie nie bedzie nam potrzebne. Ograniczamy si¢ tu bowiem
do bardziej specjalnej (choé tez bardzo ogdlnej) klasy tzw. przestrzeni
metryzowalnych, w ktérych mozna wprowadzié¢ pojecie odleglosci, a wigc okresli¢
funkcje przyporzadkowujaca kazdej parze punktéw x, x' € X liczbe p(x, x’) = 0
i spelniajaca nastepujace warunki:

5 Q(x! x’) = Q(x” x)’

2° o(x, x") = 0 wtedy i tylko wtedy gdy x = x/,

3° dla kazdej trojki punktow x, x', x'’ jest o(x, x'') < o(x, x")+o(x’', x")

oraz taka, Zze wyznaczone przez te odleglos$¢ pojecie zbieznosci jest identyczne

z danym pojgciem zbieznosci w X.

Nie kazda przestrzen jest metryzowalna, w dalszym jednak ciagu rozwazac
bedziemy jedynie przestrzenie metryzowalne. Jasne jest, ze kazdy podzbidr
przestrzeni jest przestrzenia.

Klasycznym przykladem przestrzeni jest tzw. n-wymiarowa przestrzen
euklidesowa E", ktérej punktami sa wszystkie uklady liczb rzeczywistych
(Xin Xis ooy , Xp), Z odlegloécig dana przez wzoér

Qe wvos Xa)s (1, s X7) =]/ N
( ) kZ‘ k=X

Naturalnym odpowiednikiem przestrzeni E” jest nieskoriczenie-wymiarowa
przestrzeri Hilberta E®, ktérej punktami sq wszystkie ciggi liczb rzeczywistych
[+ e}

(x1, X2, ...) takie, Ze Z xg< oo i gdzie odleglo$é dana jest przez wzor
k=1

o((xy, x2, ..2), (x1, X3, ...)) = ]/Z(xk-_x;‘)z.
k=1

2. Najprostsze pojecia topologiczne. Punkt a przestrzeni X nazywa si¢ punktem
skupienia zbioru A< X, jezeli w A istnieja rézne od a punkty a,, a,, ... takie,
Ze lim a, = a. Zbidr A, ktéry zawiera wszystkie swe punkty skupienia nazywa si¢

k—w
domknietym. Podzbior B przestrzeni X nazywa si¢ otwartym, jezeli zbiér X\ B
jest domknigty.

Moéwimy, Ze przestrzen jest spdjna, jezeli nie jest suma dwoch niepustych
i rozlgcznych zbior6w domknietych. Przez przestrzen zwartqg rozumiemy
przestrzen, w ktorej kazdy zbidr nieskoniczony ma punkty skupienia. Przestrzenie
(metryzowalne) zwarte nazywamy kompaktami, a kompakta spdjne — continuami.

Latwo okaza¢, ze podzbiér Q" (zwany kostkq n-wymiarowq) przestrzeni E" ztoZony
ze wszystkich takich punktéw (x;, ..., x,), ze 0 < x;, < ldlak = 1, ..., n jest
continuum i podobnie continuum jest tez tzw. kostka podstawowa Hilberta,

czyli zbiér Q= zlozony ze wszystkich takich punktéw (x;, x,. ...) € E®, ze

0< < %dlak: | L

Funkcja f: X — Y przyporzadkowujaca kazdemu punktowi x przestrzeni X
punkt f(x) przestrzeni Y nazywa si¢ przeksztalceniem X w Y jezeli jest ciggla,
tj. jezeli dla kazdego ciagu punktéw x,, x,, ... € X relacja x = lim x; pocigga

k-
za soba relacje f(x) = lim f(x;). Zbior f(X) wszystkich punktéw postaci f(x),
k-0
gdzie x € X, nazywa si¢ obrazem przestrzeni X przy przeksztalceniu f.
W przypadku, gdy f(X) = ¥, méwimy, Ze f przeksztalca X na Y.

%
| |



&f oznacza tu zlozenie funkcji i g, ti.
&) (x) = z(f(x)).

Rys. 1. Przestrzenie homeomorficzne
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Rys. 5. Brzeg kola nie jest jego retraktem

Jezeli f przeksztalca X na Y oraz istnieje przeksztalcenie g : ¥ — X takie, e
(gf)(x) = x dla kazdego x € X (przeksztalcenie g nazywamy wéwczas
odwrdceniem przeksztalcenia f'i piszemy g = f~1), to méwimy, ze f jest
homeomorfizmem X na Y. Jezeli istnieje homeomorfizm przeksztalcajacy X na Y,
to mowimy, Ze przestrzenie X i Y sa homeomorficzne (rys. 11 2).

Rys. 2. Te przestrzenie nie s3 homeomorficzne

Korzysta¢ bedziemy z nastgpujacego twierdzenia (Urysohna):

Kazide kompaktum jest homeomorficzne z pewnym podzbiorem domknigtym
kostki Q=,

Rezygnujac z dokladnej definicji wymiaru, przyjmijmy jedynie, Ze kompaktum A
ma wymiar skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest homeomorficzne z podzbiorem
pewnej kostki Q"

Topologia jest naukg o tych wlasnosciach przestrzeni, ktdre sa niezmiennikami
homeomorfizméw, a wige ktére zachowuja sie, gdy dang przestrzen zastapimy
przez dowolng przestrzeri z nig homeomorficzng. Latwo okazaé, ze np. spdjnosé
lub zwarto$¢ sg niezmiennikami homeomorfizméw.

3. Refrakcje. Ogélniejsza od klasy homeomorfizmow jest klasa tzw. r-przeksztalcefi.
Méwimy, ze przeksztalcenie f: X — Y jest r-przeksztalceniem X na Y, jezeli

istnieje przeksztalcenie g : ¥ — X prawostronnie odwrotne wzgledem f, tj. takie,

Ze (rys. 3)

/2()) = y dla kazdego yeVY.

Jezeli takie r-przeksztalcenie f: X’ — Y istnieje, to méwimy, Ze Y jest r-obrazem
przestrzeni X. Nie zadamy przy tym, by g przeksztalcalo ¥ na X; latwo jednak
okazaé, 2e zbiér g(Y) jest homeomorficzny z Y. Zauwazmy, Ze jezelif; : X —» ¥

if; 1 ¥ = Z sj r-przeksztalceniami, to ich zloZenie f,f; : X — Z jest tez
r-przeksztaiceniem. A zatem kazdy r-obraz r-obrazu przestrzeni X jest tez r-obrazem
przestrzeni X.

Przykladem r-przeksztalcenia jest rzutowanie f (prostopadie) okregu X na jego
Srednicg Y. Istotnie, jezeli Z jest jednym z polokregéw, na ktére srednica ¥
rozcina X, to przyporzadkowujac kazdemu punktowi y € Y taki punkt z € Z,
ze f(z) = y, otrzymamy przeksztalcenie g : Z — Y prawostronnie odwrotne
wzgledem f (rys. 3).

Jezeli przestrzen Y jest podzbiorem przestrzeni X, to przeksztalcenie f: X - ¥
(jezeli istnieje) nazywamy retrakcjq, jezeli f(y) = y dla kazdego y € Y. Méwimy
wowczas, ze Y jest retraktem przestrzeni X. Jasne jest, Ze kiadac g(y) = y dla
kazdego y € Y otrzymamy przeksztalcenie g : ¥ — X prawostronnie odwrotne
wzgledem f. A wigc kazda retrakcja jest r-przeksztalceniem.

Zauwazmy, ze brzeg B tarczy kola K nie jest jej retraktem (rys. 4, 5). Istotnie,
gdyby istniata retrakcja r:K — B, to oznaczajsc dla kazdego y € B przez s(y)
rézny od y koniec $rednicy przechodzacej przez y, otrzymamy takie
przeksztalcenie s:B — K, Ze przeksztalcenie ¢ = sr:K — K spelnia warunek
@(x) # x dla kazdego x € K. Wiadomo jednak (tw. Brouwera), Ze tarcza kota K
nalezy do klasy przestrzeni X majacych tzw. wlasnoé¢ punktu stalego, tzn. dla
kazdego przeksztalcenia ¢:X — X istnieje co najmniej jeden taki punkt x, € X,
ze @(xo) = Xo.

4. r-niezmienniki. Wlasnos$¢ przestrzeni, ktéra zachowuje sie, gdy przestrzen
zastgpimy przez dowolny jej r-obraz, nazywamy r-niezmiennikiem. Poniewaz
kazdy homeomorfizm jest r-przeksztalceniem, wigc r-niezmienniki sa
szczegblnym przypadkiem niezmiennikéw homeomorfizméw. Wynika stad, Ze ich
teoria, czyli teoria retraktow, jest dzialem topologii.
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Rys. 6. Scigganie przestrzeni do punktu

Rys. 7. Tej przestrzeni nie da sig éciggnaé
do punktu

Yatwo zauwazy¢, ze spéjnosé i zwarto$¢ sa r-niezmiennikami (a nawet s3 one
niezmiennikami wszelkich przeksztalceri). Innym przykladem r-niezmiennika jest
posiadanie punktu stalego. Istotnie, jezeli f:X — Y jest r-przeksztalceniem,

a g:Y — X jego prawostronnym odwréceniem i jeZeli X ma wlasnos¢ punktu
stalego, to dla kazdego przeksztalcenia y:¥ — Y wzor ¢ = gyf:X — X okresla
przeksztalcenie dla ktérego istnieje punkt xo € X taki, Ze ¢ (xo) = x,. Wéwczas
f(x0) = fayf(xo) = 9f(xo), a wiee punkt y, = f(xo) € ¥ spetnia warunek

Y(¥o) = Yo

Natomiast zaprzeczenie wlasnosci punktu stalego nie jest juz r-niezmiennikiem,
bowiem okrag nie ma wlasnosci punktu stalego, ale przestrzen zlozona z jednego
tylko punktu (bedaca oczywiscie r-obrazem okregu) ma wiasno$é punktu stalego.

Okazuje sig, 2e do r-niezmiennikéw nalezy wiele wlasnosci bardzo istotnych dla
budowy przestrzeni, jak np. $ciagalno$é i lokalna $ciagalnosé.

Aby wyjasni¢ sens tych poje¢, oznaczmy dla kazdej pary przestrzeni X, X’ przez
X X X' ich iloczyn kartezjariski, tj. przestrzefi, ktérej punktami s pary (x, x),
gdzie x € X, x' € X' i gdzie odleglosé okresla wzor

o((x ¥, (%, X)) = Velx, D) +o(x, ¥)2.

Powiemy, Ze dwa przeksztalcenia fo, f; : X — Y sa homotopijne (oznaczenie:

Jo = f1), jezeli istnieje takie przeksztalcenie ¢: X x <0,1) — Y, gdzie ¢(0,1) oznacza
przedziat liczbowy 0 < 1 < 1, Ze fo (x) = @(x, 0) i f; (x) = @(x, 1) dla kazdego
xeX.

Powiemy, ze podzbiér 4 przestrzeni X jest sciggalny w X, jezeli przeksztalcenie
i:A — X dane przez wzor i(x) = x dla kazdego x € 4 jest homotopijne ze stala,
tj. z przeksztalceniem e:4 — X przeksztalcajacym 4 w jeden punkt przestrzeni X.

Przez przestrzen $ciqgalnq rozumie¢ bedziemy przestrzen $ciagalna w sobie (rys. 6, 7).

Powiemy, Ze przestrzen X jest lokalnie Sciggalna, jezeli dla kazdego jej punktu x,
i kazdego zbioru otwartego G < X zawierajacego punkt x, istnieje zbidr otwarty
G, = G zawierajacy punkt x, i Sciagalny w G.

Okrag kola stanowi prosty przyklad continuum, ktére nie jest $ciagalne, lecz jest
lokalnie sciggalne. Aby otrzymaé przyklad continuum, ktére jest Sciagalne, lecz
nie jest lokalnie $ciagalne, weZmy na plaszczyZnie E2 punkty a, = (0,0)

iap= (% . 0) dlak=1,2,...oraz b = (0,1). Niech L, oznacza odcinek o koficach

a; i b. Wéwcezas suma wszystkich odcinkéw L, a wiec zbiér X = [J L jest
k=0

continuum $ciagalnym, ale nie lokalnie $ciagalnym, tatwo bowiem zauwazy¢,
Zze w zbiorze G = X \{b}, ktory jest w X otwarty i zawiera punkt a,, nie istnieje
podzbidr otwarty G, zawierajacy punkt a, i Sciagalny w G.

Latwo okazaé, ze zaréwno Sciggalnos¢ jak i lokalna $ciagalnosé przestrzeni
sa r-niezmiennikami.

5. Przestrzenie AR i ANR. Wyodrebnienie w klasie wszystkich niezmiennikéw
homeomorfizméw specjalnie waznej klasy r-niezmiennikéw stanowi istote teorii
retraktéw. Teoria ta pozwala teZz na wyodrgbnienie w naturalny sposéb w klasie
wszystkich przestrzeni klasy przestrzeni o specjalnie prostych topologicznych
wiasnosciach, a mianowicie klasy tzw. retraktéw absolutnych (czyli przestrzeni
AR) oraz ogdlniejszej od niej klasy tzw. retraktéw absolutnych otoczeniowych
(czyli przestrzeni ANR). Poprzestang tu na podaniu ich definicji i podstawowych
ich wlasnosci, ograniczajac si¢ do zakresu kompaktéw.

Kompaktum 4 nazywa si¢ retraktem absolutnym (co zapisujemy: A € AR),
Jezeli dla kazdego homeomorfizmu A przeksztalcajacego 4 na podzbidr h(4)
dowolnej przestrzeni X, zbi6r h(A) jest retraktem przestrzeni X.

Kompaktum A4 nazywa si¢ retraktem absolutnym otoczeniowym (co zapisujemy:
A € ANR), jezeli dla kazdego homeomorfizmu 4 przeksztalcajacego 4 na
podzbiér h(4) dowolnej przestrzeni X, zbidr h(A) jest retraktem pewnego
zbioru G otwartego w X.



Rys, 8. Podstawa walca jest jego retraktem
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Rys. 9. Brzeg wstegi Mébiusa nie jest jej
retraktem (icisly dowdd jest trudny)

Przestrzenie ANR stanowia do$¢ obszerna klasg przestrzeni, zawierajaca

w szczegdlnosci wszystkie wielosciany (pojecie wieloscianu, w zakresie
podzbioréw przestrzeni euklidesowej 3-wymiarowej E?, jest dobrze znane

z geometrii elementarnej, w sposob naturalny definiuje si¢ tez wielosciany
wymiaréw wyzszych). Réwniez znaczna czg$¢ przestrzeni rozpatrywanych

w innych dzialach matematyki nalezy do klasy przestrzeni ANR.

W szczegolnosci przestrzenia ANR jest kazda rozmaitosé, tj. kazde takie
continuum X, Ze dla kazdego punktu x, € X istnieje w X zbi6r otwarty
zawierajacy x, i homeomorficzny z przestrzenia E". Latwo tez okazaé, ze iloczyn
kartezjafiski dwéch przestrzeni ANR jest tez przestrzeniag ANR i jezeli zbiory
X,, X, iich czes¢ wspdlna X; n X, sa przestrzeniami ANR, to ich suma

X, U X, jest tez przestrzeniag ANR.

Udowodnijmy teraz nastgpujace

Twierdzenie. Aby A € AR potrzeba i wystarcza, by A bylo r-obrazem kostki
Hilberta Q®.

Zacznijmy od dowodu pewnego lematu, w dowodzie ktdrego skorzystamy
z nastgpujacego twierdzenia Tietzego:

Jezeli kompaktum B jest podzbiorem przestrzeni X, to dla kazdego przeksztalcenia «
zbioru B w przedzial liczbowy I: 0 < t < ¢, gdzie ¢ > 0, istnieje takie
przeksztalcenie a: X — I, ze a(x) = a(x) dla kazdego punktu x € B.

Lemat. Jezeli kompaktum B jest podzbiorem przestrzeni X, to dla kazdego
przeksztaicenia a:B — Q% istnieje takie przeksztalcenie u:X — Q, ze
o(x) = a(x) dla kazdego punktu x € B.

Istotnie, wartosciami przeksztalcenia « sa punkty (o, (x), @ (x), ...) € Q™.
Wowczas ay jest przeksztalceniem zbioru B w przedziat I, :0 < 1 < %, a wiec

istnieje takie przeksztalcenie o : X — I, Ze o, (x) = oy (x) dla kazdego x € B.
Kladac

o(x) = (ot (x), o3 (x), ...) dla kazdego x € X,

otrzymamy (jak latwo zauwazy¢) przeksztalcenie a: X — Q% spelniajace teze
lematu.

Dowéd twierdzenia. Jezeli 4 € AR, to na mocy twierdzenia Urysohna istnieje
homeomorfizm k przeksztalcajacy 4 na pewne kompaktum B = Q®. Wobec

A € AR, istnieje retrakcja r: 0° — B. Kladac f(x) = h~'r(x) dla kazdego x € 0=,
otrzymamy przeksztalcenie f: 0 — A, dla ktérego prawostronnym odwréceniem
jest h:A — Q. A wigc f jest r-przeksztalceniem i A4 jest r-obrazem kostki Q=.

Z drugiej strony, jezeli istnieje przeksztalcenie f:Q™ — A4 majace prawostronne
odwrdcenie g: 4 — Q% i jezeli & jest homeomorfizmem przeksztalcajacym A

na podzbior B przestrzeni X, to na mocy lematu, dla przeksztalcenia

a = gh~':B — Q° istnieje przeksztalcenie p: X — Q® takie, Ze p(x) = @(x) dla
kazdego x € B. Kladac

r(x) = hfp(x) dla kazdego x € X,
otrzymamy takie przeksztalcenie r:X — B, Ze dla kazdego x € B jest
r(x) = hfp(x) = hfgh™'(x) = hh~'(x) = x.
A wigce r jest retrakcja i dowod jest zakoriczony.
W podobny sposéb mozna udowodnié

Twierdzenie. Aby A € ANR potrzeba i wystarcza, by A bylo r-obrazem pewnego
Dpodzbioru otwartego kostki Hilberta Q.

Biorgc pod uwage, Ze ztoZenie dwéch r-przeksztalcen jest r-przeksztalceniem,
otrzymujemy z tych twierdzen nastgpujacy

Whiosek. Pojecia przestrzeni AR i ANR sq r-niezmiennikami.

Zauwazmy, Ze kostka Hilberta 0 jest Sciagalna w sobie.

Istotnie, ktadac

@((x15 X2, .-.), £) = (txy, tx3, ...) dla kazdego punktu (x4, x,, ...) e Qi dla
0 < 7 < 1, otrzymamy przeksztalcenie ¢ :0* X €0,1) — O takie, Ze

<



Rys. 10. To nie jest retrakt absolutny, bo
2adne male otoczenie punktu @
(rys. 10a) nie jest spdjne, a wige i nie
jest dciggalne

@(x, 0) = (0,0, ...) i @(x, 1) = x dla kazdego x € Q. Podobnie latwo okazaé,
ze kazdy podzbiér otwarty kostki Q= jest lokalnie $ciggalny. Poniewaz
$ciggalnosé i lokalna $ciggalnos¢ sa r-niezmiennikami, wnosimy stad, Ze kazda
przestrzenn AR jest $ciggalna w sobie, a kazda przestrzefi ANR jest lokalnie
Sciagalna.

Mozna okazaé, ze w zakresie kompaktéw wymiaru skoficzonego, lokalna
$ciggalno$é charakteryzuje przestrzenie ANR (rys. 10). Natomiast istnieja
kompakta wymiaru nieskonczonego, ktére s lokalnie sciagalne, lecz nie sa
przestrzeniami ANR. Pozostaje nierozstrzygnigte, jak nalezy wzmocni¢ warunek
lokalnej $ciggalnosci, by uzyskaé scharakteryzowanie wszystkich przestrzeni ANR.

Teoria przestrzeni ANR gra podstawowa rolg¢ w badaniach topologicznych
wlasnoéci tzw. rozmaito$ci wymiaru nieskonczonego. Rozmaitosci te sg ostatnio
przedmiotem intensywnych badan, zwlaszcza w USA (prace R. D. Andersona,
T. A. Chapmana, J. E. Westa i innych) oraz w Polsce (prace C. Bessagi,

A. Pelczynskiego, H. Toruficzyka i innych). Warto teZ wspomnie¢, Ze nowy
dzial topologii, zwany teorig ksztaltu, w istotny sposéb opiera si¢ na teorii
przestrzeni ANR.

6. Uwagi konicowe. Przestrzenie ANR wyro6zniajq si¢ wérdd innych przestrzeni
duza regularnoscia swych wlasnosci topologicznych, przypominajacych

w znacznym stopniu wiasnoéci wieloscianéw. W tzw. topologii algebraicznej
rozpatruje sie rozmaite niezmienniki homeomorfizméw o charakterze
algebraicznym (w szczegélnosci przyporzadkowuje si¢ przestrzeniom rozmaite
grupy: homologii, kohomologii, homotopii, kohomotopii). Okazuje si¢, Ze grupy
te zachowuja si¢ w sposéb specjalnie prosty, gdy od przestrzeni przechodzimy

do jej r-obrazu, a w przypadku przestrzeni ANR, grupy te majg budowe podobng
jak w przypadku wielo$cianéw. R6wniez twierdzenie dotyczace istnienia punktow
stalych dla przeksztalceni (w szczegdlnosci tzw. twierdzenie Lefschetza) pozostaje
prawdziwe w zakresie przestrzeni ANR, lecz przestaje by¢ prawdziwe w zakresie

* dowolnych kompaktéw. Mimo to wéréd przestrzeni ANR wystepuja zjawiska

o do$¢ zaskakujacym charakterze, nie pojawiajace si¢ wéréd wieloscianéw. Tak
np. istnieja wielopunktowe continua X bedace przestrzeniami ANR, ktére nie
daja si¢ przedstawi¢ w postaci sumy skornczenie wielu zbior6w ANR o $rednicach
mniejszych od $rednicy zbioru X. Inng osobliwoscig jest istnienie wéréd

zbioréw ANR polozonych w przestrzeni E* continuéw, ktére s wspolnym
brzegiem trzech obszaréw (tj. zbioréw otwartych w E? i spéjnych).

Mowimy, e przestrzenie X i Y sg r-réwne (oznaczenie: X = Y) ]etell kazda

z nich jest r-obrazem drugiej. Jezeli Y jest r-obrazem przestrzem X, lecz X nie
jest r-obrazem przestrzeni ¥, to mowimy, Ze X jest r-wieksze od Y (oznaczenie:
X > Y). Np. okrag jest r-wigkszy od odcinka, a odcinek jest r-wigkszy od

przestrzeni zlozonej tylko z jednego punktu. Istnieje wiele prac poswigconych
badaniu relacji =, ale tematyka ta jest ciggle daleka od wyczerpania.
r .

Wazniejsza od klasyfikacji przestrzeni ANR opartej na relacji - Jest

klasyfikacja homotopijna. Méwimy mianowicie, ze dwa kompakta X, ¥ maja
ten sam typ homotopii, jeZeli istnieja przeksztalcenia

fX-Y 1 g¥->X

takie, Ze przeksztalcenie gf: X — X jest homotopijne z przeksztalceniem iy: X — X
danym przez wzor ix(x) = x dla kazdego x € X, a przeksztalcenie fg:Y = Y

jest homotopijne z przeksztatceniem iy: Y — Y danym przez wzér iy (y) = y dla
kazdego y € Y.

Bardzo istotne dla teorii przestrzeni ANR zagadnienie, czy kazda taka

przestrzeni ma typ homotopii pewnego wieloscianu, postawione juz przed
kilkudziesigciu laty, zostalo ostatnio rozwiazane pozytywnie przez amerykarnskiego
matematyka J. E. Westa. Wynik ten ustala daleko idacy zwigzek migdzy czysto
topologicznym pojeciem przestrzeni ANR, a elementarno-geometrycznym pojeciem
wieloscianu.

Zwigzki miedzy homotopunq klasyfikacja przestrzeni ANR, a ich klasyfikacja
wedlug relacji = nie sg catkowicie wyjasnione. Nie wiadomo np., czy kazde dwie

r-réwne prmtrzeme ANR majg jednakowy typ homotopii. Podobne zagadmeme
w zakresie wszystkich kompaktéw ma odpowiedZ negatywng.

—



