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Na czym polega wykonanie konstrukcji geometrycznej? Klasycznie sformutowana odpowied#
na takie pytanie jest jasna i konkretna. Dane sa na plaszczyznie punkty P, Ps, ..., Pa.
Wykreslamy proste przechodzace przez dwa dane punkty oraz okregi o srodkach w danych
punktach oraz promieniach réwnych odleglosci dwoch danych punktéow. Punkty przeciecia
otrzymanych w ten sposob linii wraz z punktami danymi stanowia zbior punktéw wyznaczajacych
nowe proste i nowe okregi. Powigkszamy nasz zbior dolaczajac punkty przeciecia tych prostych

i okregow itd. Uznajemy, ze punkt @ mozna skonstruowaé z danych punktéow Py, P, ..., P,
wtedy i tylko wtedy, gdy punkt Q jest jednym z punktow uzyskanych w wyniku iteracji wyzej
opisanego postepowania.

Czasem mozemy spotka¢ zadanie konstrukcyjne, ktorego sformulowanie wprawdzie moze
sugerowac, ze zadanie nie miesci si¢ w opisanym tu schemacie, ale rozwiazanie zadania polega
na wykonywaniu jedynie opisanych wyzej klasycznych czynnosci konstrukcyjnych. Wezmy pod
uwage

Zadanie. Narysowany jest okrag. Skonstruowa¢ jego srodek. Oczywiscie §rodek wyznaczymy
jako punkt przecigcia symetralnych dowolnych dwoch cigciw nieréwnoleglych naszego okregu.
(Czytelnik wybaczy brak w powyzszym zdaniu wyodrgbnionej analizy zadania, opisu konstrukcji,
dowodu i dyskusji). Istotnie wigc konstrukcja polega na wykorzystywaniu cyrkla i linijki zgodnie
z klasycznymi regulami.

Okazuje sig, ze gdy na plaszczyZnie narysowana jest pewna krzywa, np. parabola, to mozna za
pomoca cyrkla i linijki narysowa¢ pewne proste i okregi, ktore przecinajg sig¢ z narysowana
parabola w punktach niekonstruowalnych w sposob klasyczny. Dokladne wyjasnienie tej sprawy
znajdzie Czytelnik np. w ksigzeczce M. Brynskiego i L. Wlodarskiego z serii Biblioteczki Delty.
I tak np. dysponujac ukladem wspolrzednych, a w nim parabola y = x* moina wykonad
konstrukcje podwojenia szescianu. Ten klasyczny problem konstrukcyjny polega na zbudowaniu
szeécianu o objetosci dwukrotnie wigkszej od objgtosci szedcianu danego. Zadanie to jest
niewykonalne $rodkami klasycznymi; chodzi o to, Ze przyjmujac dlugoéé¢ krawedzi danego
szeScianu za 1, powinni$my skonstruowaé krawedz szescianu o obj¢tosci 2, a wiec odcinek

o diugosci ;/2 Liczba ta jest pierwiastkiem wielomianu x*—2, a wigc tez wielomianu x*—2x.
Przyjmujac y = x* mozemy przeksztalci¢
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Okrag o roOwnaniu (x— 1)*+ (y— -i-) =% = 0 przecina parabol¢ y = x* w punktach,

z ktorych jeden ma wspoirzedne (f/f, V 4).

Prowadzac wigc taki okrag wyznaczymy odcinek o dlugosci i/i

Dla wykonania tej konstrukcji nie potrzebowalismy calej paraboli, a jedynie pewnego jej
kawatka. Czy mozna wigc okresli¢ klasg konstrukcji wykonalnych za pomoca cyrkla, linijki

i kawalka paraboli? Od razu wida¢, ze ewentualne okreslenie takiej klasy mogloby zaleze¢ od
wielkoséci danego kawalka paraboli. Nie jest calkiem jasne, jak duzy kawalek paraboli jest
potrzebny do wykonania zadania podwojenia szeScianu. Moglby on by¢ dowolnie maly, gdyby
zawieral punkt ( ]3/ 2, 3[/3) A czy moina wykona¢ konstrukcje¢ dysponujac dowolnie duzym
kawatkiem paraboli, ktory jednak nie zawiera tego punktu? Jest to inne pytanie i nie bgdziemy
starali si¢ tu na nie odpowiedzie¢. Zadanie konstrukcyjne, przy rozwigzywaniu ktorego
dysponujemy cyrklem, linijka i danym kawalkiem stozkowej, nie musi by¢ (ale moze byc)
rownowazne temu samemu zadaniu w przypadku, gdy dysponujemy calg ta stozkowa.
Przedstawiona konstrukcja podwojenia szescianu za pomocg cyrkla, linijki i paraboli ma
jeszcze jedng skaze. Uzywalismy mianowicie réwnania paraboli, a zatem czy ta konstrukcja byla
,,zeometryczna’? Nizej drukujemy artykul zawierajacy odpowiedZ na pytanie, czy majac kawalek
paraboli mozna skonstruowac (i czy ,,geometrycznie™?) jej wierzcholek.

M. B.

Powiedziat kto§, ze nie ma nieinteresujacych problemdéw w matematyce... sg

tylko nieinteresujgce rozwnqzama Przypu$émy jednak, ze mamy dokona¢ wyboru:
czy lepiej znaleZé rozwigzanie interesujace, czy tez rozw:qzame poprawne? A mozZe
dla ciekawych problemoéw warto poszukac rozwigzan spelniajacych oba te
wymagania?

Matematycy z pewnos$cia wymagaja, by kazde twierdzenie i kazda metoda
matematyczna byly nie tylko poprawne, ale takze interesujace i jesli nie piszemy

o tym dokladniej, to tylko dlatego, ze nie ma obiektywnych kryteriow
pozwalajacych oceni¢, na ile poszczegélne twierdzenia lub dowody sa interesujace.
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Dla matematykéw majg warto$¢ rowniez inne nieobiektywne aspekty wynikéw
tworczosci matematycznej — swojego rodzaju wzgledy estetyczne, wsrod ktérych
prostota wyniku jest jednym z wazniejszych. Pewnym kontrowersyjnym kryterium
stosowanym czasem do oceny dowodu jest ,,czysto$¢ metod”, na przykiad
twierdzenie uznane za geometryczne, powinno byé zdaniem pewnych
matematykow udowodnione w miar¢ mozliwoéci ,,metodami czysto
geometrycznymi’’; nawet jesli nikt nie potrafi dokladnie wyjasni¢, co to znaczy.
Szereg takich nieprecyzyjnych pytan pojawia si¢, gdy chcemy wykonywaé
konstrukcje euklidesowe jedynie za pomoca cyrkla i linijki, na stozkowych
roznych od okrggdw i prostych.

Zacznijmy od prostego problemu, ktérego intuicyjne rozwigzanie prowadzi
niespodziewanie do pewnych pytan z podstaw matematyki.

Problem. Nie wiemy dokladnie, kiedy powstal nasz problem. Wydaje sig, ze
pojawit si¢ podczas spotkan Kalifornijskiej Rady Matematycznej. Brzmi on jak
nastgpuje. Dany jest kawalek paraboli (rysunek). Czy mozna znalez¢ wierzcholek
paraboli uzywajac jedynie cyrkla i linijki?

Rozwigzanie pozorne. Wykre§lmy cigciwg RS paraboli i skonstruujmy cigciwe
R'S’ réownolegla do RS. Zbudujmy nast¢pnie Srodki M i M’ odpowiednio cigciw
RS i R'S’ i poprowadZzmy prosta m laczaca te Srodki. Wykazemy, ze prosta m
jest rownolegla do osi paraboli. Przypusé¢my, Ze na plaszczyznie jest

prostokatny uklad wspétrzednych, ktérego poczatek pokrywa sie z wierzchotkiem
paraboli, a pétos dodatnia drugiej osi wspolrzednych pokrywa si¢ z osig paraboli.
W tym ukladzie wspotrzednych nasza parabola ma réwnanie y = ax?, gdzie

a jest pewna liczba dodatnig. Niech b, b’, ¢ i ¢’ beda odpowiednio odcigtymi
punktéw R, R’, §i S’; wobec tego rzgdnymi tych punktdw sg odpowiednio

b

ab?, ab'?, ac* i ac’?, odcigtymi za$ punktéw M i M’ sa odpowiednio %

i€ o . Poniewaz proste RS i R'S’ sg réwnolegle, wiec ich wspdlczynniki

kierunkowe sg rowne. Wobec tego

act—ab* ac'*—ab"?

c=b =V

skad otrzymujemy ¢+b = ¢'+b'. Wynika stad, Zze punkty M i M’ maja réwne
odcigte, wigc prosta m lgczaca te punkty jest rownolegla do osi rzednych, a wigc
do osi paraboli.

Powréémy do zadanej konstrukcji. Przez odpowiedni punkt G leZacy na prostej
m poprowadzmy cieciwe n danego tuku paraboli, w ten sposdb by odcinek n byt
prostopadly do m. Symetralna odcinka n pokrywa sie oczywiscie z osia paraboli,
wigc punkt V przecigcia tej symetralnej z fukiem paraboli jest poszukiwanym
wierzchotkiem.

Czy powyzsze jest rozwigzaniem geometrycznym naszego geometrycznego zadania?
Chociaz stosowali§my nieco algebry w rozwazaniach poprzedzajacych konstrukcje,
to jednak sama konstrukcja polegata na wykonaniu klasycznych czynnosci
geometrycznych: konstruowanie prostej réwnolegtej do danej prostej, wyznaczanie
§rodkéw danych odcinkéw, prowadzenie przez dany punkt prostej prostopadiej

do danej prostej i konstruowanie symetralnej danego odcinka. Wobec tego bez
watpliwosci otrzymali$my rozwigzanie geometryczne rozwazanego zadania.

Czy rzeczywiscie nie ma watpliwosci? Trzeba przyznac, ze Czytelnik bardzo
podejrzliwy moze mieé pewne watpliwosci. Na przykiad w sformulowaniu zadania
podaliémy, Ze dana czg¢$¢ paraboli jest taka jak na rysunku. Co by jednak bylo,
gdyby dana cze$é¢ paraboli nie zawierala wierzcholtka? Wdéwczas prosta n nie
przetnie czesci paraboli w dwdch punktach i naszego rozwigzania nie mozna
przeprowadzic.

Spojrzmy znéw na rysunek. Rzeczywiscie wydaje sig, ze dana czgéc paraboli
zawiera wierzcholek! Wobec tego watpliwo$§¢ rozwazana wyzej nie dotyczy
naszego zadania z rysunkiem, wystapi jedynie przy podobnych zadaniach
odpowiadajgcych innym rysunkom; te zadania pozostang bez rozwigzania.

Czy jeste$Smy zadowoleni? Rozwazmy dalsze watpliwosci. Jesli nawet wierzcholek
nalezy do danej czesci paraboli, to przypomnijmy, ze prowadziliSmy prosta n
prostopadia do m przez pewien punkt G. Ale jak wybra¢ G?
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Zgodnie z podanym przez nas przepisem, G byt dowolnym punktem prostej m

o tej wlasnosci, ze prostopadia poprowadzona przez niego przecina dang czgs¢
paraboli w dwdéch punktach. Czy wyznaczamy G ,,na oko”? Jesli wybierzemy
pewien punkt i stwierdzimy, ze prostopadta do m poprowadzona przez niego przecina
dany tuk paraboli tylko w jednym punkcie, to czy to niepowodzenie pomoze nam
wybraé¢ inny punkt G’, ktéry bedzie ,,lepszy? Czy jest mozliwe, Zze zaden punkt na
prostej m nie bedzie dobry? Same watpliwosci! Sprobujmy lepiej znalez¢ inne
rozwigzanie.

Inne sformulowanie i inne rozwiazanie. Dany jest dowolny tuk paraboli. Nalezy
skonstruowaé wierzcholek tej paraboli za pomoca cyrkla i linijki.

Wybieramy dowolne punkty R i S na tuku i podobnie jak poprzednio
konstruujemy prosta m przechodzaca przez srodek M odcinka RS, ktdra jest
réwnolegla do osi paraboli. Prosta m przecina dany tuk w pewnym punkcie,
nazwijmy go O. Nastepnie prowadzimy przez O prosta g prostopadia do m.
Rozpatrzmy teraz uklad wspéirzednych, w ktérym g i m sa odpowiednio osiami
odcietych i rzednych, a jako jednostke odleglosci przyjmijmy odlegto$¢ punktu

S od prostej m. Jesli S ma wspdtrzedne (1, /) przy pewnym j, to R ma wspéirzedne
(=1, ) przy pewnym i oraz oczywiscie O ma wspéirzedne (0, 0). Wystawiajac

z S oraz R prostopadle do g otrzymamy odcinki diugosci |j| oraz |if.

Jezeli (h, k) sa wspotrzednymi poszukiwanego wierzchotka, to nasza parabola ma
réwnanie postaci y—k = a(x—h)?, gdzie a jest pewna liczba. Poniewaz R, O
oraz S leza na paraboli, wigc wspétrzedne tych punktéw spehniaja to réwnanie.
Otrzymujemy stad

i—k = a(—1—h)?

—k = ah?
Jj—k = a(1—h)?
§ _ e vy =S
i wyliczamy h= 3G+ i k= 8G+))

Poprzednio zbudowali§my odcinki o dtugosciach |i|, | j|. PowyZsze wzory pozwola
na skonstruowanie nowych odcinkdéw o dlugosciach |A| i [k|; zrobimy to za
pomoca cyrkla i linijki powtarzajac kilkakrotnie znane konstrukcje sumy,
réznicy, iloczynu i ilorazu danych odcinkéw.

W koricu, dysponujac odcinkami o dtugoéci || i |k|, moZzemy znalez¢ punkt

o wspolrzednej & na prostej ¢ oraz punkt o wspdtrzednej k na prostej m.
Nastgpnie, prowadzac proste przez h oraz k odpowiednio réwnolegle do m oraz
g i wyznaczajac punkt przecigcia tych prostych otrzymujemy wreszcie
wierzcholek rozwazanej paraboli.

Poréwnanie rozwiazan. Choé drugie rozwiazanie nie jest obciaZone pewnymi
niedoméwieniami, ktére podwazaly warto$¢ pierwszego rozwigzania, to jednak
uparty krytyk moze w dalszym ciggu mie¢ pewne watpliwosci. Zaczynajac od
poczatku rozwigzanie przyjmijmy, Ze dla otrzymania prostej m narysowalismy
najpierw cigciwe RS danego tuku paraboli. Czy zasady konstrukcji euklidesowych
pozwalaja wybra¢ punkty R i S na danym tuku w sposéb dowolny? A jesli nawet
pozwolimy sobie na t¢ dowolnos¢ i wybierzemy trzeci punkt R’ na luku, to co
bedzie, jesli prosta przeprowadzona przez R’ réwnolegle do RS nie przetnie danego
tuku? Powiedzmy, Zze w takim przypadku sprébujemy powtdrnie, wybierajac
oczywiscie punkt R’ z czgéci tuku zawartej migdzy R i S. Czy jednak mozemy
robié to ,,na oko”, czy tez powinniémy dysponowac jakas$ specjalna konstrukcja?
Wydaje sig, ze nie bedziemy mogli pozby¢ si¢ wszystkich watpliwosci, dopdki

nie odpowiemy dokladnie, co to znaczy skonstruowaé punkt za pomoca cyrkla

i linijki majac dany luk paraboli. W klasycznych konstrukcjach euklidesowych
mamy dany skoriczony zbiér punktéw (lub figure utworzong przez proste i okregi
wyznaczone przez skonczony zbiér punktéw) 1 konstruujemy nowe punkty jako
przecigcia prostych i okregéw, ktére sa wyznaczone przez dane (lub poprzednio
skonstruowane) punkty. Rozwazane przez nas zadanie nie jest tego typu,
przydaloby si¢ wigc specjalne okreslenie, na czym ma polega¢ interesujaca nas
konstrukcja. Poniewaz jednak préby takiego okreslenia wyprowadzityby nas

poza ramy tego artykulu, wigc spéjrzmy na nasze dwa rozwigzania z innego
punktu widzenia. Nie wdajac si¢ w sprawe poprawnosci, pomysimy, ktére jest
bardziej interesujace?
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Angiclska wersja tej pracy ukazala si¢
w listopadowym numerze
Mathematics Magazine w 1978 roku.

Chyba nie drugie! Zamiast szuka¢ wierzcholka naszej paraboli w duchu czysto
geometrycznym, przechodzimy do geometrii analitycznej, rozwigzujemy uklad
réwnarn, a nastgpnie za pomoca cyrkla i linijki budujemy odcinek o dtugosci

(i =P/2(i+)).

Z geometrycznego punktu widzenia, to rozw:qzame wydaje si¢ niejasne.
Przeciwnie, kazdy krok pierwszej konstrukcji ma jasny, mtu:cyjny sens. Jaka
szkoda, Ze jest ono niepoprawne. Czy w ogdle jest mozliwe rozwigzanie naszego
zadania, ktore jest jednoczes$nie interesujace i poprawne?

Zobaczymy ponizej, ze istotnie istnieje prawdziwie geometryczne rozwiazanie
naszego problemu. Przedtem jednak zwréémy uwage na korzysci plynace

z uzyc:la metod analitycznych. Zauwazymy mianowicie, ze ta sama metoda moze
rozwigzywacé kilka pokrewnych probleméw. Bedziemy mogli na przyklad wraz

z rozwigzaniem naszego zadania otrzymaé konstrukcje ogniska lub kierownicy
danej paraboli. Co mozna powiedzie¢ o innych stozkowych — elipsach lub
hiperbolach? Czy majac dany dowolny tuk ktérej$ z nich mozemy otrzymaé
rozne specjalne punkty lub proste zwiazane z ta krzywa? Jeéli tak, to jak duzy
kawatek tuku stozkowej musi by¢ dany, by mozna wykonaé konstrukcje?

Gdy odpowiemy na to pytanie uzywajac metod geometrii analitycznej, otrzymamy
wzory, w ktorych wystapig nie tylko operacje wymierne, tj. dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie, ale rowniez operacja wyciagania pierwiastka
kwadratowego. Dobrze jednak wiadomo, ze majac dany odcinek mozna za
pomoca cyrkla i linijki zbudowaé odcinek, ktorego dlugosé jest pierwiastkiem
kwadratowym dlugoéci danego odcinka, o ile tylko mamy ponadto dany odcinek
o diugosci 1. Z tego powodu mozemy podaé rozwigzanie za pomoca cyrkla

1 linijki wielu zadan konstrukcyjnych dotyczacych hiperbol i elips. Czy beda to
jednak rozwigzania interesujace, prawdziwe geometrycznie? Powr6émy do naszej
paraboli i wskazmy wreszcie oczekiwane rozwiazanie.

Geometryczne wyznaczanie wierzcholka paraboli. Podobnie, jak w poprzednich
dwdch rozwigzaniach, wykreslmy cigciwg RS danego tuku paraboli i skonstruujmy
prosta m, przechodzgcg przez §rodek cigciwy i réwnolegta do osi paraboli.

Niech O bedzie punktem przecigcia prostej m z tukiem

paraboli; poprowadzimy prosta p przez O rdéwnolegle do RS.

Popatrzmy na rysunek. Czy p wydaje si¢ by¢ styczng do paraboli w punkcie O?
Tak. Mozemy to uzasadni¢ przeprowadzajac rachunki z naszego pierwszego
rozwigzania i wyliczajac, ze punkt O ma odcieta (c+5)/2, za§ RS (a wigc rowniez
p) ma wspélczynnik kierunkowy a(e+b) w ukladzie wspéirzednych, w ktérym
parabola ma réwnanie y = ax?. Poniewaz pochodna funkcji y = ax? jest 2ax,

c+b

wigc jej wartosé dla x = L jest réwna 2a ( ) = a(c+b), a zatem jest

2
rowna wspélczynnikowi kierunkowemu prostej p. Prosta p jest wiec istotnie
styczna do paraboli.
W tym miejscu przypomnijmy zasadg¢ dzialania teleskopu zwierciadlanego:
promienie réwnolegle do osi zwierciadla parabolicznego po odbiciu przechodza
przez ognisko. Traktujac m jako taki promien i za pomocg p wyznaczajac kat
padania promienia m, skonstruujmy prosta r przechodzgca przez O w ten sposéb,
by kat odbicia réwnat si¢ katowi padania. Wiemy, Ze prosta r przechodzi przez
ognisko F naszej paraboli. Wezmy précz odcinka RS bliski mu R'S i powtérzmy
poprzednig konstrukcje. Otrzymamy drugg prosta r’ przechodzacq przez F.
Punkt F jest teraz wyznaczony jako punkt przec:qcla i
Prosta s przechodzaca przez F i rownolegla do m jest osig paraboli i jesli
przecina ona dany luk, to punkt przecigcia jest szukanym wierzchotkiem paraboli.
Jeéli natomiast o§ nie przecina danego luku, to znajdZmy na prostej m punkt O’
lezacy ponizej tuku paraboli i dla ktérego OO’ = OF. Prosta g’ przechodzaca
przez O’ prostopadia do m jest kierownica paraboli, gdyz parabola jest zbiorem
punktéw rowno odleglych od danego punktu (ogniska) i danej prostej (kierownicy).
Wystawiajgc teraz w punkcie F prostg s prostopadia do g’ i znajdujac $rodek
odcinka wyznaczonego na s przez F i przez g’ otrzymujemy poszukiwany
wierzcholek.

Trudno zaprzeczyé, ze to rozwigzanie (ktére zawdzieczamy recenzentowi
pierwszej wersji tej pracy) jest czysto geometryczne. Odpowiedz na pytanie, czy
rozwigzanie tego typu mozna znalez¢ dla elipsy lub hiperboli, nie jest znana.

W problemie tym kryje sie pytanie dotyczace podstaw matematyki: co to znaczy,
ze dany punkt mozna skonstruowaé za pomocg cyrkla i linijki majac dany luk
stozkowej?



