Rozwigzanic zadania M 181,

Tylko dwa razy: w poludnie i o pSlnocy.
Duga wskazéwhka pokrywa sig z malg 11 razy
na dobeg: pierwszy raz 5 5/11 minuty po
pierwezej. Wiedy sekundnik dochodzi do 6,
nastgpnie 10 minut i 10/11 po drugicj, ale
wiedy selcundnik dochodzi do 12, Po
sprawdzeniu wazystkich poloied dojdziemy
do sformulowanego na wstgpic wnioskua.

Skrét pracy nag Iy -: loty Aal
w konkursie Polskiego Towarzystwa

Matematycznego i redakeji Delty na najlepsza

prace maturalng z matematyki w roku 1978.

{m, n) — najwickszy wspdlny dzielnik liczb
min

@

Rozwigzanic zadania M 182,

Niech N = ag+a,10+ ... +as10".
Moduio 45 mamy

ag+ay 10 = ag+a; 10

@+ 10* = a;- 10, bo 100 = 10{mod 45)
@y- 10° = ay- 10, bo 1000 = 10{mod 45)
ag- 10" = ay- 10,

Dodajge, mamy N = ag+ 10{a, + ... +aa).

Czgé¢ autorow poszia dalej — zaproponowane przez nich przeglady wybranych informacji

z jakiej$ dziedziny wymagaly operowania wiadomosciami znacznie wykraczajacymi poza program
szkolny (co na ogol okazywalo si¢ zadaniem przekraczajacym sily i mozliwosci autorow).

W niektorych — stosunkowo nielicznych — opracowaniach autorzy pokusili sig o uzyskanie
samodzielnego wkladu w matematyke, rozstrzygnigcie pewnych problemoéw, ktorych
rozwigzania nie byly im znane (do tej kategorii nalezala zarowno praca nagrodzona zlotym
medalem, jak i prace, ktérym nie udalo si¢ zakwalifikowa¢ do finatu).

Nie jest chyba przypadkiem, ze wszystkie nagrodzone prace podejmowaly problemy, do
omowienia ktorych wystarczala w zasadzie poglgbiona znajomos¢ programu szkolnego.
Whynikaloby stad, ze warto inwestowad czas i wysilek w oryginalno$é ujecia znanego materialu
lub rozwigzywanie probleméw dajacych si¢ na tym gruncie sformutowaé, a nie w uczenie si¢
teorii bardzo zaawansowanych, wchodzacych w zakres nauczania na wyzszych uczelniach.

W trakcie swych prac Komisja odniosla réwniez wrazenie, Zze w wielu przypadkach opieka
nauczyciela byla zbyt watla: autorzy podejmowali zadania albo zbyt ambitne, albo zbyt
uproszczone — w obu przypadkach praca byla skazana na niepowodzenie.

Druga grupa refleksji dotyczyla samego konkursu. Zostal on zgodnie oceniony jako udany
i Walne Zgromadzenie PTM zalecilo organizowanie go w latach nastgpnych. Konkurs
ubiegloroczny przynios! wiele doswiadczen, ktére wykorzystans zostang w tegorocznym. Zostanie
zapswne nieznacznie zmodyfikowany regulamin Konkursu i jego organizacja, jednak podstawowe
zaloZenia zostana zachowane. Regulamin Konkursu 1979 opublikujemy w lutowym numerze
Delty, ale juz teraz zapraszamy tegorocznych maturzystow i ich nauczycieli do wzigcia w nim
udziahu.
Tadeusz B. IWINSKI
Z-ca Przewodniczacego Komisji Konkursu 1978

Uogodlnione ciggi Fibonacciego

Pawel DOMANSKI

Przypomnijmy sobie definicj¢ zwyklego ciagu Fibonacciego; jest to taki ciag {U, }, ze
Up=0, Uy=1 oraz Uyyz = Upyy + U,.

Jak moina uogolni¢ to pojecie? Oczywiscie ciag Fibonacciego jest przedstawicielem zbioru

ciggow {B,} speiiajacych warunki:
By=a, Biy=0b, Byia=sB+1B,

gdzie a; b, 5 teC: 5 t5%0.

Pokazemy pdiniej, ze dla badania podzielnoéci wygodniejsze bedzie inne, nieco wezsze
uogdlnienie. Umowmy si¢ mianowicie, ze uogdlnionym ciqgiem Fibonacciego nazwiemy kazdy
taki cigg {A.}, w ktdrym

A, =0; A, =1 oraz
gdzie (k,c) =1; k,ce C—{0}.

Istnieje takze wzor, ktory daje wartos¢ A, jako funkcje numeru wyrazu. Dla zwyklego ciggu
Fibonacciego nosi on nazwg wzoru Bineta od nazwiska Francuza, ktory go po raz pierwszy
dowiodl w 1843 roku.

Indukcyjnie dowodzi sig, Ze jezeli x,, x1 sa pierwiastkami réownania

Apya = kAn-f 1 +CAu|

x*—kx—c =0,
gdy x#xs, A=—"—"";

to: Xy —X3
gdy x =x;=x,

Przy dowodzie tych wzordw nie odgrywa zadnej roli warunek (k, ¢) = 1. Doé¢ trudne jest

znalezienie powyzszych wzorow i cickawe byloby przedstawienie ogolnych metod znajdowania
takich wzorow.



A. L Markuszewicz, Ciggi rekurencyjne, Indukcyjny dowdd znalezionych wzordw jak rowniez dowody przedstawionych

Warzaws 1955 nizej interesujacych oszacowan dotyczacych zwyklego ciagu Fibonacciego nie przedstawiajg juz
wigkszych trudnosci.
Dla zwyklego ciagu Fibonacciego prawdziwe sa ponadto nastepujace oszacowania:

Uysa 1+ }/3

=ua, gdzie a=
A=+ n 2

oraz

Poréwnaj zadanie M 156 w Delcie 4/1978 v
.

ot | 1
= wli—3
Vs <2

ktére pozwalajg latwo znalei¢ wyrazy ciagu {U,}. Wiaza one tez w ciekawy sposéb ciag {U,}
z liczbg @, ktora jest stosunkiem tzw. zlotego podziatu.

Réwnosé ta byla ki do rozwig j go z zadan ostatniej Mied, dowej Olimpiady Mat tycznej. Zadanie brzmialo: dane r3 funkeje rosngec f(n), g(n) takie,
ze {f(1); f(2); £3); ... )i {e(1): g(2); g(3): ...} sq rozigcznymi zbiorami, ktére w sumie dajg caly zbiér liczb calkowitych dodatnich oraz zacl adzi g(n) = f(f{n)) + 1.
Obliczyé f(240). Mo#na bylo zauwazyé, Ze coraz lepszymi przyblizeniami funkeji f byly funkej [1 n] ' [E n]. 22 n]. a zatem funkcje onstaci [U"'—*' n] - Stad ma
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podstawie omawianej réwnosci moina bylo postawié hipotezg f(n) = [an], co okazywalo si¢ prawda. Analogicznie g(n) = [a2n). Dowdd obu réwnodci byl stosunkowo proaty.

Wréémy jednak do podzielnosci. Wypiszmy kilka (mozliwie wolno rosnacych) ciagéw, aby
przekonac si¢ o pewnych prawidtowosciach:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 S
Utk=1,¢c=1) 1 1 2 ) 5 8 13 21 34
Aytk=3,c= --2) 1 3 7 15 31 63 127 255 511
Anlk =1, c=6) 1 1 7 13 55 133 463 1261 4039

Najpierw zajmijmy si¢ pytaniem, jakie liczby naturalne sa dzielnikami wyrazéw uogéinionych
ciggow Fibonacciego. Mozemy przypuszczad, ze bedzie to w jaki$ sposéb zaleze¢ od k i od c.
Sprobujmy uchwycié te zaleznosci na podanych przykladach. Doéé latwo dostrzegamy, ze

w drugim z podanych ciaggdw sa same liczby nieparzyste, ale s3 liczby podzielne przez 3, za$

W trzecim ciggu wszystkie wyrazy sa nieparzyste, niepodzielne przez 3. Nie jest to przypadkiem,
2dyz prawdziwe jest twierdzenle:

Kazdy wyraz ciggu {A,} (oprécz Ao) jest wzglednie pierwszy z c.

Gdyby np. A, nie byl wzglednie pierwszy z ¢, to ze wzoru A, = kA,-,+cA,-; oraz

(k, ¢) = 1 wynika, ze A4,-, nie jest wzglednie pierwszy z c.

Powtarzajac powyisze rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze

A, i c maja wspolny dzielnik wigkszy od 1, czyli uzyskujemy sprzeczno$é z zalozeniem A4, = 1.
Obserwujac pierwszy z wypisanych ciagow mozna dostrzec jeszcze jedna wlasnosé. Zachodzi

nastgpujace twierdzenie:
H. H. Bopobuen, Jucsa Pubonwawyu. Mocksa

1964 dla kazdej liczby naturalnej wzglednie pierwszej z ¢ moina znalezé w ciqgu {A,} wyraz o numerze
niezerowym, niewigkszym od kwadratu rozpatrywanej liczby naturalnej, podzielny przez te liczbe.
W celu wykazania tego przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnej # uporzadkowana pare liczb
naturalnych f(n) = (ry, r2) taka, ze r, jest reszta z dzielenia A4,,,, a r» reszta z dzielenia A,
przez p. Roznych par moze byé najwyzej p?, a zatem wirod par £(0), f(1), £(2), ..., f(p?) istnieja
dwie identyczne. Latwo zauwazyé¢, ze jezeli f(x) i f(¥) (x# ) 53 identyczne, to takze f(x—1)

i f(y—1) sa identyczne. Powtarzajac to rozumowanie dojdziemy do wniosku, ze ktoras z par
f(1),£(2), ..., f(p?) jest identyczna z f(0), a wigc reszta z dzielenia ktorejs z liczb A,, A, ..., Ay
przez p jest zerem.

W nieco bardziej skomplikowany sposéb dowodzi sie, ze gdy p jest pierwsze, to dla zwyklego
ciggu Fibonacciego mozna w powyzszym twierdzeniu liczbe p? zastapi¢ przez p+ 1. Pozostaje
otwartym problemem, czy zachodzi to tez dla uogoélnionych ciagéw Fibonacciego.
Proponujemy teraz Czytelnikom, aby przyjrzeli si¢ wypisanym ciaggom i sprobowali postawic
jeszcze jakie$ inne hipotezy dotyczice podzielnosci, a moze takze je udowodni¢ lub obalié.
Okazuje si¢, ze uogdlnione ciagi Fibonacciego zachowuja najwiekszy wspolny dzielnik, tzn.
zachodzi;

(An, An) = |A(m, n)i-

Inaczej mowiac najwickszy wspélny dzielnik wyrazéw o numerach n i m jest réwny wartosci
bezwzglednej z wyrazu o numerze bedgcym najwigkszym wspolnym dzielnikiem liczb n i m.
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Rozwigzanie zadania M 183,
Dla ustalenia uwagi niech AF bedzie diuiszy
z cigeiw. Oznaczmy przez D irodek Juku
ABC | przez F punkt symetryczny do B
wzgledem prostej DO, Wowcezas katy
L FAD i 4 DAB 35 réwne jako oparte na
rownych tukach. Z punktu D zakreslamy
okrag o promieniu DB przecinajgcy 4B
w punkcie G. Poniewaz DF = DG, wigc
AFAD = ADAG, a zatem

AG = AF = CB.
Pozostaje do wykazania, e prostopadla do
AB z punktu D dzieli GB na polowy, ale
to wynika z DG = DB,

{Opracowane na podstawie listu Joraslawa
CELA x Konskich.)

D

Rozwigzanie zadania F 61
Oprécz sily F na cialo dziala sila cigtkodei.
Skiadowa sily ciezkosci w kierunku
prostopadlym do powierzchni (nacisk N)
wynosi mg cos o, Natomiast skladowa
w kierunku stycznym do plaszczyzny
i prostopadiym do F jest réwna mg sina,
Aby cialo poruszy¢, nalezy przylozyé sile F
o wartodci co najmniej takiej, aby wypadkowa
F, tej sily i skladowej sily ciezkosdci byla
rdwna [N (zob. rys.). Mamy wigc

VF + mighinia > fmg cos .
Stad

F 2 mgyfZcos?a—sin’a.

Warto zwrdcic uwage, te najmaicjsza sila F
iezbedna do por in ciala jest mniej
nik [N,

Przeprowadzenie dokladnego dowodu pozostawiamy zainteresowanym Czytelnikom,

ograniczajyc si¢ tylko do naszkicowania jego glownych etapow:

a) Prawdziwy jest Wzor: Auym = App1 AmtcApdy -1,

b) A, dzieli wyrazy o numerach bedacych wielokrotnosciami m. Wynika to z zastosowania
poprzedniego wzoru do Amgym.

c) Dwa kolejne wyrazy ciagu {A,} sa wzglednie pierwsze.

d) Gdy zastosujemy algorytm Euklidesa do liczb n i m i uzyskamy ponizsze réwnosci

m = ngy+ry,

n=ryg;+tra,

Ty = Fe=14:
to zachodzi (4n, 4,) = (4, 4,) = ... = (A,‘_I.A,r).
Wynika to z réwnosci A, = A4,y, 4, | wzoru a).
Ostatnie stwierdzenie konczy dowod.
Na wstepie obiecaliSmy wyjasni¢, dlaczego przyjeliémy akurat takie uogdlnienie pojecia ciggu
Fibonacciego. Uczynilismy to z dwoch wzgledow. Po pierwsze, jak widaé¢ z przedstawionego
wyzej szkicu dowodu, kluczowe znaczenie ma wzér oznaczony litera a). Okazuje sie, Ze

(pomijajac malo interesujqce ze wzgledu na podzielnosé ciqgi zawierajqce nieskoriczong liczbe zer,
Jedynek lub minus jedynek oraz ciqgi geometryczne) warunkiem koniecznym na to, aby ciqg liczh
calkowitych {a,} spelnial wzér a) jest, by byl on uogdinionym ciqgiem Fibonacciego.

A zatem mozna powiedzie¢, Ze wzor a) w jakis sposéb definiuje uogdlnione ciagi Fibonacciego.
Jest jeszcze jedna racja sklaniajaca do przyjecia takiej, a nie inn2j definicji ciagu uogdlnion=go.
Weimy pod uwage ciggi {B,} zdefiniowans na poczatku niniejszego artykulu. Okazuje sie, e

cigg {Bn} zachowuje najwickszy wspdlny podzielnik wtedy i tylko weedy gdy spelnia nastepujqey
warunek: B, = zA,, gdzie z jest liczbq calkowitq réing od zera jednakowq dla wszystkich n.

Mozemy wigc powiedzie¢, ze w pewnym sensie zbior uogdlnionych ciggéw Fibonacciego, wedlug
przyjetej przez nas definicji, jest ,,najszerszym” zbiorem ciagdw majacych ze wzgledu na
podzielnod¢ te same wlasnosci co zwykly ciag Fibonacciego i to wiasnie zadecydowalo

o przyjeciu odpowiedniej definicji, chociaz oczywiscie stanowi to samo w sobie bardzo
interesujgcy fakt. Sprobujmy jeszcze naszkicowa¢ dowod drugiego z zacytowanych twierdzen.
Zaloimy, ze B, zachowuje NWD, a wtedy B, dzieli wszystkie wyrazy cigeu {B, 1.

Mozemy zastapic¢ ciag {B,} ciagiem {b,} takim, ze b,B, = B,. Ciag {b,} rowniez zachowuje
najwigkszy wspélny dzielnik oraz spehia warunki b, = 1, b, = d, b,y 2 = sb,.,+ by, gdzie

d, s, t € C— {0}.

Zauwazmy, ze gdyby s i t mialy wspolny dzielnik wiekszy od jednosci, to wechodzilby on w coraz
wyZszej potgdze do rozkladu liczb by, by, b, ..., b, i przeczyloby to warunkowi (b, b, ;) =

= f; =1,

Wykazalismy, Ze (s, 1) = 1, a podobnie jak dla ciggow {4, } mozemy wykazad, ze (b, 1) = 1,
oraz ie byym = Apbpiy Ay by gdys = kit =c.

Przepisujac ostatni wzdr w postaci bz, = Ausy b+ cAnb, -, widzimy, 7e b, dzieli lewa strone,
jak rowniez pierwszy skladnik prawej strony, czyli dzieli tez drugi skladnik prawej strony
powyzszego wzoru. Wobsc tego b, dzieli A, a w szczegodlnosci by, = k. Zajmijmy si¢ teraz
liczbami nieparzystymi p. Przedstawiajac za pomocq wzoréw A, = A2A4,—, +cA, A, —, oraz

by = by A, +cby A, -, wyrazenie A,—nb,, uzyskujemy rownosé:

Ap—nb, = e¢Ad,-:(1—n).

Z drugiej strony b, dzieli A,—nb,, wigc b, dzieli 1 —n dla dowolnego nieparzystego p.
Udowodnili$my, Ze 1 —n jest zerem, co konczy dowod naszego twierdzenia.

Bardzo ciekawe s zastosowania poznanych twierdzer. Proponujemy Czytelnikom zapoznanie
sig z tymi zastosowaniami przez rozwiazanie kilku ponizszych zadan,

Zadanile 1. Dowie$¢ z zastosowaniem podanych wiadomosci twierdzenia o nieskonczonosci
zbioru liczb pierwszych.

Zadanle 2. Udowodni¢, ze w przynajmniej jednym z uogdlnionych ciagdéw Fibonacciego istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Zadanle 3. Udowodnic, Ze nastgpujace ciagi zachowujg najwickszs wspélny dzielnik:

a) Sps1 = (g +("I_l)+(”“2_2)+ Vedy
"

b) Pivy = Laq' gdzie a,q € C—{0}.
i=0

Zadanle 4. Dowies¢, ze (a—b)- NWW(L, 2, 3, 4, ..., n) dzieli liczbe a* —b*, gdzie
k=NWW (1,2,3,4,..,n%, abeC—{0}, (a, b) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a, b nie sa
podzielne przez zadna z liczb 1, 2, 3, 4, ..., n.

10



