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Rozwiazanie zadania M t8t,
Tylko dwa razy: w poludnic i o p61nocy.
Duza wskazówka pokrywa sie z mala II razy
na dobe: pierwszy raz 5 5/11 minuty po
pierwszej. Wtedy sekundnik dochodzi do 6,
nastepnie lO minut i lO/II po drugiej, ale
wtedy ackundnik dochodzi do 12. Po
sprawdzeniu wszystkich polozcn dojdziemy
do srormulowanca:o na wstepie wniosku.

~~®

Czesc autoróW poszla dalej - zaproponowane przez nich przeglady wybranych informacji
z jakiejs dziedziny wymagaly operowania wiadomosciami znacznie wykraczajacymi poza program
szkolny (co na ogól okazywalo sie zadaniem przekraczajacym sily i mozliwosci autorów).
W niektórych - stosunkowo nielicznych - opracowaniach autorzy pokusili sie o uzyskanie
samodzielnego wkladu w matematyke, rozstrzygniecie pewnych problemów, których
rozwiazania nie byly im znane (do tej kategorii nalezala zarówno praca nagrodzona zlotym
medalem, jak i prace, którym nie udalo sie zakwalifikowac do finalu).
Nie jest chyba przypadkiem, ze wszystkie nagrodzone prace podejmowaly problemy, do
omówienia których wystarczala w zasadzie poglebiona znajomosc programu szkolnego.
Wynikaloby stad, ze warto inwestowac czas i wysilek w oryginalnosc ujecia znanego materialu
lub rozwiazywanie problemów dajacych sie na tym gruncie sformulowac, a nie w uczenie sie
teorii bardzo zaawansowanych, wchodzacych w zakres nauczania na wyzszych uczelniach.
W trakcie swych prac Komisja odniosla równiez wrazenie, ze w wielu przypadkach opieka
nauczyciela byla zbyt watla: autorzy podejmowali zadania albo zbyt ambitne, albo zbyt
uproszczone - w obu przypadkach praca byla skazana na niepowodzenie.

Druga grupa refleksji dotyczyla samego konkursu. Zostal on zgodnie oceniony jako udany
i Walne Zgromadzenie PTM zalecilo organizowanie go w latach nastepnych. Konkurs
ubiegloroczny przyniósl wiele doswiadczen, które wykorzystane zostana w tegorocznym. Zostanie
zapewne nieznacznie zmodyfikowany regulamin Konkursu i jego organizacja, jednak podstawowe
zalozenia zostana zachowane. Regulamin Konkursu 1979 opublikujemy w lutowym numerze
Delty, ale juz teraz zapraszamy tegorocznych maturzystów i ich nauczycieli do wziecia w nim
udzialu.

Tadeusz B. IWINSKI

Z-ca Przewodnic~acego Komisji Konkursu 1978

Uogólnione ciagi Fibonacciego

Pawel DOMANSKI

Skr6t pracy nagrodzonej zlotym medalem
w konkursie Polski_ao Towarzystwa
Matemacycznego i redakcji Delty na najlepsza
prace maturalna z matematyki w roku 1978.

Przypomnijmy sobie definicje zwyklego ciagu Fibonacciego; jest to taki ciag{u.}, ze

Uo = O, Ul = l oraz u.+z = U.+1+ U•.

Jak mozna uogólnic to pojecie? Oczywiscie ciag Fibonacciego jest przedstawicielem zbioru
ciagów {B.} spelniajacych warunki:

BI = a, Bz = b, B.+z = sB.+ l +tB.,

gdzie a, b, s, t E C; s, t ~O.

Pokazemy pózniej, ze dla badania podzielnosci wygodniejsze bedzie inne, nieco wezsze
uogólnienie. Umówmy sie mianowicie, zeuogólnionym ciagiem Fibonacciego nazwiemy kazdy
taki ciag {A.}, w którym

Ao = O; Al = l oraz A.H = kA'+1 +cA.,
(m, n) - najwiekszy wsp61nydzielnik liczb
min. gdzie (k, c) = 1; k, c E C- {O}.

Przy dowodzie tych wzorów nie odgrywa zadnej roli warunek(k, c) = 1. Dosc trudne jest
znalezienie powyzszych wzorów i ciekawe byloby przedstawienie ogólnych metod znajdowania
takich wzorów.

Istnieje takze wzór, który daje wartoscA. jako funkcje numeru wyrazu. Dla zwyklego ciagu
Fibonacciego nosi on nazwe wzoru Bineta od nazwiska Francuza, który go po raz pierwszy
dowiódl w 1843 roku.

Indukcyjnie dowodzi sie, ze jezelix" Xz sa pierwiastkami równania

xZ-kx-c = O,

Xl = Xz = X, A. = nx"-l.

A. = x~-x'1
XI-XZ

XI~XZ'

/gdY

to:
gdy

Rozwiazanie zadania M 182.
Niech N = a.+a.1O+ ... +a.IO·.
Modulo 45 mamy
a.+a,· 10 '" a.+a,· 10
a, . lO' '" a, . lO, bo 100 •• 100mod 45)
a, . lO' '" a,' lO, bo 1000 '" 100mod 45)
a.' 10" '" a.' 10.
Dodajac,mamyN ••ao+IO(a,+ ... +a.).
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A. I. Markuszewicz,Ciagi rekurencyjne,
Warszawa19S5

Indukcyjny dowód znalezionych wzorów jak równiez dowody przedstawionych
nizej interesujacych oszacowan dotyczacych zwyklego ciagu Fibonacciego nie przedstawiaja juz
wiekszych trudnosci.

Dla zwyklego ciagu Fibonacciego prawdziwe sa ponadto nastepujace oszacowania:

oraz

lim U.H
n_oo --u:- = cx, gdzie

CX = l+yS
2

Porównaj zadanie M 156 w Delcie 4/1978

I cx' I 1
u--- <-

• ./- 2 'y 5 I

które pozwalaja latwo znalezc wyrazy ciagu{U.}. Wiaza one tez w ciekawy sposób ciag{U.}
z liczba 0(, która jest stosunkiem tzw. zlotego podzialu.

Równosc ta byla kluczem do rozwiazania jednego z zadan ostatniej Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej. Zadanie brzmialo: dane ra funkcjerosnaecf(n),g(n) takie.
ze {f(I);/(2);f(3); ... } i {g(l); g(2); g(3); ..• } sa rozlacznymi zbiorami, które w sumie daja caly zbiór liczb calkowitych dodatnich oraz zac! ·>dzigen) = f(f(n» + I.

Obliczycf(240). Mozna bylo zauwazyc, ze coraz lepszymi przyblizeniami funkcjif byly funkcje [f n l, [f n]. [~n l, a zatem funkcje ""aci [u~:l n]. Stad na
podstawie omawianej równosci mozna bylo postawic bipotezef(n)=[anI, co okazywalo sie prawda. Analogiczniegen) = [a>nl. Dowód obu równosci byl stosunkowo prosty.

Wrócmy jednak do podzielnosci. Wypiszmy kilka (mozliwie wolno rosnacych) ciagów, aby
przekonac sie o pewnych prawidlowosciach:

n

U. (k = 1, c = l)

A. (k = 3, c = - 2)

A. (k = 1, c = 6)

l
l
l

2

3

3

2

7

7

4

3

15

13

5

5

31

55

6

8

63

133

7

13

127

463

8

21

255

1261

9

34

511

4039

H. H. Bop06beB, f/uC/ItJ <1>u6oHa••••u. MOCKBa
1964

Najpierw zajmijmy sie pytaniem, jakie liczby naturalne sa dzielnikami wyrazów uogólnionych
ciagów Fibonacciego. Mozemy przypuszczac, ze bedzie to w jakis sposób zalezec odk i od c.
Spróbujmy uchwycic te zaleznosci na podanych przykladach. Dosc latwo dostrzegamy, ze
w drugim z podanych ciagów sa same liczby nieparzyste, ale sa liczby podzielne przez 3, zas
w trzecim ciagu wszystkie wyrazy sa nieparzyste, niepodzielne przez 3. Nie jest to przypadkiem,
gdyz prawdziwe jest twierdzenie:

Kazdy wyraz ciagu{A.} (oprócz Ao) jest wzglednie pierwszy zc.

Gdyby np. A. nie byl wzglednie pierwszy z c, to ze wzoruA. = kA.-1 +cA.-1 oraz
(k, c) = 1 wynika, ze A'-l nie jest wzglednie pierwszy z c.
Powtarzajac powyzsze rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze
Al i c maja wspólny dzielnik wiekszy od 1, czyli uzyskujemy sprzecznosc z zalozeniemAl = l.
Obserwujac pierwszy z wypisanych ciagów mozna dostrzec jeszcze jedna wlasnosc. Zachodzi
nastepujace twierdzenie:

dla kazdej liczby naturalnej wzglednie pierwszej zc mozna znalezc w ciagu{A.} wyraz o numerze
niezerowym, niewiekszym od kwadratu rozpatrywanej liczby naturalnej, podzielny przez te liczbe.

W celu wykazania tego przyporzadkujmy kazdej liczbie naturalnejn uporzadkowana pare liczb
naturalnychf(n) = <rlorl> taka, zerl jest reszta z dzieleniaA.+ l> a rl reszta z dzieleniaA.
przez p. Róznych par moze byc najwyzejpl, a zatem wsród parf(0),/(1),/(2), H' .J(pl) istnieja
dwie identyczne. Latwo zauwazyc,zejezelif(x) if(y) (x#y) sa identyczne, totakzef(x-l)
if(y-l) sa identyczne. Powtarzajac to rozumowanie dojdziemy do wniosku, ze któras z par
f(1),/(2), H.,/(pl) jest identyczna zf(O), a wiec reszta z dzielenia którejs z liczbAl> Al, H" A,>
przez p jest zerem.

W nieco bardziej skomplikowany sposób dowodzi sie, ze gdyp jest pierwsze, to dla zwyklego
ciagu Fibonacciego mozna w powyzszym twierdzeniu liczbepl zastapic przezp+ 1. Pozostaje
otwartym problemem, czy zachodzi to tez dla uogólnionych ciagów Fibonacciego.
Proponujemy teraz Czytelnikom, aby przyjrzeli sie wypisanym ciagom i spróbowali postawic
jeszcze jakies inne hipotezy dot) czace podzielnosci, a moze takze je udowodnic lub obalic.

Okazuje sie, ze uogólnione ciagi Fibonacciego zachowuja najwiekszy wspólny dzielnik, tzn.
zachodzi:

Inaczej mówiacnajwiekszy wspólny dzielnik wyrazów o numerach ni m jest równy wartosci
bezwzglednej z wyrazu o numerze bedacym najwiekszym wspólnym dzielnikiem liczb nim.
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Rozwiazanie zadania M 183.
Dla ustalenia uwagi niechAB bedzie dluzsza
z cieciw. Oznaczmy przezD srodek luku
ABC i przezF punkt symetryczny doB
wzgledem prostejDO. Wówczas katy
oj: FAD i oj: DAB sa równe jako oparte na
równych lukach. Z punktuD zakreslamy
okrag o promieniuDB przecinajacyAB

w punkcie G. PoniewazDF ~ DG, wiec
MAD El l1DAG, a zatem

AG = AF= CB.

Pozostaje do wykazania, ze prostopadla do
AB z punktu D dzieli GB na polowy. ale
to wynika zDG = DB.

c

(Opracowane na podstawie listuJaroslawa

CELA z Konskich.)

--
Rozwiazanie zadania F 61
Oprócz silyF na cialo dziala si/a ciezkosci.
Skladowa sily ciezkosci w kierunku
prostopadlym do powierzchni (naciskN)
wynosi mg cos <l. Natomiast skladowa

w kierunku stycznym do plaszczyzny
i prostopadlym doF jest równa mg sin".
Aby cialo poruszyc, nalezy przylozyc sileF
o wartosci co najmniej takiej, aby wypadkowa
FI tej sily i skladowej sily ciezkosci byla
równafN (zob. rys.). Mamy wiec

YFl+miglsin.1cc ~ [mg COl Cl.

S~d

F~ mgy/2cos1Cl-sin2a.

Warto zwrócic uwage, ze najmniejsza si/aF
niezbedna do poruszenia ciala jest mniejsza
nizfN.

Przeprowadzenie dokladnego dowodu pozostawiamy zainteresowanym Czytelnikom,
ograniczajac sie tylko do naszkicowania jego glównych etapów:
a) Prawdziwy jest wzór:An+m= An+t A",+cAnA"'-l'
b) A", dzieli wyrazy o numerach bedacych wielokrotnosciamim. Wynika to z zastosowania

poprzedniego wzoru doAma+",'

c) Dwa kolejne wyrazy ciagu{A.} sa wzglednie pierwsze.
d) Gdy zastosujemy algorytm Euklidesa do liczbn i m i uzyskamy ponizsze równosci

m = nql +rj,

n = rlq2+r2,

r, = r'-lq,

to zachodzi (A"" A.) = (An, Ar.) = ... = (Ar'_I' Ar,).
Wynika to z równosci A", = AnqlHI i wzoru a).
Ostatnie stwierdzenie konczy dowód.

Na wstepie obiecalismy wyjasnic, dlaczego przyjelismy akurat takie uogólnienie pojecia ciagu
Fibonacciego. Uczynilismy to z dwóch wzgledów. Po pierwsze, jak widac z przedstawionego
wyzej szkicu dowodu, kluczowe znaczenie ma wzór oznaczony litera a). Okazuje sie, ze

(pomijajac malo interesujace ze wzgledu na podzielnosc ciagi zawierajace nieskonczona liczbe zer,
jedynek lub minus jedynek oraz ciagi geometryczne) warunkiem koniecznym na to, aby ciag liczb
calkowitych {an} spelnial wzóra) jest, by byl on uogólnionym ciagiem Fibonacciego.

A zatem mozna powiedziec, ze wzór a) w jakis sposób definiuje uogólnione ciagi Fibonacciego.
Jest jeszcze jedna racja sklaniajaca do przyjecia takiej, a nie inn~j definicji ciagu uogólnion~go.
Wezmy pod uwage ciagi{Bn} zdefiniowane na poczatku niniejszego artykulu. Okazuje sie, ze

ciag {Bn} zachowuje najwiekszy wspólny podzielnik wtedyi tylko wtedy gdy spelnia nastepujacy
warunek: Bn= zAn' gdzie z jest liczba calkowita rózna od zera jednakowa dla wszystkich n.

Mozemy wiec powiedziec, ze w pewnym sensie zbiór uogólnionych ciagów Fibonacciego, wedlug
przyjetej przez nas definicji, jest "najszerszym" zbiorem ciagów majacych ze wzgledu na
podzielnosc te same wlasnosci co zwykly ciag Fibonacciego i to wlasnie zadecydowalo
o przyjeciu odpowiedniej definicji, chociaz oczywiscie stanowi to samo w sobie bardzo

interesujacy fakt. Spróbujmy jeszcze naszkicowac dowód drugiego z zacytowanych twierdzen.
Zalózmy, zeB. zachowuje NWD, a wtedy Bl dzieli wszystkie wyrazy ciagu{Bn}.
Mozemy zastapic ciag{B.} ciagiem {bn} takim, zebnBI = Bn. Ciag {b.} równiez zachowuje
najwiekszy wspólny dzitlnik oraz spelnia warunkibl = l, b2 = d, bn+2 = sb.+ 1+ tbn,gdzie
d,s,tEC-{O}.

Zauwazmy, ze gdybys i t mialy wspólny dzielnik wiekszy od jednosci, to wchodzilby on w coraz
wyzszej potedze do rozkladu liczbblo b2, b3, ••• , b. i przeczyloby to warunkowi (bn, bn+1) =
= bl = l.
Wykazalismy, ze(s, t) = l, a podobnie jak dla ciagów{An} mozemy wykazac, ze(bn, t) = l,
oraz zeb.+", = A",bn+1 +CA"'-l b., gdy s = k i t = c.

Przepisujac ostatni wzór w postacib2m= A",+ l bm + cA",b",-1 widzimy, zeb", dzieli lewa strone,
jak równiez pierwszy skladnik prawej strony, czyli dzieli tez drugi skladnik prawej strony
powyzszego wzoru. Wobec tegob", dzieli A"" a w szczególnoscib2n = k. Zajmijmy sie teraz
liczbami nieparzystymi p. Przedstawiajac za pomoca wzorówAp = A2Ap-1 +cA1Ap-2 oraz
bp = b2A"-1 +cblAp-2 wyrazenie Ap-nbp, uzyskujemy równosc:

Ap-nbp = cAp-20-n).

Z drugiej strony bp dzieli Ap-nbp, wiec bp dzieli l-n dla dowolnego nieparzystegop.
Udowodnilismy, zel-n jest zerem, co konczy dowód naszego twierdzenia.
Bardzo ciekawe sa zastosowania poznanych twierdzen. Proponujemy Czytelnikom zapoznanie
sie z tymi zastosowaniami przez rozwiazanie kilku ponizszych zadan.
Zadanie 1. Dowiesc z zastosowaniem podanych wiadomosci twierdzenia o nieskonczonosci
zbioru liczb pierwszych.

Zadanle 2. Udowodnic, ze w przynajmniej jednym z uogólnionych ciagów Fibonacciego istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Zadanie 3. Udowodnic, ze nastepujace ciagi zachowuja najwieb/\ wspólny dzielnik:

m~"in.('N

a)

b)

(n) (n-l) (n-2)S.H = O + I + 2 + ...,
n

p.H = Laql gdzie a, q E C- {O}.
j=O

Zadanie 4. Dowiesc, ze(a-b)· NWW(I, 2, 3,4, ... ,n)dzieli liczbe at-b\ gdzie
k = NWW (l, 2, 3, 4, ... ,n2), a, bE C- {O}, (a, b) = l wtedy i tylko wtedy, gdya, b nie sa
podzielne przez zadna z liczb l, 2, 3,4, ... ,n.
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