Specjalizacja
to znami¢ naszych czaséw

Wierzymy, Ze uczony specjalista

poswigcajacy zycie badaniu okre§lonego problemu
rozwiaze go szybciej i lepiej

nizby to uczynit natchniony laik

czy przypadkowy przechodzien

Jesdli wige dreczy cig pytanie
masz wierzy¢

ze gdzie$ istnieje fachowiec

co nie wiedzac nic

z tego co tobie bliskie i znajome
zna potrzebna ci odpowiedz

I zamiast odpowiada¢ sobie
poszukujemy go

A nie znajdujac

powolujemy do zycia

nowe specjalnosci

odrywajac od istniejacych dyscyplin
1 usamodzielniajac

coraz to inne ich czesci

dzielac zywy organizm nauki

na poszczegolne wyspecjalizowane
tkanki czy wrecz komorki

Bawiac si¢ tak od dawna
niepomni

ze to podziat obowigzkow ledwie
1 rzemie$lniczych umiejetnosci
stawiamy coraz wyrazZniej
madro$¢

poza obrgbem

nauki

DELTA



Rys. 1. Kawalek spajny, Jeili podzielimy go
na dwie czgici, to muszg si¢ one stykaé.

Rys. 2. Hustracja do aksjomatu 1: dwa
kawalki spojne majgce czesé wspolng tworzg
razem jeden spojny kawalek.

Rys. 3. Cztery skladowe niespdjnego A.

Rozwazania o topologii spdjnosci

Prof. dr Andrzef GRZEGORCZYK

W rozwazaniach tych chcg zwréci¢ uwage na kilka latwych spostrzezen

z pogranicza topologii i logiki, ktdre nie byly do tej pory wykorzystane,
chociaz trudnosci techniczne z nimi zwiazane s3 tego rzedu, ze mozna by je
traktowaé jako ¢wiczenia dla poczatkujacych logikéw i topologéw. Beda tez
postawione zwigzane z tymi spostrzezeniami trudniejsze problemy.

Spéjnosé. Topologie mozna rozumieé jako najogdlniejsza geometrig, ktéra zajmuje
si¢ dowolnymi brylami, nie muszacymi podlega¢ wymaganiom zadnego rodzaju
regularnosci. Dla laika moze wydawac si¢ dziwne, ze mozna jednak co$
powiedzie¢ o tak ogdlnie pojetych brylach To, Ze istniejg takie bardzo ogdlne
prawdy, najlatwiej zilustrowa¢ na pojeciu sp63n0§01 Pojecie spéjnosci, jak
potwierdzaja to mektorzy psychologowne powstaje bardzo wczesnie w umyéle
dziecka jako pojecie ,,jednego kawalka”. Okreslenie potoczne mogtoby wigc
brzmie¢:

Twdr geometryczny jest spdjny, gdy sklada sie z jednego kawalka, czyli gdy nie
mozna go podzieli¢ na dwa kawalki, kidre nie stykalyby si¢ bezposrednio.

Ta intuicja znalazta swéj wyraz w definicji pojecia spéjnosci na gruncie topologii
startujacej od pojecia domknigcia:

X spdjne < /\ (X =AuUBAA #0#B —» (AnB#0vBnA#0)),
gdzu: oznacza domkniecie, a 0 — zbidr pusty.

Spostrzezenie bezposredmej intuicyjnosci pojecia spojnosci i wigkszej
elementarnoéci tego pojecia w poréwnaniu z pojeciem domkni¢cia nasuwa mysl,
7e w aksjomatycznym traktowaniu tego dzialu matematyki powinniSmy si¢
pokusi¢ o zbudowanie aksjomatycznej teorii sp6jnosci, Jako (byc moze) bardziej
podstawowej anizeli algebra domknig¢. Teoria taka, jak si¢ zdaje, nie byla do tej
pory przedmiotem publikowanych badan.

Od razu nasuwaja si¢ dwa aksjomaty:

Al A Bsaspojne A AnB#0 —» AUB spdjne
A2 X spéjne A C jest sktadowa ¥ A X—C niespéjne — X—Y niespdjne.

Al méwi, Ze jesli 4 i B sa pojedynczymi kawatkami i maja one jaki$ punkt
wspolny, to ich suma tez jest jednokawaltkowa.,

A2 trudniej jest wypowiedzie¢ i uzasadni¢ bez pewnych doswiadczent wyobrazni.
Najpierw trzeba wprowadzié pojecie sktadowej. Jesli zajmujemy si¢ dowolnymi
tworami (réwniez takimi, ktére sktadaja sie z wielu kawatkdw nie dotykajacych
do siebie), to:

C jest skladowq Y, gdy C jest takim kawalkiem Y, ktory jest spdjny, oraz
pozostale kawalki Y nie stykajq sie z C.

Intuicyjnie jest to zrozumiale: cztery kola narysowane daleko jedno od drugiego
sa czterema osobnymi skladowymi tworu geometrycznego ztozonego z tych
czterech kol.

Formalnie na gruncie algebry Boole’a sktadowe okres§lamy jako

najwigksze czeéci spojne zawarte w danym tworze geometrycznym:

C jest sktadowg Y <= C spdjne A Cc¥ A j’"\.‘ (D spéjne ACc=DcY - C = D).
D

Dombknigcie, wagtrze i ograniczenie zbioru, zbiory otwarte i domknigte — to pojecia tradycyinie

przyimowane w topologii jako podstawowe. Na prostej (rys. 1) punkty 4 i B stanowig ograniczenie - K
odcinka AB zardwno, jezeli zaliczamy je do odcinka, jak i w przeciwnym przypadku. Na plaszczyinie

(rys. 11) okrag O jest ograniczeniem kola K, a wnetrze W tego kola — to kolo bez ograniczajgcego

je okregu. Jeteli rozwazamy kolo wraz z niektorymi tylko punktami na okregu, to wnetrze

i ograniczenie pozostang bez zmian. Domknigeie zbioru skiada sig z niego samego i wszystkich W

punktéw granicznych, tj. granic ciggdéw punktéw zbioru, w szezegdlnosei kakdy zbior jest podzbiorem

swojego domknigcia. Zbiér réwny swojemu domknigciu jest domknigty, Zbidr réwny swojemu

wngtrzu jest otwarty. Sa zbiory, ktdre nie s ani otwarte, ani domknicte, np. wngtrze kota plus kilka A B

punktéw z ograniczajacego je okregu. Mamy zawsze: wnetrze = zbidér minus ograniczenie,

domknigcie = zbior plus ograniczenie.

Rys. I Rys. 11



Po tych wyjasnieniach sens A2 mozZna wypowiedzie¢ potocznie: jesli X jest
spojne, a Y sklada si¢ z kilku kawatkow, to jedli ktérys z kawatkéw Y-ka
(ktdra$ ze skladowych — nazwali$my ja C) rozcina X (czyli czyni réznice X—C
niespdjng), to wowczas cale Y tez rozcina X. Np. jesli mamy dziesie¢ odleglych
od siebie (np. réwnoleglych) tarcz pitujacych i zblizymy do nich X spéjne, i jesli
jedna z tarcz odpiluje od X jaki§ osobny kawalek, to w wyniku pitowania calym
zespolem tarcz na pewno podzielimy X na jakie$ kawalki. Gdyby, po
potraktowaniu catym zespolem pil, przedmiot X pozostat spéjny, znaczyloby to,
ze zadna pila (Zadna sktadowa) go nie przecigta. W tej wersji pozytywnej,
brzmigcej formalnie:

T1 X spdjne A C jest skladowa ¥ AX—Y spéjne — X— C spéjne

Rys. 4. Tlustracja do aksjomatu 2: jedna ze

lad hY ina X, i A 2 . B =
e wymieniong przez K. Kuratowskiego w jego fundamentalnej Topologie II, s. 88.

aksjomat A2 mozna uwazaé za prawie identyczny z wlasnoscia 5 pojecia spéjnosci

Nie jest fatwo wskaza¢ wigcej réwnie ogélnych i intuicyjnych aksjomatéw pojecia
spéjnosci. Mozna oczywiscie powiedzieé, ze twor jednopunktowy jest spdjny,

a zlozony z kilku osobnych punkt6éw jest niespéjny. Mielibysmy wtedy cztery
oczywiste aksjomaty. Warto moze zaznaczy¢, Ze przy boolowskim, a nie
mnogosciowym traktowaniu tworéw geometrycznych, te dwa ostatnie aksjomaty
nie przesgdzaja wcale punktowego charakteru przestrzeni, mozna je bowiem ujaé
jako zdania warunkowe:

A3 X jest atomem — X jest spéjne
A4" X, Ysaatomami A X # Y — X U ¥ niespdjne.

Algebra Boole’a — to teoria relacji zawierania sty 5 oM .
rozumianego juko bycia czeicia (nie zad bycia Atomem nazywamy co§, czego podzieli¢ sie juz nie da:

elementem). Aksjomaty algebry Boole'a &

mowig o wlasnodciach relacji = oraz X.]eSt atomem <> X # 0A /Y\ (Y #0A YCX) - X=Y.

o istnieniu czesci wspdinej dla dwéch obiektéw . . i : s % iE i . 3

X i Y (oznaczanej przez XnY), oraz sumy Przyjmujac A3 i A4’ wcale nie zakladamy, Ze istnieja atomy. Natomiast jak sie
XU]Yi“ﬁﬂicv X—Y. Aksjomaty te g bardzo zdaje, z tego, Zze twor dwuatomowy jest niespdjny, weale nie wynika, ze

:::.::}E lkak}:fﬁrt?s:lyqu:?a;::;]sobic i tréjatomowy réwniez musi by¢ niespdjny (formalny dowdd niezaleznosci moze
istniejy najmniejsze przedmioty niepodzielne by¢ trudny). Stad by¢ moze istnieje potrzeba przyjecia (zamiast Ad’) aksjomatu
zwane W tej teorii atomami. Formalnie nieelementarnego:

aksjomaty mo#na zapisaé nastepujaco: 2 7 A T 7 . e ’

G T fE BB f e (um . A4 X sklada si¢ ze skoniczonej ilosci atomdw, przy tym co najmniej z dwéch —
ACBABS A~A -~ B,0< A; A< 1; — X nie jest spdjne.

A< AUB; B = AuB,; . - v e . . - . . 3
ASXAB= X~ AUBSX: (A motze jest prawdziwe jakie$ zdanie, ktére mogloby stuzyé za krok indukeyjny
ANB < A ANB < B; pozwalajgcy dowodzi¢, ze wigksze zbiory skoficzone sa niespdjne, jesli niespGjne
icg,-r_.\ o B,.,' X = AnB; sa mniejsze?) Przy szukaniu aksjomatéw uzupetniajacych warto pamigtaé
preai o istnieniu pewnych bardzo dziwnych zbioréw spéjnych, jak np. tzw. miotetka
AN(BUC) — (4ABYUANC). Knastera-Kuratowskiego (Topologie 11, s. 85), ktéra jest zbiorem spéjnym, ale po

odjeciu jednego specjalnego punktu p rozpada sig na poszczegdlne punkty, w tym
sensie, ze skladowymi réznicy: miotetka — {p} sa poszczegélne punkty.

Niedefiniowalno$¢ domknigcia. Proponujac nowg teorig trzeba przede wszystkim
rozwazyc, czy jest ona rzeczywiscie nowa, czy lez stanowi¢ bedzie tylko inna
wersjg teorii dawno znanej. W naszym przypadku teorig dawno znang jest algebra
domknig¢, bedaca systemem aksjomatycznym, najbardziej rozpowszechnionym

w wersji pochodzacej od K. Kuratowskiego. Ma ona jako swoje terminy pierwotne
pozalogiczne: 17 terminy algebry Boole’a (np. relacje inkluzji boolowskiej <,
ktéra mozna czytac jako ,,bycie kawatkiem™ czego$, aby uniknaé sugestii
atomicznosei, ktdra na poczatku nie jest zalozona), 2 pojecie domknigcia,
spetniajace aksjomaty: XUY = XuY, X = X, XX, 0 = 0. Latwo mozna wykaza¢,
Ze zamiast pojecia domknigcia terminem pierwotnym specyficznie topologicznym
moze byé réwnie dobrze pojecie wnetrza, albo pojecie ograniczenia, pojecie
elementu otwartego, lub pojecie elementu domknigtego. Powstaje wigc
przypuszczenie, ze dla tej teorii, lub dla teorii nieco mocniejszej (przestrzeni
topologicznych, dla ktérych zaklada si¢ atomiczno$é i domknigtosé atoméw),
spdjnos¢ jest po prostu jednym z mozliwych terminéw pierwotnych. Otéz tak nie
jest, poniewaz prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie:

Na gruncie twierdzeti algebry domknieé¢ domkniecie nie jest definiowalne przy
pomocy spdjnosci.

Znaczy to, ze nie mozna wyprowadzi¢ w algebrze domknieé ani w algebrze
przestrzeni topologicznych twierdzenia, ktére mogloby by¢ definicja domkniecia
i w definiensie mialoby wylacznie terminy algebry Boole’a i pojecie spéjnosci.



Dowdd powyzszego twierdzenia jest bardzo prosty. Wystarczy pokazaé model,
w ktérym przy dwéch réznych interpretacjach domknigcia pojecie spéjnosci
byloby takie samo. Modelem takim sg liczby naturalne, o ktérych mozna
zalozy¢ zaréwno, Ze kazda jest izolowana (czyli Ze stanowig tzw. topologig
dyskretng), jak i ze liczba O jest granica ciggu dyskretnego pozostalych liczb.
Dla kogos, kto chce operowaé wyobraznig geometryczng, musimy skonstruowac
dwa modele zloZone z liczb rzeczywistych (rysunek 5):

= 030 {2_ % (dla n;m)},

Mg 3 ’if ?I M, = {2— % (dla n;m)}u{z}.
! .
) : i W modelu M, Z2aden punkt nie jest granica ciggu pozostalych, w modelu M,
@ @ 2L~ punkt 2 jest granicg ciggu pozostalych. Punkty obu modeli mozna ponumerowaé
\ | ba e . g
E o= _l ...... 4;__;.-;_'_‘ przyjmujac, ze dla n#0 liczba n jest numerem punktu 2— l? Numer 0 w modelu
‘ T A

M, dajemy liczbie rzeczywistej 0, a w modelu M, liczbie rzeczywistej 2. W ten

Rys. 5. Na gruncic algebry domknigé sposob zamiast o liczbach rzeczywistych mozemy moéwi¢ o ich numerach. Otéz

domkniccie nie jest definiowalne przy pomocy istota argumentacji jest ta, ze¢ mamy dwa rozne pojecia domknigcia, a Zbiory
spojnosei.

spdjne sa w obu przypadkach takie same, bowiem w obu modelach zbiorami
spdjnymi sg wylacznie zbiory jednopunktowe. W takim przypadku ogdlne
twierdzenia logiki méwia, Ze to pojecie, ktore mozna interpretowac na dwa rozne

sposoby, nie jest definiowalne za pomoca pojecia, ktére w obu interpretacjach
zachowuje ten sam sens.

Tak wigc startujac od pojecia spojnosci mamy do czynienia z teoriami zasadniczo
innymi niz algebra domknigé. Stad np. powstaje otwarte zagadnienie, czy zbior
twierdzen zawierajgcych wylacznie pojecie spdjnosci oraz pojecia boolowskie
(czyli takich twierdzen jak A1—Ad), oraz wyprowadzalnych w algebrze domknigé
jest skonczenie aksjomatyzowalny, lub aksjomatyzowalny za pomoca pewnych
ogoblnych schematéw, czy nie?

Rzeczg dos¢ naturalng jest poszukiwanie definicji domknigcia za pomoca
spdjnosci w przestrzeniach, w ktérych spdjnosé gra jaka$ istotng rolg — takimi
sa przestrzenie spdjne i lokalnie spéjne. Otéz mozna dowiedé, ze:

Na gruncie topologii przestrzeni spdjnych i lokalnie spdjnych domknigcie nie jest
definiowalne przez spdjnosc.

W dowodzie podaje sie¢ dwa modele, w ktérych zbiory spéjne sg izomorficzne,

ale izomorfizm, ktéry dobrze przenosi spdjnosé, nie przenosi domknigcia

(rysunek 6). Oba modele skladajg sie z ciagu odcinkéw promieniscie
wychodzacych z tego samego punktu centralnego 0 w okreslonych kierunkach.
Kierunki te niech maja np. katy o mierze fukowej réwnej 1/n+1 w stosunku do
osi x-6w. Natomiast na osi x-6w nie ma odcinka ani w jednym modelu, ani

w drugim. W modelu M, wszystkie te promienie maja t¢ sama dlugo$é. W modelu
M, sa coraz krétsze i daza do zera. lIzomorfizm polega na proporcjonalnym

M. skracaniu promieni. W ten sposéb zachowuje on spdjnoéé, a nie zachowuje
Rys. 6. Na gruncie topologii przestrzeni domknigcia, bowiem w modelu M, punkt centralny jest granicg koncéw promieni,
spéinych i lokalnie spojnych domkniccie nie a w modelu M, oczywiscie nie jest.
jest definiowalne przez spojnosé.

Lokalna spbinoéé. Zbior (przestrzen) jest

lokalnie spdjny (—a), gdy w kazdym otoczeniu
katdego punktu istnieje takie otoczenie tego
punktu, ktdre jest spojne. Otoczenie punktu p

to katdy zbiér G, ktdrego wnetrze zawiera

punkt p. Tzw. sinusoida zageszczona: y = sin 1/x
wraz z odcinkiem [4, B] jest zbiorem

spdjnym, lecz nie loka]me sp6jnym, poniewa

AN 6w odcinka [A, B] nie ,"'}
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pokazany na rysunku IV? Rys. 111, Sinusoida zaggszczona. Rys. IV. Te krzywe si¢ nic przecinajy.



Rys. 7. Ciag {pn} dazy do p, suma AR
musi by¢ wige spdjna.

Przestrzeni euklidesowa to zbior R® (n = 1),
tj. produkt kartezjanski skoniczonej liczby
przesirzeni liczb  eczywistych R.

%z%gﬁ%lnej L1HA

Rys. 8. ldae po dowolnej drodze spojnej
idziemy zawsze jaki$ czas po A, a zatem p
lezy wewnatrz A.

Definicja domknigcia w przestrzeniach lokalnie skoriczenie podzielnych. T3 nazwa
oznaczam przestrzenie, w ktorych w kazdym otoczeniu dowolnego punktu istnieje
takie otoczenie G tegoz punktu, ze skladowych uzupetnienia otoczenia G jest
skoniczenie wiele. Dla takich przestrzeni nasuwa si¢ do$¢ intuicyjna definicja
domknigcia:

p € X <> istnieje taki ciag {p,} punktéw zbioru X, ze /\ (i Bsa spjne A
A.B
A p € A A nieskonczenie wiele p, nalezy do B — AUB spdjne).

Takie okre$lenie zgodne jest ze znana do tej pory definicja domknigcia.
Wynikanie (—) jest do$¢ oczywiste. Dowodzac wynikania odwrotnego
zaktadamy, ze p € X i rozwazamy dowolny ciag p, punktéw zbioru X. Wszystkie
P» 0d pewnego miejsca muszg leze¢ poza pewnym otoczeniem (zbiorem otwartym)
G. Skoro przestrzen jest lokalnie skoficzenie podzielna, to dla G’ = G istnieje
skonczona ilo$¢ sktadowych uzupelnienia G’. A wigc nieskonczenie wiele p, musi
naleze¢ do ktorejs sktadowej tego uzupelnienia. Skiadowa ta jest wiec takim
zbiorem B, a zbidr jednopunktowy {p} zbiorem A, dla ktérych prawa strona
powyzszej réwnowaznosci jest falszywa.

Interesujace wydaje sie poszukaé takiej definicji domknigcia, ktéra nie
operowataby ciggami i skornczonoécig, ani nawet punktami, a wiec ktéra mozna
by przyjac¢ nie zakladajac atomicznosci przestrzeni. Podstawowe i pierwotne
wyobraZenia geometryczne sg bowiem makroskopowe, stad interesujace wydaje
si¢ pytanie, jak wiele z topologicznych rozwazan mozna przeprowadzié nie
przyjmujac, Ze istniejg jakies takie niestwierdzalne najmniejsze twory
»nieskonczenie male” zwane punktami, Ot6z istotnie, na podstawie nieco innych
intuicji mozna sformutowaé definicje nie odwolujaca si¢ do punktéw. Natomiast
W oparciu o intuicje zwigzane z powyzZej podang definicja i dla tak ogdlnej
kategorii przestrzeni nie potrafig¢ poda¢ prostszej lub bardziej boolowskiej definicji
domknigcia, ktdra by nie operowata punktami lub pojeciem nieskoficzonosci.

Definicja domknigcia w przestrzeniach euklidesowych. Podstawowe wyobrazenia
przestrzenne wiaza si¢ z przestrzeniami euklidesowymi. Na gruncie tych przestrzeni
majac intuicj¢ spéjnosci mozna okresli¢ domkniecie. Nadto prosciej w tym
przypadku przedstawia si¢ definicja wnetrza. Podam najpierw definicje wnetrza
operujac punktami:

peIntA-:-/\ (Lspojne A gqgeLAg#p—
Lg
- /\ (p € CAC jest sktadowg LnAA C# {r)).
c

Intuicj¢ tej definicji mozna opisa¢ nastepujaco (zob. rys. 8). Punkt p nalezy do
wngtrza zbioru A4, jesli idac od punktu p w dowolnym kierunku (wyznaczonym
przez pewna dowolng drogg spéjna L) ku pewnemu innemu dowolnemu punktowi
¢, bedziemy zawsze szli przez pewien czas po punktach ze zbioru 4. Wynikanie —
jest mniej wigcej oczywiste. Dowodzac odwrotnego, gdy p ¢ Int 4, ale pe 4
bierzemy pewien ciag {a,} punktow spoza A taki, ze p = lim {a,} i taczymy
punkty tego ciggu czymé w rodzaju lamanej z punktem p na koncu. Taka lamana
L falsyfikuje prawa strong réwnowaznosci.

Przgjscie do definicji nie operujgcej punktami mozna zrobié nastepujaco.
Najpierw okreslamy, kiedy pewien element X jest ,.kawaltkiem” wnetrza

elementu A:

XcIntd< /\ (Y#0AYcX > \/ Z # 0AZcYA /\ (Lspéine ALNZ # A
Y Z L
AL#0- \/ (C jest skladowa LNAA CNZ # 0AC—Z # 0))).

Whgtrze okre§lamy teraz jako sume boolowska wszystkich jego kawalkéw.
Przyjmujac, ze F(X, A) jest formula zdaniowa z prawej strony powyzszej
réwnowaznosci, element S bedacy suma takich X, dla ktérych F(X, A), jest
jedynym spelniajacym warunki:

/\ (F(X, 4) - X<S5)
b g
N\ (Fx, 4) » X<¥) - Scv).
: A 1
Usprawiedliwieniem tej definicji jest wykazanie jej prawdziwosci
w przestrzeniach euklidesowych rozumianych punktowo. Jesli cos jest prawdziwe

przy punktowym wyobrazeniu przestrzeni, to znaczy, Ze jest niesprzeczne, jak
na to wskazuje kilkusetletnie doéwiadczenie matematyczne operujgce punktami.
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Zbiory: lukowo spojny 1 lukowo mcspons

Mozna mieé jednak watpliwosci, czy punktowe wyobrazenie przestrzeni jest
najwlasciwsze,

Zakonczenie. Ogdlny sens tych uwag polega na zachgcie do myslenia na gruncie
topologii w sposdb uruchomiajacy pewne elementy wyobraZni, ktére moze nie
byly dos¢ wykorzystane:

1. Rozpoczecie rozwazan od intuicji spdjnoséci. Znalezienie tadnej aksjomatyki
minimalnej i stopniowych jej wzmocnien. Podanie szeregu poje¢ definiowalnych
za pomocg spojnosci, ktdrych rozwazanie wydaje si¢ naturalne jako pierwszy
etap rozwoju teorii startujgcej od spdjnosci, poprzedzajacy nawet definicje
domkniegcia, lub po prostu zmierzajacy w innym kierunku, nie korzystajacym

z pojecia domknigcia.

2. Nie operowanie wyobraZeniem punktu, a wigc rozwijanie teorii na gruncie
algebry Boole’a bez zatoZzenia atomicznosci.

Jeden kawalek, czy nie?

W teoriach matematycznych spotyka sie wiele realizacji idei ,,spdjnosci”, rozumianej jako
..skladanie sie z jednego kawalka™. Zacznijmy od jedn=go z prostszych przykladow. Czy dwie
przecinajace si¢ proste stanowia (z intuicyjnego punktu widzenia) zbiér jednokawatkowy, czy nie?
Poglad, Ze ten zbidr sklada sig z dwu oddzielnych prostych, ,,luZno, niejako przypadkiem,

o siebie zaczepionych™ — jest chyba zupzinie do przyjecia?

1 rzeczywiscie, w pewnych teoriach matematycznych taki zbior jest wyraznie ,,niespojny”, ma
dwie ,,skladowe”. Aby wyrazi¢ to $ciSle i bzz cudzyslowdw, ograniczmy si¢ moze do zbiorow
algebraicznych na plaszczyZnie. Tak nazywamy zbiory, ktoére mozna opisa¢ ukladem rownan
filx,») =0, ..., fulx, ¥) = 0, w ktorym » jest pzwna liczba, a f, ..., f, — wielomianami. Gdy
rozpatrujemy plaszczyzne kartezjanska R?, to zamiast ukladu jaki napisaliSmy mozna wziaé¢
tylko jedno réwnanie: f1+ ... +12 = 0. Albowi¢m suma kwadratow liczb rzeczywistych jest
zerem wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie one s3 rowne 0. Ale np. nad cialem liczb zespolonych
1o juz nie to samo.

Definicja. Zbior algebraiczny X nazywamy algebraicznie spdjnym (czesciej uzywa si¢ terminu:
nieprzywiediny lub nieredukowalny) jezeli nie da si¢ przedstawi¢ jako suma X, u X,, gdzie X}, X2
sg niepuste, roznz od X i tez algebraiczne.

Twierdzenie (latwe, ale nie dowiedziemy). Kazdy zbidr algebraiczny jest sumq skonczonej liczby
zbiorow nieprzywiedinych (zwanych jego skladowymi).

Przyklad. Suma dwu przecinajagcych sig prostych jest oczywiscie algebraicznie niespojna
(przywiedlna). Z drugiej strony, hipsrbola jest nieprzywiedina. Dlaczego?

Wiele innych spojnosci rozwazanych w matematyce mozna ujgé w taki schemat:

Dane sa dwie klasy zbiorow, pierwsza nazwijmy zbiorami Lepszymi, druga — Gorszymi, przy
czym zbior pusty jest Gorszy (przyklad 1: L = zbiory nieskonczone, G = zbiory skonczone,
przyklad 2: L = wielociany, G = lamane w przestrzeni). Zbior X nazywamy niespojnym, gdy
da sie przedstawic¢ w postaci X = X, u X, gdzie X,, X; sa Lepsze, roine od X, a X, nX; jest
zbiorem Gorszym (zob. rysunki).

Jeszcze inne spojrzenie na ,,spojnos$¢” mozna otrzymaé rozumujac jako$ tak. Obszar X uznamy
za ,,spojny”, jezeli z kazdego jego punktu mozna ,,dostac si¢”” do dowolnego innego. Gdyby
zniszczy¢ wszystkie mosty (oraz todki itp.) w kraju pocietym kanalami, to dla osob umiejacych
plywaé pozostalby on spojny, a dla nieplywajacych — rozpadlby si¢ na oddzielne ,,sktadowe”
(wyspy, mowigc po prostu). W topologii rozpatruje si¢ czesto zbiory lukowo spdjne, to jest
takie, ze od kazdego punktu mozna dostac si¢ do drugiego po luku. Z pozoru banalnz pojecie
..spojnego kawalka™ okazuje si¢ po blizszym spojrzeniu bardzo interesujace i z pewnoscig
bedziemy don wracad.

M. Sz.



