Bedeziemy tei rozwaiac zdarzenie C)
polegajgce na tym, 2e w ustalonej komaérce

rnajduje sig dokladnie k (k = a) crgstek. (Red.)

Zmi X ,,ilodé czastek w ustal
komédree’" ma tu rozklad dwumianowy i, jak
latwo sprawdzic,
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Jeili teraz N = 20 i m — o tak, Ze srednia
iloé czastek na komdarke n/N = 7 pozostaje
stala, to, jak moZna udowodnic,

P(C,) ~ e=A 2% k!

(por. Rozklad Poissona). Tak wige tzw,
posiacig graniczag statystyki Maxwella-
-Boltzmanna jest rozkiad Poissona.

Zmi X .. ilosé czastek w ustalonej
komdree” ma tu rozklad
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Jesli prayjac, ie N — = in — = w taki
posdb, ze drednia ilodé tek na komérks
a/N = i pozostaje stala, to, jak moina
udowodnic,
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1 A

e iy LR Sl T i

I'rzv modele fizvki statystvcznei

Doc. dr Lech T. KUBIK

Rozwazmy nastgpujace zadanie:

Mamy n czastek, z ktorych kazda moze znalez¢ si¢ w kazdej z N = n komorek. Znalezé
prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze w ustalonych n komorkach bedzie po
jednej czastce, oraz prawdopodobienstwo zdarzenia B polegajacego na tym, ze w jakichkolwiek
n komorkach bedzie po jednej czastce (inaczej mowiac, Ze w zadnej komorce nie bedzie wigcej
niz jedna czastka). Tego rodzaju zadania rozpatruje si¢ w fizyce statystycznej w odniesieniu do
konkretnych czastek fizycznych. Rolg komorek graja male obszary, na jakie dzieli si¢
rozpatrywana przestrzen,

Rozwigzanie 1 (Model Maxwella-Boltzmanna)

Ponumerujmy czastki liczbami 1, 2, ..., n, a komorki liczbami 1, 2, ..., N. Rozmieszczenie czastek
w komorkach mozemy opisa¢ za pomocg uporzadkowanego ukladu n liczb (iy, i3, ..., i,),

# ktorych kazda moze by¢ dowolng z liczb 1, 2, ..., N. Stojaca na pierwszym miejscu liczba

i, podaje numer komorki, w ktorej znalazla si¢ pierwsza czastka, liczba i; — numer komoérki,
w ktorej znalazha sie druga czastka, ..., liczba i, — numer komorki, w ktorej znalazia si¢ n-ta
czastka.

Przyjmijmy zbior wszystkich opisanych wyzej uporzadkowanych uktadow (i, i, ..., i), tzn.
rbior wszystkich n-wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru {1, 2, ..., N}, za przestrzen
rdarzen elementarnych £2. Jak nietrudno sprawdzi¢, przestrzen {2 zawiera N" zdarzen
elementarnych. Przyporzadkujmy kazdemu z nich to samo prawdopodobienstwo 1/N". Jezeli
mamy ustalonych n komorek i chcemy, aby w kazdej z nich znalazla si¢ jedna czastka (ktorych
lacznie jest n), to mozemy otrzymac to na n! sposoboéw. A zatem

n!
PA) = .

Zauwazmy, ze zdarzenie B sklada si¢ z (¥)n! zdarzen elementarnych. Istotnie, sposrod N komofek
mozna wybra¢ n komorek (w ktorych nastgpnie umiescimy po jednej czastce) na (Y) sposobow.

A w kazdej ustalonej grupie n komorek mozna — jak stwierdzilismy przed chwilg — rozmiesci¢

n czastek tak, aby kazda byla w innej komorce, na n! sposobow. Mamy wigc

(¥)n! N

PB) = = T N (N—n)!

Byly liczne proby pokazania, ze rzeczywiste czastki fizyczne zachowujq si¢ zgodnie
z przedstawionym modelem Maxwella-Boltzmanna, Okazalo sie, Ze wigkszos$¢ czastek zachowuje
sie zgodnie z tym wlasnie modelem jedynie w warunkach malych gestoéci i wysokich temperatur
gazu tych czastek. Obserwowane czgstosci zbytnio odbiegaja od prawdopodobienstw wynikajacych
z tego modelu. W zwiazku z tym rozpatrzymy drugi model.
Rozwigzanie 2. (Model Bosego-Einsteina)
W poprzednim rozwigzaniu czgstki ponumerowalismy. Traktowalismy je wiec tak, jakby daly
sig one od siebie odroiniac. W zwigzku z tym istotne dla nas bylo nie tylko, w ktorej komorce
jest ile czastek, ale takze ktore czastki (o jakich numerach) znajdujg si¢ w danej komorce.
Obecnie uwazajmy czastki za nierozroznialne (co zreszta odpowiada rzeczywistodci: tego samego
rodzaju czastek fizycznych nie da sie rozrozni¢). Wobec tego rozmieszezenie czastek w komorkach
bedziemy uwazali za dane, gdy bedziemy wiedziec, ile czastek jest w poszczegolnych komorkach.
Kazde takie rozmieszczenie mozemy zapisac za pomoca nieuporzadkowanego zespolu liczb
(i1, 12, ...y in), Z ktorych kazda moze by¢ dowolng z liczb 1, 2, ..., V. Jezeli liczba 1 wystapi
w takim zespole dokladnie k razy (obojetnie na jakich miejscach), to oznacza 1o, ze w komérce
nr 1 znajduje si¢ k czastek. To samo dotyczy pozostatych liczb 2, 3, ..., N. Za przestrzen zdarzen
elementarnych 2 przyjmiemy teraz zbior wszystkich opisanych wyZej nieuporzadkowanych
zespolow (iy, i, ..., iy) (tzn. zbiér wszystkich n-elementowych kombinacji z powtdrzeniami
zbioru {1, 2, ..., N}). Przestrzen 2 zawiera (V+]-") zdarzen elementarnych. Dla przykladu
wypisujemy nizej (tabela) wszystkie zdarzenia elementarne przy N = 3, n = 2 i odpowiadajace
im rozmieszczenia czastek w komorkach we wszystkich trzech rozpatrywanych modelach.
W rozpatrywanym obecnie modelu Bosego-Einsteina przyporzadkujmy kazdemu zdarzeniu
elementarnemu to samo prawdopodobienstwo 1 /(¥+7—1). Obecnie zdarzenie A sklada si¢ tylko
z jednego zdarzenia elementarnego (permutowanie czastek znajdujacych si¢ w ustalonych
komorkach nie daje nic nowego, gdyz czastki s nierozroznialne). A zatem w obecnie
rozpatrywanym modelu

P(d) = ("
Zdarzenie B sklada si¢ obecnie z (¥) zdarzen elementarnych. Na tyle bowiem sposobow moina

wybraé n sposrod N komérek, a w wybranych n komérkach moina obecnie umiedcié po jednej
czasice tylko w jeden sposob.
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Stad wynika, Ze
P(B) = (3): ("7,

Zgodnie z modelem Bosego-Einsteina zachowuja si¢ fotony i atomy zawierajace parzysta liczbe

czastek elemeniarnych. Istnieja jednak czastki flzy\:z:ne. dla ktorych ten model nie jest odpowiedni.

W zwiazku z tym rozpatrzmy trzeci model,

Rozwigzanie 3. (Model Fermiego-Diraca)

Przyjmiemy, Ze czastki s3 nierozréznialne i Ze w kazdej komérce moZe‘zna_]dowaé sig co

najwyzej jedna czastka. Obecnie rozmieszezenie czastek bedzie dane, gdy wskazane beda komorki
Tu oczywidcie nie modna rozwaiac zdarienis niepuste (lub — co na jedno wychodzi — puste), gdyz zgodnie z przyjetym zaloZzeniem kazda
W s niepusta komoérka zawiera dokiadnie jedna czastke. Za przestrzen zdarzen elementarnych 2
przyjmiemy wigc w obecnym modelu zbior wszystkich n-elementowych podzbiorow zbioru
N-clementowego (zbioru wszystkich komorek), tzn. zbior wszystkich n-elementowych kombinacji
bez powtorzen zbioru {1, 2, ..., N}. Przestrzen 2 zawiera wiec (V) zdarzen elementarnych.
Kazdemu z nich przyporzadkujmy to samo prawdopodobienstwo

1)
Zdarzenie A sklada sig oczywidcie z jednego zdarzenia elementarnego, wigc
P(d) = ()"
Natomiast
P(B)=1,

udyz zgodnie z przyjetym zalozeniem jest pewne, ze w zadnej komorce nie bgdzie wigcej niz

jedna czastka.

Zgodnie z modelem Fermiego-Diraca zachowuja sig m.in elektrony, protony i neutrony.
Rozpatrzony przyklad jest bardzo pouczajacy. Widaé z niego wyraZnie, Ze przyjecie odpowiedniego
modelu probabilistycznego zalezy od konkretnej sytuacji praktycznej. Wszystkie trzy omowione
modele sa sensowne z probabilistycznego punktu widzenia. Trudno bylo z géry przewidzieé,

ze zadne czgstki fizyczne na ogol nie bgda sie zachowywaé zgodnie z pierwszym modelem (nie

Jest zreszta wykluczone, ze kiedys$ takie czastki zostang wykryte), ze np. fotony bgda sig
zachowywa¢ zgodnie z drugim modelem, a elektrony zgodnie z trzecim.

Zestawienie zdarzen elementarnych 1 odpowiadajacych im rozmieszczen czastek w komérkach przy N = 3, n = 2 -

w rozpatrzonych modelach

1. Model Maxwella-Boltzmanna (kwadraty z liczbami wyobrazajg czastki z odpowiednimi
numerami)
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2. Model Bosego-Einsteina (kotka oznaczaja czastki)
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3. Model Fermiego-Diraca (kolka oznaczajy

czqslki)
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