Rys. 1. Parzystosé okregu: jest jeszcze jeden
Sposéb przekonania sig o tym. -

Rys. 2. Nizudana préba z odcinkiem,
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Rys. 4,

Rys. 5. Jesli rozbicie nie jest poleiagle ... -

Jest tak, jak sic nam wydaje:
odcinek ma nieparzysta ilos¢ punktéw

Prof. dr Jerzy MIODUSZEWSKI

— inaczej niz okrag: o jego parzystosci przekonujemy sie taczac w pary przeciwlegle punkty.
Podobna proba dla odcinka (z koficami} zawodzi: jesli np. odcinek o koncach —1i 1 zegniemy
na pot wokot 0, laczac'w pary punkty —1 i1, to punkt G pozostanie bez pary.

Nie wida¢ tak od razu innych sposobow faczenia punktow odcinka w pary, chyba ze go przedtem
porozcinamy.

Np. jesli ten sam odcinek podzielimy na nieskoficzenie wiele odcinkow z jednym (np. lewym)
koncem tak, by dotykaly do sicbie, i tak, by w punktach —11i 1, i tylko w tych punktach,
skupialo si¢ nieskoficzenie wiele odcinkow (rys. 3), to laczac jakkolwiek w pary odcinki podziatu
i nasuwajac w kazdej parze jeden odcinek na drugi (powigkszajac lub zmniejszajac go przedtem
przez podobienstwo), polgczymy w pary wszystkie punkty z wyjatkiem —1 i 1, ale te tworzg
ZNOWU pare.

Nie umiemy pomysle¢ tego taczenia w pary jako sklejania odcinka bez uprzedniego rozcinania.
Nie rezygnujmy mimo to 7 szukania skiejen dwukrotnych odcinka; tak nazwiemy te laczenia

w pary punktow odcinka, ktore mozna pomysle¢ (nie zwolni to od podania pdzniej scislego:
okreslenia) jako sklejania odcinka bez uprzedniego rozcinania.

«

Inna proba. Sklejamy parami pododcinki, rozlaczne lub majace wspolny koniec, przez
nalozenie jednego na drugi przez podobienstwo. Przypadek, kiedy odcinki jednej pary daja calosé,
mamy za soba. Rys. 4 ilustruje typows nowa sytuacje: odcinek A skleja sie z odcinkiem B
(odcinki te sa rozlaczne), a odcinek C z odcinkiem D, majacym z C wspolny koniec, zginajac
odeinek wokdl tego wspolnego konca; ten wspolny koniec nie skleja sie z zadnym innym
punktem. Suma odcinkow 4 i B jest rozlaczna z suma odcinkow C i D, bo inaczej pewne trzy
punkty bylyby skicjone. Wynik skiejenia pokazany jest w drugiej czesci rysunku. Przyjmijmy, ze
odcinki ze skiejajacych si¢ par nie sa zawarte w 7adnych wickszych sklejajacych sie przez
podaobienistwo. Jest to poczatek proby, kidra dalej wyglada tak, ze pewna nowa para odcinkow,
poza suma dotychczas sklejonych, skicja sie ze soba jednym z opisanych sposobow, zaleznie od
tego czy odrinki te stykaja si¢ koncami, czy nie. Pomyslmy teraz sytuacje skrajna, kiedy poza
suma posklejanych odeinkow nie ma odcinkéw. Ta pozostalosé plus konce posklejanych
odecinkow jest zbiorem rzadkim (tak nazywa si¢ zbiory domkniete nie zawierajace odcinkow).
Skiada si¢ na nia zbior homeomorficzny ze zbiorem Cantora i punkty izolowane (punkty
wspolne odcinkow takich, jak €1 D). Punkty tej pozostalosci trzeba teraz poskleja¢ po dwa. Czy
to si¢ da zrobi¢ bez rozrywania figury, ktora juz mamy?

Trudno miec¢ od razu jakies zdanie, bo wyszliémy poza znane sytuacje geometryczne. Nie da sig
pojs¢ dalej nic wyjasniajac, co rozumie si¢ przez sklejanie figury bez uprzedniego jej rozcinania
Czy rozrywania.

Aby sklejac figure geometryczna, trzeba mie¢ wpierw jej rozbicie, tj. przedstawienie jej jako sumy
podzbiordw rozlacznych, aby wiedzie¢, ktore punkty sklejaé z ktérymi: punkty sklejamy ze soba
wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do tego samego elementu rozbicia. Aby sklejanie nie wymagato
przedtem rozcinania (rozrywania) figury, rozbicie nie moze by¢ catkiem dowolne, np. takie jak
rozbicie na pary przedstawione na rys. 3.

Rozbicie nazywane jest polciqglym, jesli dla kazdego zbioru domknigtego suma elementow
rozbicia majacych punkty wspolne z tym zbiorem jest zbiorem domknigtym; w szczegolnosci,
clemeaty rozbicia polciaglego sa zbiorami domknigtymi, bo przez punkt przechodzi jeden
clement rozbicia, a zbiory jednopunktowe sa domknigte. Jak wiele rzeczy, takze i polciaglosé
widzi si¢ najlepiej tam, gdzie jej nie ma. .

Jesli rozbicie nie jest polciagle, to istnieje zbior domkniety F taki, ze suma S elementow rozbicia
majacych punkty wspolne z F nie jest zbiorem domknictym. Znaczy to, ze istnieje punkt p
rozwazanej figury, bedacy punktem skupienia zbioru S i nie nalezacy do S. Element A rozbicia,
do ktorego nalezy punkt p, omija zbior F; co wiecej, omija on pewna kule wokot F (rys. 5;
rysunek ten zwalnia z ttumaczenia tego, czym jest kula wokot zbioru, chociaz nie zwolni

z wytlumaczenia si¢ z istnienia kuli, o ktorej byta mowa). Dowolnie blisko punktu P sa punkty
zbioru S, a wiec punkty sklejajace si¢ z punktami zbioru F; te punkity zbioru F maja punkt
skupienia ¢ w zbiorze F i ten punkt ¢ nie skleja si¢ z punktem p, bo p nie skleja si¢ z zadnym
punktem zbioru F. Nie mozna pomysle¢ takiego sklejania bez rozerwania figury w punkcie p.
Rozumowan motywacyjnych prawie si¢ nie spotyka w pracach z matematyki, przez co wyniki

w nich zawarte sa jak gory lodowe, ktére znamy jedynie z wierzcholkow. Jest to rezym parzucony
czgSciowo przez modg: elegancja moze tu sasiadowaé z szablonem. W artykule tego rodzaju nie
musimy si¢ takiego rezymu trzymac.




Rys. 7.

{x,-a}

Rys. 8. Para {n, 0} nie jest elementem
cigglosci.

Rozumowanie motywacyjne, ktére przeprowadzilismy, daje nam tyle, ze jesli bedziemy juz mieli .
dowiedzione

Twierdzenie, Nie istniejq rozbicia polciagle odcinka na zbiory dwupunkiowe,

o bedziemy mogli to twierdzenie rozumicé. Jak? Wiasnie tak, ze nie mozna sklei¢ odcinka,
uprzednio go nie rozrywajac, i sklejaé¢ po dokiadnie dwa punkty. Okrag mozna (teraz to
precyzujemy), bo rozbicie z rys. 1 jest poiciagte (co wymaga sprawdzenia).

Rozumowanie t0 ma jednak swoja wartos¢ dopiero wtedy, kiedy figura jest przestrzenia zwartq,
z czego korzystaliSmy m.in. (kiedy po raz drugi?) twierdzac, ze zbior domkniety omijajacy zbior
domkniety F omija pewna kule wokot F. Odcinek jest zwarty ; zwarte sg tez jego podzbiory
domknigte,

Dobrze jest przeformutowaé warunek poltciggtosci rozbicia przez prawa de Morgana (przejscie do
dopelnien). Brzmi on wtedy: dla kazdego zbioru otwartego suma elementow rozbicia zawartych
w tym zbiorze jest zbiorem otwartym.

Teraz widac od razu, ze jesli 4 jest elementem rozbicia poiciagtego, U jest zbiorem otwartym
zawierajacym A i x jest punktem zbioru A, to istnieje otoczenie W punktu x takie, ze jesli
element rozbicia ma punkty w zbiorze W, to jest zawarty w U.

Dla wyjasnienia: otoczenie punkii, to zbior otwarty, do ktorego ten punkt nalezy.

#

Wyjasniajac polciaglosé nie ograniczylismy sig do rozbic¢ odcinka i do rozbi¢ na zbiory
dwupunktowe. Sa dwa powody: 1. dalej pojawia si¢ inne niz odcinek przestrzenie zwarte

i rozbicia niekoniecznie na zbiory dwupunktowe; 2. na rzeczy nie mozna patrze¢ zbyt wasko,
jesli chee sig je rozumied, a znakomite wyjatki, np. owego jablka, ktore wystarczylo dla
uchwycenia prawa grawitacji, jedynie unaoczniaja t¢ prawdg.

Niebanalne sytuacje matematyczne (miejmy nadziejg, ze te, o ktdrych tu mowa, sg takimi) nie
bojg si¢ wszakze ostrego swiatla przypadkow szczegolnych. Odnotujmy wigce fakt, dotyczacy
rozbi¢ poiciaglych na zbiory dwupunktowe, wynikajacy bezposrednio z ostatniego stwierdzenia.
(1) Jesli {x, y} jest elementem rozbicia, U jest otoczeniem punktu x i ¥ jest otoczeniem punktu y,
to istnieje otoczenie W punktu x zawarte w U takie, ze kazdy element rozbicia majacy punkt w
W ma swoj drugi punkt w U lub w V. :

Najlepiej widzieé to tak: jesli zbiory U i ¥ sa matle (p. rys. 6), to elementy rozbicia majace punkty
dostatecznie blisko x sg albo male, zawarte w U, albo od razu duze, bo majace swoje drugie
punkty w V.

W szczegolnosci,

(I') Jesli zbiory U i V sa rozlaczne i zbidr U nie zawiera calych elementow rozbicia, to kazdy
element rozbicia majacy punkt w W ma swoj drugi punkt w ¥, a odwzorowanie
przyporzadkowujace punktowi x” zbioru ¥ drugi punkt w elemencie rozbicia, do ktorego punkt
x’ nalezy, jest homeomorfizmem zbioru W na zbior A(W). .
Czes¢ koncowa tego stwierdzenia (o homeomorfizmie) nie miesci si¢ w stwierdzeniu (I). Nie
dowodzac jej (bo dowod nietrudny), zwréémy jednak uwage na ostrozne sformutowanie na
samym koncu.
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Element A rozbicia nazywany jest elementem ciaglosci, jesli dla kazdej rodziny skonczonej

{U,, ..., U:} zbioréw otwartych takich, ze (rys. 7)

MACUU...uU i (2) An U5t ¢ dla kazdego j,

i kazdego punktu x ze zbioru A istnieje otoczenie W punktu x takie, ze elementy rozbicia
majace punkt w W sa zawarte w U, U ... U Uy i maja punkty w kazdym U, (speiniaja wigc, jak
A, warunki (1) i (2)), a ich suma jest zbiorem otwartym (zawierajacym A).

Znaczy to m.in., Ze jesli element rozbicia jest dostatecznie bliski jakiemus$ punktowi z elementu
ciaglosei, to jest bliski w stopniu danym z gory wszystkim punktom z tego elementu ciaglosci.
Roznice miedzy elementami cigglosci a innymi (w rozbiciach polciaglych) zobaczmy na
przykladach rozbi¢ na zbiory dwupunktowe.

Jesli okrag zegniemy na pot wokot srednicy, laczac w pary punkty odpowiadajace katom x i —x,
jak na rys. 8, a potem konce tej $rednicy skleimy ze sobg, to dokonamy jeszcze jednego sklejenia
dwukrotnego okregu (potciaglosé odpowiadajgcego temu sklejeniu rozbicia wypadatoby
sprawdzic¢), w ktorym para zlozona z koncow $rednicy nie jest elementem ciaglosci.

To, ze {r, 0} nie jest elementem ciaglosci wynika m.in. stad, ze jesli W jest dostatecznie malym
otoczeniem punktu 0, to suma elementoéw majacych punkty w W nie jest zbiorem otwartym,
majac punkt izolowany 7. Ale wystarczyloby i takie kryterium:

(I1) Jesli {x, y} jest elementem rozbicia na zbiory dwupunktowe i kazde otoczenie punktu x
zawiera cate elementy rozbicia, to {x, ¥} nie jest elementem cigglosci,

Kryterium to jest zamieszczone nie po to, by da¢ drugi dowaod prostego faktu (nasuwaloby to
watpliwosci co do wartosci pierwszego dowodu), ale dlatego, 7e si¢ przyvda dalej.

Inne elementy rozbicia (okregu) z rys. 8 sg elementami ciagloéci. Rozbicia (okrggu) z rys. 1

i (odcinka) z rys. 2 maja same elementy ciaglosci.



Rys. 9. Sklejame dwukrotne w poblizu
elementu cigglosei.

Rys. 10, Takie sklejanie odcinka nie
doprowadzi do skiejenia dwukrotnego.*

Popatrzmy teraz ogolnie na rozbicia poélciagle na zbiory dwupunktowe:

(II0) Jesli {x, y} jest elementem cigglosci rozbicia, to dla kazdego otoczenia V punktu y istnieje
otoczenie W punktu x takie, ze kazdy element rozbicia majacy punkt w W ma swoj drugi punkt
w ¥V, a odwzorowanie 4 przyporzadkowujace punktowi x’ zbioru W drugi punkt w elemencie
rozbicia, do ktorego punkt x’ nalezy, jest homeomorfizmem zbioru W na zbiér A(W) i zbior
h(W) jest otwarty. .

Inaczej (chociaz nie oddajac catlej tresci): sklejenie dwukrotne polega w poblizu punktow x i y
stanowigcych element ciagtosci na sklejeniu przez homeomorfizm pewnych otoczen punktéw
xiy.

Dowdd stwierdzenia (I11) nie zawiera innych trudnosci niz dowody poprzednie, ale trwa dliuzej.
Wystarczy go robi¢ dla zbioréw ¥ rozlacznych z pewnym otoczeniem U punktu x. Rodzina
dwuelementowa {U, V'} spetnia warunki (1) i (2) dla {x, y}. Zbiér W dobieramy dla {U, V}i x
na mocy warunku ciaglosci. Ten dobor zbioru W zapewni to, ze h(W) (h okresla sie tak, jak to
bylto robione poprzednio) bedzie zbiorem otwartym.

Glownym w teorii rozbié¢ polciaglych jest

Twierdzenie. Rozbicie polciggle przestrzeni zwartej (metrycziiej) ma elementy cigglosci.
Twierdzenie to jest odpowiednikiem twierdzenia Baire’a o istnieniu punktéw ciaglosci funkcji
rzeczywistej i ma z nim wspodlny rodowod w twierdzeniu Baire’a (bardziej znanym), ze
przestrzen metryczna zupelna (tym bardziej zwarta) nie moze by¢ sumg przeliczalnie wielu
podzbioréw rzadkich. Twierdzenie nalezy do Kuratowskiego i mozna je znalezé w ,, Topologie 11"
na str. 38 wydania z r. 1950. Nie bedziemy tu dowodzi¢ tego twierdzenia. Sama teoria rozbi¢
polciaglych zostala zapoczatkowana w latach dwudziestych przez Aleksandrowa i Moore’a.

Rozbicie polciggle pozostanie potciaglym, jesli je ograniczyé do podzbioru domknietego.
Poniewaz zbiory domknigte sa zwarte, wobec zwartoéci rozwazanych przestrzeni, wiec rozbicie
ograniczone do podzbioru domknigtego bedzie miato elementy ciggtoéci na mocy sformulowanego
twierdzenia. Jest to bardzo wazna okolicznosé (i jednoczesnie nie bardzo wazna, bo wynikajaca

z prostej obserwacji). Wynika stad m.in., ze elementy ciaglosci rozbicia polciaglego przestrzeni
zwartej wypelniaja jej podzbior gesty. Stad, wobec (II1), sklejenia dwukrotne odcinka musza byé
wszystkie takie jak te, ktore rozwazalismy w probie zwanej inna, ilustrowanej na rys. 4.

Wtedy po sklejeniu ze soba przez homeomorfizmy przedziatow, trzeba sklei¢ ze soba pozostalo$é,
na ktora sklada si¢ zbior ¢ homeomorficzny ze zbiorem Cantora i punkty izolowane, po nie
wigcej niz jednym w kazdym przedziale dopetniajacym do Q. Ta pozostato$é jest juz wszakze
czgsciowo sklejona: sklejone s3 ze soba po dwa konce przedzialéw dopetniajacych do Q; moga
si¢ przy tym skleja¢ korice tego samego przedziatu (syluacja z odcinkami C i D na rys. 4), lub
konce dwu roznych (wiec roztacznych) przedziatow (sytuacja z odcinkami 4 i B na tymie
rysunku).

Jesli ograniczy¢ rozbicie do zbioru P rownego wspomnianej pozostatosci pomniejszonej o pary
punktoéw izolowanych sklejajacych si¢ ze soba (zbior P jest zwarty), to kazdy element rozbicia
zbioru P ma punkt w Q.

(V) Jesli {x, y} jest elementem rozbicia i x jest punktem zbioru Q, to w kazdym przedziale
wokot x sg zawarte cate elementy rozbicia.

Jesliby (IV) bylo nieprawda, to wobec (I') pewien przedziat wokot x sklejalby si¢ przez
homeomorfizm z pewnym przedzialem wok6! y (obrazem homeomorficznym przedziatu wokot x).
Sprzecznosé, bo x lezac w Q, lezy poza wszelkimi przedziatami sklejajacymi si¢ przez
homeomorfizm.

Z (IV) wynika niemozliwos$¢ pomyslanego przez nas sklejania.
Bo skoro w kazdym przedziale wokot dowolnego punktu x zbioru Q sa cale elementy rozbicia
calosci odcinka, to sg rowniez i cale elementy rozbicia ograniczonego do P; bo pary punktow
sklejajacych sig (jesli nie mieliby$my ich od razu) pojawityby si¢ na dowolnie drobnych
przedziatach dopelniajacych do Q i skupiajacych sie przy punkcie x; wtedy konce tych
przedzialow, nalezace juz do P, musialyby sie sklejaé ze soba.
Stad, na mocy (I') i tego, ze kazdy element rozbicia zbioru P ma punkt w Q, zaden z
elementow rozbicia zbioru P nie jest elementem ciaglosci. Przeczy to twierdzeniu o istnieniu
elementow ciaglosci.

%*
Dowod nieparzystosci odcinka zostal w ten spos6b zakonczony.
Bylo w nim jedno delikatne miejsce. Brak otwartosci zbioru A(W) w stwierdzeniu (I’) nie
przeszkodzit nam w dojsciu do sprzecznosci poprzez dowiedzione wpierw stwierdzenie (IV).
Obraz homeomorficzny przedziatu jest w tak oczywisty sposob (czyzby?) zbiorem otwartym na
odcinku, Ze nie myslimy o trudnosciach, ktore by si¢ pojawily, gdyby$my podobnym
rozumowaniem chcieli dowies¢ np. nieparzystosci dysku (domknietego) lub dendrytu; jesliby
dendryt mial nieskonczenie wiele koricow, trudnosci bylyby nie do pokonania.

®




Dygresja. Troche ich bylo, ale jeszcze jedna na koniec.

Dlaczego tak okreznie formutowalismy wynik? Pomifimy pretensjonalny tytul, bo to niewazne.
Dlaczego by nie napisaé wprost, ze nie ma odwzorowan ciagtych dwukrotnych z odcinka (bo
chyba o to chodzito?). Dlatego, ze wtedy trzeba by powiedzie¢ w co, i rzecz stalaby si¢ klopotliwa
z catkiem blahego powodu. Oto dla wygody formalnej pojawito si¢ w dzialach ogolnych

topologii wiele mniej realnych bytow, przez co nabrato sensu mowienie o ciagtosci odwzorowania
takze i tam, gdzie to juz nie ma znaczenia: kazde odwzorowanie staje sig ciggle, jesli w zbiorze
wartosci uznaé za otwarte odpowiednio malo zbioréw. Np. biorac jakiekolwiek rozbicie odcinka
na zbiory dwupunktowe, np. takie jak to z rys. 3, lub catkiem nie kontrolowane przez
wyobrazenia, robione za cen¢ pewnika wyboru, i biorac pod uwage odwzorowanie
przyporzadkowujace punktom odcinka elementy rozbicia, w ktorych te punkty leza, dostajemy
odwzorowanie dwukrotne, ktore stanie sig ciggle, jesli w zbiorze zlozonym z elementow

rozbicia uznaé za otwarte jedynie takie zbiory, dla ktorych sumy elementow do nich

nalezacych sa zbiorami otwartymi na odcinku. Wida¢ malg wartos¢ takiego rozwiazania.

0Od klopotéow z bytami wprowadzanymi dla wygdd formalnych nie sa wolne i inne dzialy
matematyki: wygody, jakie mogloby dawa¢ zero, czyZ nie sa zniweczone przez klopoty, jakie
mamy wtedy, kiedy chcemy przez to zero podzieli¢?

*
Twierdzenie o nieparzystosci odcinka zostato dowiedzione przez O. G. Harrolda, Duke
Mathematical Journal 5 (1939). str. 475—486. Potem. P. Civin, tamze 10 (1943), str. 49—57,
wykazal nieparzystos¢ kostek euklidesowych (domknigtych) wymiaru < 3 oraz, Ze na sferach do
wymiaru 3 wlacznie nie ma innych sklejen dwukrotnych oprocz tych, ktore od razu widzimy.
Kostki euklidesowe wyzszych wymiarow okazaly sig tez nieparzyste, co pokazat A. W.
Czernawski, Doklady Akademii Nauk SSSR 144 (1962), str. 286—298.

P. S. Kostka Hilberta, ktora raz zachowuje si¢ jak kostka (odwzorowania ciagle kostki
Hilberta w siebie maja punkty stale), a raz jak sfera (jest jednorodna), okazuje si¢ parzysta, ale
autor tego artykutu nie umie tego pokaza¢ inaczej niz przez tatwe zastosowanie trudnego
twierdzenia o tym, ze produkt dendrytu i kostki Hilberta jest kostka Hilberta. Dowody
nieparzystosci kostek euklidesowych sa trudne w sposob prawdziwy, polegajac na niebanalnym
stosowaniu trudnych twierdzen o zbiorach punktow statych inwolucji ciaglych na sferach.
Liczba 2 okazuje si¢ wyjatkowa: bez trudu buduje si¢ rozbicia polciagte odcinka (kwadratu,
kostki etc.) na same zbiory trojpunktowe etc.

& Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 175. Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami catkowitymi, Ze liczba a+b+-c jest podzielna przez 6.
Udowodnié, ze liczba a®+ b+ ¢3 jest podzielna przez 6.
Rozwiazanie na str. 12
M 176. Okresli¢ w zbiorze dwuelementowym X = {a, b} dwa dzialania O i [J, przy czym [0
ma by¢ dziataniem nieprzemiennym, ale rozdzielnym obustronnie wzgledem dziatania O.
Uwaga. Dzialaniem (w zbiorze X) nazywamy kazda funkcje f: X' x X — X. Mowimy, ze dziatanie
O jest rozdzielne obustronnie wzgledem [, gdy dla wszelkich (niekoniecznie roznych) x, y,
ze X jest

xO0@02)=x0O» 0 x2),

(roaOx=(0Ox0 Ox.

Rozwiazanie na str. 2
M 177. Znale#¢ liczbe par uporzadkowanych podzbioréw roziacznych zbioru X, = {1,2, ..., n}. ‘
Rozwigzanie na str. 11 ‘

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 59. Dwie polplaszczyzny metalowe stykaja sie pod katem prostym (rysunek). Wewnatrz kata
_________ 0 dwusciennego utworzonego przez te polptaszczyzny, rownolegle do wspolnej krawedzi biegnie
jednorodnie natadowany cienki drut. Gesto$é¢ liniowa ladunku na drucie (czyli tadunek
przypadajacy na jednostke diugosci) wynosi 7. Odleglosci drutu od polplaszczyzn metalowych sg
jednakowe i wynoszg a. Wyznacz wielko$¢ i kierunek sity dzialajacej na jednostke dlugosci drutu
(XXVII Olimpiada Fizyczna, zawody stopnia II).

Rozwigzanie na str. 10
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