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Skutki zyczliwosci dla zwierzat

Obserwujac modele fizyczne powierzchni przyzwyczailismy si¢ do wyrdiniania na nich dwéch
stron. Wiemy, Ze biedronka cheaca przejsc z jednej strony paska papieru na drugg musi przejsé
przez jego kraj. Ulatwimy jej to zadanie, skrecajac jeden brzeg paska o kgt polpelny i laczac go

z przeciwleglym brzegiem, jak to pokazano na rysunku. Przechodzac przez odcinek AB, teraz juz
utozsamiony z odcinkiem A°B’, biedronka przejdzie na druga strong paska. Tak by si¢ moglo
wydawad. Ale czy mozemy mowic, ze pasek ABA’B’ po takim ztgczeniu bokow 4B 1 A'B' ma
jeszeze dwie strony? Wykonaymy model i sprobujmy zakreskowad jedng jego strong pozostawiajac
drugg nie zakreskowang. Stwierdzimy, Ze rozpoczynajgc kreskowanie od dowolnego miejsca
zakreskujemy calq otrzymang powierzchni¢. Dlatego mowimy, Ze ta powierzchnia — nazywamy jg
wstegg Mobiusa — jest jednosironna,

Utrata orientacji

Nie silac si¢ na $cisla i ogdlna definicje jednostronnoéci podamy jeszeze jedia wlasnosé wstegi
Mobiusa. Polgczmy $rodki odcinkéw AB i 4'B’ odeinkami po jednej i po drugiej stronie paska
ABA'B’, Po zrobieniu z paska wstegi ., a wige po utozsamieniu odcinka A8 z odcinkiem A'B’,
oba te odcinki utworza »amknigta krzywa, ktdérg mozemy nazwaé rownikiem wstegi 4. Jezeli

w dowolnym punkcie € rownika ustalimy parg wekiorow w,, wo takich, ze u, jest styczny do
rownika, a wo do niego prostopadly, i uklad ten bedziemy przesuwaé wzdluz rownika tak, aby wg
pozostawal do rownika styczny, to po obejsciu calego rownika doprowadzimy parg (4o, wo)

do pary (u;,w,) takiej, Zze u, = ug i w, = — wo. O ukladach (wg, wo) i (#;, w,) moéwimy,

Ze $g przeciwnie zorientowane. A wige na ¢ moina od ukladu wektorow przej$¢ w sposob

ciggly do ukladu przeciwnie zorientowanego (co nie jest mozliwe np. na plaszczyznie).

Nie bgdziemy nabija¢ w butelke!

Podamy teraz inny przykiad jednostronnego tworu dwuwymiarowego, nie bedgcego powierzchnig
w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wyobrazmy sobie powierzchnig boczng walca
ograniczong dwoma okregami k i /. Jezeli zegniemy ten walec i zlaczymy wprost ze soba okregi k
i/, to otrzymamy co$ na ksztalt detki, co si¢ uczenie nazywa torusem. Biedronka zamknigta
wewnatrz takiego torusa nie wydostanie si¢ z niego, jak dlugo torus pozostanie torusem. Gdyby
jednak udalo sig obroci¢ okrag / wokol jednej z jego srednic o kat polpelny, a potem ztaczy¢ go

z okregiem k, otrzymalibySmy powierzchnig jednostronna. Ale takie skrecenie walca bez
rozerwania go, albo przecigcia powierzchni z sama soba, nie jest mozliwe, Jezeli jednak przyjmiemy
mozliwoé¢ przenikania si¢ powierzchni bez samoprzecie¢, to mozemy wykonad (oczywiscie

w wyobrazni) nastepujaca konstrukcj¢:

Rozdymamy walec do ksztaltu zblizonego do szkielka od naftowej lampy o wydluzonej szyjce,
nastepnie szyjke t¢ odginamy, przeprowadzamy przez $cianke boczng bez przecinania sig,

a nastepnie taczymy z dolnym otworem. Otrzymany twor nie jest powierzchnig w przestrzeni
trojwymiarowej i jego model fizyczny nie da sie wykona¢. Nazywamy go butelka Kleina. Rysunek
obok pomoize nam wyrobi¢ sobie pewien poglad na jej strukturg. Przedstawia on (nie adekwatnie)
jedng z polowek butelki Kleina. Sklejajac ja z druga symetryczng do niej polowka, tak jak muszle
szczeiui, otrzymamy powierzchni¢ obrazuyaca do pewnego stopnia butelke Kleina. Co to znaczy
do pewnego stopnia? To znaczy, ze biedronka lazagca — powiedzmy — we wnetrzu szyjki moglaby
przejsé przez $cianke bariki w miejscu przenikania, i poruszajac si¢ dalej, moglaby przejsc¢ do
,,bankowej” czgsci butelki. Dalsze wedrowki biedronki nie znajgcej przeszkod tam, gdzie Scianki
si¢ przenikaja bez samoprzecigt, moga doprowadzi¢ jg do dowolnego punktu butelki Kleina.
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Konstrukcje butelki tej] mozna ujac écisle stosujac metody wspodlczesnej matematyki — albo na
gruncie topologii, albo stosujac metody geometrii rozniczkowej. Interpretujemy butelke Kleina
jako pewng powierzchnig w pigciowymiarowe]j przestrzeni euklidesowej. Wyczerpujace opisanie
sposobow zaprowadzitoby nas jednak za daleko, przynajmniej na razie.

Budujemy mowy §wiat

Rozwazajac wstege Mobiusa i butelke Kleina nie zastanawialiSmy sie nad jakimikolwiek
metrycznymi strukturami tych przestrzeni. Ponizej podamy konstrukcje pewnej przestrzeni
metrycznej o wlasnosciach zasadniczo odmiennych od wiasnoéci plaszczyzny euklidesowe).
Wezmy pod uwage poltéwke sfery o érodku g wraz z jej brzegiem, ktory jest kolem wielkim.
Polowke sfery bez brzegu oznaczmy przez P, a P wraz z brzegiem przez E. Ustalmy jednostke
miary katowej. Wprowadzimy na P nastepujaca funkcje o pary punktdéw: Jezelia, b€ P, to za
g(a, b) przyjmujemy miare kata pomiedzy polprostymi ga i gb. Bez wzgledu na to, jaka jednostke
miary katowej przyymiemy, widzimy, Ze funkcja g ma nastepujace wlasnosci:

1° pla,a) = 0 z pla,a’) = 0 wynika, ze a = a’.

2° Dla dowolnych punktéw a, b, ¢ € P mamy o(a, b)Y+ plc, b) = pla, c). (Dla dowodu wystarczy
rozwazy¢ trojécian o krawedziach ga, gb, gc).

3° p spelnia nierownos¢ 0 < o(a, b) < m, gdzie m jest rowne mierze kata polpelnego. A wiec o
spelnia warunki wymagane od metryki i P z tak okreilong metryka staje sie przestrzenia

metryczng. W dalszych rozwazaniach przy)miemy taka jednostke miary, by m = 1. (Taka samg
metryke mogliby$my zreszta otrzymac wychodzac od pojecia odlegloéci ,,bliskich™ punktow jako

1
diugosci faczacego #punkty luku kota wielkiego na sferze o promieniu 5—)

Ustalmy teraz na brzegu punkt ¢ i antypodyczny do niego punkt ¢’. Oznaczajac przez € ,(a)
otwarta kule o érodku a i promieniu « usuniemy z E zbiory En®,(c) | En®,(c’). Jezeli
wybierzemy « dostatecznie bliskie zeru, to po takim usunigciu zawsze co$ dla dalszych rozwazan
pozostanie. Wycbrazmy wigc sobie, Ze mamy wykonany z elastycznego tworzywa model tego, co
zostato. Naciagamy ,,uszy” ograniczone tukami /m’ i ml’ i sklejamy je tak, by punkty
diametralnie przeciwlegle (antypodyczne) zostaly ze soba zlaczone. Otrzymamy powierzchnig
przypominajaca koszyczek o skrgconym — jak wstega Mobiusa — uchu. Biedronka lazaca po
powierzchni takiego koszyczka mialaby takie same mozliwosci poruszania sig¢ po calej powierzchni
jak na tamtej wstedze.




Oznaczmy utworzong powierzchnig przez Z, . Odpowiednio$¢ migdzy punktami
zbioru P\ (€,(c)u €,(c’)) a punktami zbioru Z, jest wzajemnie jednoznaczna.
Oznaczmy odwzorowanie P\ (€,(c) U €a(c)) W Z, przez f, a odwrotne do niego przez h.
Odwzorowanie f daje sig z latwoscig rozszerzy¢ w sposéb ciagly na domkniecie zbioru
PN\ (#(c) uG,(c"), przy czym obrazy w odwzorowaniu f punktéw antypodycznych sq identyczne,
Okreslamy funkcjg 4 przyimujac dla a, b € Z,
d(a, b) = miara nie wigkszego z katow, ktore tworza proste gh(a) i gh(b).
Stwierdzamy z tatwodcia, Ze d jest funkcja ciagla na domknieciu Z, i — wobec utozsamienia
punktow antypodycznych na brzegach ,,uszu” — funkcja ta obok nieréwnoéci trojkata spelnia
warunek

da,b) =0<sa=>bna Z,.

A wiec Z, z tak okredlona odlegloscia jest przestrzenia metryczna.

Rozwazmy cigg wartosci o, malejacy do zera. Odpowiadal mu bedzie ciag przestrzeni
{netrycmych Zy taki, e Za, © Zy, < ... Z, © Z, 4+ - Przestrzen graniczna w tym przypadku
istnieje, ale nie da si¢ ona przedstawi¢ w postaci powierzchni w trojwymiarowej przestrzeni
euklidesowej. Mozemy uzna¢, e Jest to polowka sfery, w ktérej dokonano utozsamienia punktéw
$rednicowo sprzezonych, a metryke oparto na mierze katowej.

Wyzej skonstruowana przestrzeri metryczna nazywa siec dwuwymiarowa przestrzenia eliptyczng
Riemanna. Bedziemy ja oznaczaé przez Z. Wiemy juz, ze od plaszczyzny euklidesowej rozni sie
ona tym, Ze:

i) odlegtoé¢ dwoch punktdow na Z nie przekracza liczby 1 (przy przyjetej przez nas wyzej Jednostce
miary).

i) Z, podobnie jak plaszczyzna euklidesowa, nie ma brzegu, a w przeciwiernistwie do plaszczyzny
euklidesowej ma tylko jedng strong. JezelibySmy umiescili na modelu fizycznym przestrzeni Z,
biedronke, to wedrujac po tym modelu moze ona zawsze zajé¢ w polozenie bedace lustrzanym
odbiciem poprzedniego, nie przechodzgc przy tym przez zadng krawedz. Te sama wlasno$é bedzie
mie¢ przestrzen Z jako granica wstepujacego ciagu przestrzeni Zy, -

Dla dalszych rozwazan okreslimy na Z linie proste. Mianowicie przez prosta w przestrzeni Z
bedziemy rozumieé badz obraz w odwzorowaniu fluku kola wielkiego na pélsferze, przy czym
korce tego luku utozsamiamy, badz tez obraz w odwzorowaniu f brzegu polsfery, w ktérym pary
punktéw antypodycznych uwazamy za jeden punkt. Przyjmujac takg definicje widzimy, ze kaida
prosta w przestrzeni Z ma skoficzong dlugos¢, przy naszej jednostce miary rowna 1. Co wiecej,
kazda taka prosta jest liniag zamknieta, tak jak okrag euklidesowy. Jezeli wiec na proste)

w przestrzeni eliptycznej ustalimy dwa roézne punkty, to podzielimy ja na dwa odcinki,a nie jak

w przypadku euklidesowym na odcinek i dwie polproste. Wobec tego, jezeli mamy w przestrzeni
eliptycznej trzy proste réine migdzy soba i nie przecinajace si¢ w jednym punkcie, to odcinki
wyznaczone przez punkty przecigcia utworza nie jeden, a cztery trojkaty, ktore pokryjg calg
przestrzen Z.

Zastanowmy si¢ nad prawdziwoécia nastepujacego zdania: ,,Jezeli p, r i 5 sa trzema punktami
prostej Z i r lezy miedzy p i s, to mamy d(p, r)+d(r, 5) = d(p, s)". W rzeczywistosci powyzsze
stwierdzenie jest pozbawione sensu, gdyz pozbawione sensu jest pojecie ,,lezenia migdzy™ dla
punktoéw prostej eliptycznej. ;

Kazde dwie proste w przestrzeni eliptycznej Z maja dokladnie jeden punkt przeciecia. Stwierdzamy
to rozwazajac tuki k6! wielkich na poldowce sfery. A wige prostych rozlacznych w naszej przestrzeni
nie ma. Tym zasadniczo rozni si¢ przestrzen eliptyczna Riemanna od euklidesowej, jak rowniez od
nieeuklidesowej plaszczyzny Bolyaia-Fobaczewskiego, w ktorej przez zadany punkt poza prosta /
przechodzi nieskoriczenie wiele prostych nie przecinajgcych sig¢ z .

Czy tylko dla biedronek?

Mozna by zada¢ pytanie, po co konstruowac takie dziwaczne przestrzenie i rozwaza¢ ich wlasnosci.
Czy tylko dlatego, ze one istniejg jako logicznie konsekwentne twory myslowe? Podobnie rozsadne
pytanie moglby zada¢ w starozytnym Egipcie Ptolemeuszy mierniczy matematykowi
aleksandryjskiemu. Mianowicie pytanie: po co zajmowac sie trygonometria sferyczna, kiedy
.»zwykla"” geometria wystarcza w zupelnosci do rozwigzywania wszystkich zadan zwigzanych

z wytyczaniem kanaléw i miedz. O tym, Ze moze istnie¢ co$ takiego, jak mapa Oceanii lub
Eurazji, mierniczy ten mial prawo nie mie¢ pojecia. Eratostenes tez nie wiedzial o istnieniu Oceanu
Spokojnego, ale poniewaZ wyobraznia i zakresem badan naukowych wybiegt poza geodezje
obszaru nawadnianego przez Nil, zdotal obliczy¢ przyblizona dlugos¢ poludnika ziemskiego.

Tak, jak model powierzchni Ziemi mozna opisa¢ w geometrii sferycznej, tak wyjaénianie pewnych
zjawisk fizycznych udaje si¢ dopiero wtedy, kiedy wykorzystamy aparat geometrii rozniczkowej
przestrzeni nieeuklidesowych. Opracowanie takich metod zapoczatkowal Bernard Riemann

ok. r. 1854, a do postaci ,,uzytkowej” doprowadzil je Albert Einstein. Pewne wprowadzenie

w poruszone wyzej zagadnienia znajdzie Czytelnik w ksigzkach ,,Geometria pogladowa™

D. Hilberta i S. Cohn-Vossena oraz we ,,Wstepie do geometrii dawnej i nowej” C. S. M. Coxetera.
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