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Slutki zyczliwosci dla zwierzat

Obserwujac modele fizyczne powierzchni przyzwyczailismy sie do wyrózniania na nich dwóch
stron. Wiemy, ze biedronka chcaca przejsc z jednej strony paska papieru na druga musi przejsc
przez jego kraj. Ulatwimy jej to zadanie, skrecajac jeden brzeg paska o kat pólpelny i laczac go
z przeciwleglym brzegiem,jak to pokazano na rysunku. Przechodzac przez odcinekAB, terazjuz
utozsamiony z odcinkiemA'B', biedronka przejdzie na druga strone paska. Tak by sie moglo
wydawac. Ale czy mozemy mówic, ze pasekABA' B' po takim zlaczeniu bokówAB i A' B' ma
jeszcze dwie strony? Wykonajmy model i spróbujmy zakreskowac jedna jego strone pozostawiajac
drugl( nie zakreskowana. Stwierdzimy, ze rozpoczynajac kreskowanie od dowolnego miejsca
zakreskujemy cala otrzymana powierzchnie. Dlatego mówimy, ze ta powierzchnia - nazywamy ja
wstega Mobiusa - jest jednostronna.

Utrata orientacji

Nie silac sie na scisla i ogólna definicje jednostronnosci podamy jeszcze jedq wlasnosc wstegi
Mobiusa. Polaczmy srodki odcinkówAB i A' B' odcinkami po jednej i po drugiej stronie paska
ABA'B'. Po zrobieniu z paska wstegiJf, a wiec po utozsamieniu odcinkaAB z odcinkiem A'B',

oba te odcinki utworza zamknieta krzywa, która mozemy nazwac równikiem wstegivii. Jezeli
w dowolnym punkcie C równika ustalimy pare wektorówuo, Wotakich, zeUo jest styczny do
równika, a Wo do pJego prostopadly, i uklad ten bedziemy przesuwac wzdluz równika tak, abyUo

pozostawal do równika styczny, to po obejsciu calego równika doprowadzimy pare(uo, wo)

do pary (Ul,Wl) takiej, ze Ul = Uo i W1 = - Wo. O ukladach (uo, wo) i (Ul' 11'1)mówimy,
ze sa przeciwnie zorientowane. A wiec navlt mozna od ukladu wektorów przejsc w sposób
ciagly 'do ukladu przeciwnie zorientowanego (co nie jest mozliwe np. na plaszczyznie).

Nie bedziemy nabijac w butelke!

Podamy teraz inny przyklad jednostronnego tworu dwuWYlT'iarowego, nie bedacego powierzchnia
w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wyobrazmy sobie powierzchnie boczna walca
ograniczona dwoma okregamik i I. Jezeli zegniemy ten walec i zlaczymy wprost ze soba okregik

i /, to otrzymamy cos na ksztalt detki, co sie uczenie nazywa torusem. Biedronka zamknieta
wewnatrz takiego torusa nie wydostanie sie z niego, j ak dlugo torus pozostanie torusem. Gdyby
jednak udalo sie obrócic okrag / wokól jednej z jego srednic o kat pólpelny, a potem zlaczyc go
z okregiem k, otrzymalibysmy powierzchnie jednostronna. Ale takie skrecenie walca bez
rozerwania go, albo przeciecia powierzchni z sama soba, nie jest mozliwe. Jezeli jednak przyjmiemy
mozliwosc przenikania sie powierzchni bez samoprzeciec, to mozemy wykonac (oczywiscie
w wyobrazni) nastepujaca konstrukcje:

Rozdymamy walec do ksztaltu zblizonego do szkielka od naftowej lampy o wydluzonej szyjce,
nastepnie szyjke te odginamy, przeprowadzamy przez scianke boczna bez przecinania sie,
a nastepnie laczymy z dolnym otworem. Otrzymany twór nie jest powierzchnia w przestrzeni
trójwymiarowej i jego model fizyczny nie da sie wykonac. Nazywamy go butelka Kleina. Rysunek
obok pomoze nam wyrobic sobie pewien poglad na jej strukture. Przedstawia on (me adekwatnie)
jedna z polówek butelki Kleina. Sklejajac ja z druga symetryczna do niej polówka, tak jak muszle
szczezui, otrzymamy powierzchnie obraZUjaca do pewnego stopnia butelke Kleina. Co to znaczy

do pewnego stopnia? To znaczy, ze biedronka lazaca - powiedzmy - we wnetrzu szyjki moglaby
przejSC przez scianke banki w miejSCUprzenikania, i poruszajac sie dalej, moglaby przejsc do
"bankowej" czesci butelki. Dalsze wedrówki biedronki nie znajacej przeszkód tam, gdzie scianki
sie przenikaja bez samoprzeciec, moga doprowadzic ja do dowolnego punktu butelki Kleina.
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Konstrukcje butelki tej mozna ujac scisle stosuJac metody wspólczesnej matematyki - albo na
gruncie topologii, albo stosujac metody geometrii rózniczkowej. Interpretujemy butelke Kleina

jako pewna powierzchnie w pieciowymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wyczerpujace opisame
sposobów zaprowadziloby nas jednak za daleko, przynajmniej na razie.

Budujemy nowy swiat
Rozwazajac wstege Mobiusa i butelke Kleina nie zastanawialismy sie nad Jakimikolwiek
metrycznymi strukturami tych przestrzeni. Ponizej podamy konstrukcje pewnej przestrzeni
metrycznej o wlasnosciach zasadniczo odmiennych od wlasnosci plaszczyzny euklidesoweJ.
Wezmy pod uwage polówke sfery osrodkuq.wraz z jej brzegiem, który jest kolem wielkIm.
Polówke sfery bez brzegu oznaczmy przezP, a P wraz z brzegiem przezE. Ustalmy jednostke
miary katowej. Wprowadzimy naP nastepujaca funkcjee pary punktów: Jezelia,b E P, to za
e(a, b)przYjmujemy miare kata pomiedzy pólprostymiqa i qb. Bez wzgledu na to, jaka jednostke

miary katowej przYJmiemy, widzimy, ze funkcjae ma nastepujace wlasnosci:
l° e(a, a) = O z e(a, a') = O wynika, zea = a'.

1° Dla dowolnych punktów a, b, cE P mamy e(a, b)+e(c, b)~ e(a, c). (Dla dowodu wystarczy
rozwazyc trójscian o krawedziachqa, qb, qc).
3° e spelnia nierównoscO", e(a, b) < m, gdzie m jest równe mierze kata pólpelnego. A wiece
spelnia warunki wymagane od metryki iP z tak okreslona metryka staje sie przestrzenia

metryczna. W dalszych rozwazaniach przYjmiemy taka jednostke miary, bym = 1. (Taka sama
metryke moglibysmy zreszta otrzymac wychodzac od pojecia odleglosci "bliskich" punktów jako

dlugosci laczacego ~punkty luku kola wielkiego na sferze o promieniu -~) .. 2,-r

et «)•.. ~.
,,<ft

Ustalmy teraz na brzegu punktc i antypodyczny do niego punktc'. Oznaczajac przez ~",(a)

otwarta kule o srodkua i promieniu ~ usuniemy zE zbiory E (!''fi' ",(c) i E (\'(f ",(c'). Jezeli
wybierzemy ~ dostatecznie bliskie zeru, to po takim usunieciu zawsze cos dla dalszych rozwazan
pozostanie. Wyobrazmy wiec sobie, ze mamy wykonany z elastycznego tworzywa model tego, co
zostalo. Naciagamy "uszy" ograniczone lukamilm' i mI' i sklejamy je tak, by punkty

diametralnie przeciwlegle (antypodyczne) zostaly ze soba zlaczone. Otrzymamy powierzchnie
przypominajaca koszyczek o skreconym - jak wstega Mobiusa - uchu. Biedronka lazaca po

powierzchni takiego koszyczka mialaby takie same mozliwosci poruszania sie po calej powierzchni
jak na tamtej wstedze.
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RozwIazanie zadania M 173
Zauwazmy. ze suma trzech liczb naturalnych

jest podzielna przez 3 wtedyitylko wtedy,
gdy albo reszty z dzielenia tych liczb przez 3 sa
wszystkie rózne I albo wszystkie równe.

Podzielmy zbiór {l, 2, ...• 3nJ na klasy liczb
dajacych przy dzieleniu przez 3 równe reszty;

P.6•... , 3nJ, {l, 4, ... , 3n-2J,
{2, S, ..• 3n-l}.

Trójka liczb. której suma jest podzielna
przez 3, sklada sie wiec badz z liczb z róznych
kla., badz z liczb tej samej klasy. Trójek liczb
zlozonych z liczb z róznych klas jest oczywiscie
n', trójek zas zlozonych z liczb z jednej klasy

j~t (~).

Tak WIeC szukanych trójck jestnS+ 3(~) ~ n' +

+ ~ n(n-l) (n-2) = !!... (3n'- 3n+ 2).
2 2

Oznaczmy utworzona powierzchnie przezZa. Odpowiedniosc miedzy punktami
zbioru P"-- ('ifa(e)v 'ifa(e'») a punktami zbioruZa jest wzajemnie jednoznaczna.

Oznaczmy odwzorowanieP"--('ifa(r.) v 'ifa(e')) w Za przez/, a odwrotne do niego przezh.
Odwzorowanie f daje sie z latwoscia rozszerzyc w sposób ciagly na domkniecie zbioru
P".('if(e) v 'ifa(e'), przy czym obrazy w odwzorowaniuf punktów antypodycznych sa identyczne.
Okreslamy funkcjed przyjmujac dlaa, b E Za

dCa,b) = miara nie wiekszego z katów, które tworza prosteqh(a) i qh(b).
Stwierdzamy z latwoscia, zed jest funkcja ciagla na domknieciuZa i - wobec utozsamienia
punktów antypodycznych na brzegach "uszu" - funkcja ta obok nierównosci trójkata spelnia
warunek

dCa, b) = O-.a = b na Za.

A wiec Z,,- z tak okreslona odlegloscia jest przestrzenia metryczna.
Rozwazmy ciag wartosci11." malejacy do zera. Odpowiadal mu bedzie ciag przestrzeni

metrycznych Za" taki, ze Za, C Za, C ... C Za. C Za'+l' Przestrzen graniczna w tym·przypadku
istnieje, ale nie da sie ona przedstawic w postaci pOWierzchni w trójwymiarowej przestrzeni
euklidesowej. Mozemy uznac, ze jest to polówka sfery, w której dokonano utozsamienia punktów
srednicowo sprzezonych, a metryke oparto na mierze katowej.
Wyzej skonstruowana przestrzen metryczna nazywa sie dwuwymiarowa przestrzenia eliptyczna
Riemanna. Bedziemy ja oznaczac przez Z. WiemyJUZ', ze od plaszczyzny euklidesowej rózni sie
ona tym, ze:

i) odleglosc dwóch punktów naZ nie przekracza liczby 1 (przy przyjetej przez nas wyzej jednostce
miary).

ii) Z, podobnie jak plaszczyzna euklidesowa, nie ma brzegu, a w przeciwienstwie do plaszczyzny
euklidesowej ma tylko jedna strone. Jezelibysmy umiescili na modelu fizycznym przestrzeniZa
biedronke, to wedrujac po tym modelu moze ona zawsze zajsc w polozenie bedace lustrzanym
odbiciem poprzedniego, nie przechodzac przy tym przez zadna krawedz. Te sama wlasnosc bedzie
miec przestrzenZ jako granica wstepujacego ciagu przestrzeniZa .
Dla dalszych rozwazan okreslimy naZ linie proste. Mianowicie. p~zez prosta w przestrzeniZ
bedziemy rozumiec badz obraz w odwzorowaniu fluku kola wielkiego na pólsferze, przy czym
konce tego luku utozsamiamy, badz tez obraz w odwzorowaniuf brzegu pólsfery, w którym pary
punktów antypodycznych uwazamy za jeden punkt. Przyjmujac taka definicje widzimy, ze kazda
prosta w przestrzeniZ ma skonczona dlugosc, przy naszej jednostce miary równa 1. Co wiecej,
kazda taka prosta jest linia zamknieta, tak jak okrag euklidesowy. Jezeli wiec na prostej
w przestrzeni eliptycznej ustalimy dwa rózne punkty, to podzielimy ja na dwa odcinki,a nie jak
w przypadku euklidesowym na odcinek i dwie pólproste. Wobec tego, jezeli mamy w przestrzeni
eliptycznej trzy proste rózne miedzy soba i nie przecinajace sie w jednym punkcie, to odcinki
wyznaczone przez punkty przeciecia utworza nie jeden, a cztery trójkaty, które pokryja cala
przestrzen Z.
Zastanówmy sie nad prawdziwoscia nastepujacego zdania: "Jezelip, r i s sa trzema punktami
prostej Z i r lezy miedzy p i s, to mamy d(p, r)+d(r, s) = d(p, s)". W rzeczywistosci powyzsze
stwierdzenie jest pozbawione sensu, gdyz pozbawione sensu jest pojecie "Iezenia miedzy" dla
punktów prostej eliptycznej .•
Kazde dwie proste w przestrzeni eliptycznejZ maja dokladnie jeden punkt przeciecia. Stwierdzamy
to rozwazajac luki kól wielkich na polówce sfery. A wiec prostych rozlacznych w naszej przestrzeni
nie ma. Tym zasadniczo rózni sie przestrzen eliptyczna Riemanna od euklidesowej, jak równiez od
nieeuklidesowej plaszczyzny Bolyaia-Lobaczewskiego, w której przez zadany punkt poza prostal
przechodzi nieskonczenie wiele prostych nie przecinajacych sie zl.

Czy tylko dla bIedronek?

Mozna by zadac pytanie, po co konstruowac takie dziwaczne przestrzenie i rozwazac ich wlasnosci.
Czy tylko dlatego, ze one istnieja jako logicznie konsekwentne twory myslowe? Podobnie rozsadne
pytanie móglby zadac w starozytnym Egipcie Ptolemeuszy mierniczy matematykowi
aleksandryjskiemu. Mianowicie pytanie: po co zajmowac sie trygonometria sferyczna, kiedy
"zwykla" geometria wystarcza w zupelnosci do rozwiazywania wszystkich zadan zwiazanych
z wytyczaniem kanalów i miedz. O tym, ze moze istniec cos takiego, jak mapa Oceanii lub
Eurazji, mierniczy ten mial prawo nie miec pojecia. Eratostenestez nie wiedzial o istnieniu Oceanu
Spokojnego, ale poniewaz wyobraznia i zakresem badan naukowych wybiegl poza geodezje
obszaru nawadnianego przez Nil, zdolal obliczyc przyblizona dlugosc poludnika ziemskiego.

Tak, jak model powierzchni Ziemi mozna opisac w geometrii sferycznej, tak wyjasnianie pewnych
zjawisk fizycznych udaje sie dopiero wtedy, kiedy wykorzystamy aparat geometrii rózniczkowej
przestrzeni nieeuklidesowych. Opracowanie takich metod zapoczatkowal Bernard Riemann
ok. r. 1854, a do postaci "uzytkowej" doprowadzil je Albert Einstein. Pewne wprowadzenie
w poruszone wyzej zagadnienia znajdzie Czytelnik w ksiazkach "Geometria pogladowa"
D. Hilberta i S. Cohn-Yossena oraz we "Wstepie do geometrii dawnej i nowej" C. S. M. Coxetera.

12


