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Stynny problem konstrukcyjnej trysekcji kata wyzwalal wiele ludzkiej pomystowosci zarowno

w starozytnosci jak i obecnie — mimo, iz udowodniono, Ze nie jest ona mozliwa do
przeprowadzenia. W zwiagzku z tym dysponujemy duzg iloscig metod (przyblizonych lub
nie-euklidesowych) rozwigzania tego problemu. W tym artykule omawiamy metode przyblizong
opartg na geomelrycznym rozwigzaniu réwnania trzeciego stopnia opisujacego zwigzek miedzy
cigciwg oparta na kacie $rodkowym, cigciwg oparta na jednej trzeciej tego kata oraz promieniem
okregu.

1. Réwnanie
Rozwaimy w kole o promieniu » kat érodkowy ) oparty na tuku AB. Niech ¢ bgdzie dlugoscia
cigciwy AB, a & dlugoscia cigciwy wyznaczonej przez kat srodkowy 0/3. W pracy: G.C. Mohanty,
Approximate Euclidean Angle Trisection, Math. Teacher (India) 11(1975), wykazano, ze
(1) B3Pt =0
oraz ze, dla wszystkich ostrych katéw 0, spelniona jest nierownosé
2 ¢/3 < & < 3¢/8.
Tu podamy inne, prostsze wyprowadzenie tych zwigzkow.
Niech OC i OD beda promieniami dzielacymi kat A0B na trzy czesci przecinajacymi cigciwg AR
odpowiednio w punktach E i Fi niech G bedzie drugim z punktow przecigeia prostej CO
z okregiem. Oczywiste jest, ze

3) 2rsi g
¢ = 2rsin—
oraz
.0
@ E= 2rsm?.

Z twierdzenia sinusow zastosowanego do trojkata OAE otrzymujemy

AE sin?
A0~ [m  B)\
sm(? + ?)
Zatem
(5) AE = bsin% = &= BE

Ponadto z twierdzenia o cigciwach mamy
GE- EC = AE- EB,

czyli, jesli przyja¢ OE = OF = 1),
(r+n)r—n) = &e=5),

skad

(6) nt =r24+82—fc.

Odcinek OE lezy na dwusiecznej kata AOF, wigc OA4/OF = AE|EF, czyli
r &

W) — = :
n c—2¢

Ze zwiazkow (6) i (7) wnioskujemy, ze
e —4ckri 4 cAri—E4 43832 = 0,

skad (c—&§)(E3—3&r2+er?) = 0.
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Niech A, B, C bedy treema niewspolliniowymi

punktami powicrzchni 7 | niech D bedae
punkiem powicrzchni # nie naleigeym Jdo
okregu K wyznaczonego priez A, 8, €. Niech
T bedzie sferg lub plaszcryzng wymaczong
przez punkty A, B, C, D. Jeicli M jest
dowolnym punkiem powicrachm T, to proe:
M i D prrechodzi okrjg K, zawarty w 7

i prieeinajacy okrag X w dwach punktach
Okrag X'y ma z powierzchnia 5 trzy punkty
wipdine, = mianowicie D i dwa punkity
prxeciecia z K, zatem K, = & Mz ¥

Tc 7. Przypusémy teraz, 2¢ istnicie punkt E
nalezgcy do ¥\ T. Prrez punkt £ i dowolny
punkt przestrzent F prrech

dzi okmag majgey
z T dwa punkty wipdlne. Okrag ten ma

z powicrzchniy 7 trzy punkty wspolne (E

i punkty przecigcia okregu z T, caly wiec jest
mwarty w 7, ztem F e %, cxyli dowolny
punkt prrestrreni naletalby do 7, co jest

niemcitiwe. Zalotenie istnienia punkin £
doprowadnlo wige do przecnodci, ratem
¥ =T.
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Pochodna

plerwiastki reeczywiste i

x) ma

liezby =, 2, “m
beds pierwiastkami wi
Fio ¥1s oecu Fu

fx)— b Jest cczy

Xy € Ty € X3 <23 < ... < Xg

Poniewaz za$ ¢ # £, to drugi czynnik musi by¢ réwny zeru, co dowodzi zwiazku (1). (Zwiazek
ten mozna tez wyprowadzi¢ bezposrednio z réwnosci (3) oraz (4). Z (3) i (4) wynika rowniez, ze

sin —
5 - 6 1
& o i+ 6
si 7 + CDs-i-
co wobec nierownosci 0 < 6 < g- daje
1 & 1 <]

<€ — <,

3 ¢ 14y3 8

a wigc nieréwnos¢ (2). Gdyby$my teraz potrafili geometrycznie — z zachowaniem zasad
konstrukeji cyrklem i linijka — rozwiazaé¢ rownanie (1), to problem trysekcji bylby rozwiazany,
Zrobimy to nastgpujaco [chodzi oczywiscie o rozwigzanie przyblizone — Red.]

2. Rozwiazywanie rownania

Dla prostoty przyjmiimy, Ze r = 1. Rownanie (1) sprowadza si¢ teraz do
(8) £—-35+e=0.

Rozwaimy na razie ogo6lniejsze rownanie postaci

(9) 2 +pz+q =0,

tzw. zredukowane rownanie szefcienne. Zauwazmy przede wszystkim, Ze rownaniem prostej
normalnej (prostopadlej) do paraboli y* = 4ax jest

(10) ¥ = mx—2am—am?®,

gdzie m jest wspolczynnikiem kierunkowym tej prostej. Roéwnanie to mozna przepisa¢ w postaci
x

(1) m=+(2— —)m+3L =0.
a a

Poréwnujac réwnania (9) i (11) stwierdzimy, Ze beda one mialy te same pierwiastki dla
x=a(2—p) i y= qa.

Zatem, przy danych p i ¢, mozemy dowolnie dobra¢ parametr a i znalezé wykres odpowiedniej
paraboli. Przy tym wspolczynniki kierunkowe prostych normalnych do tej paraboli
przechodzacych przez punkt (x, ) sa pierwiastkami réwnania (9). Beda one zalezaly od polozenia
punktu (x, ¥) wzglgdem tej paraboli.
Powr6Emy teraz do naszego rownania przyjmujaca = 1, x = 51 y =c. Przez punkt (5, ¢)

vy v : . df . df
mozemy poprowadzi¢ proste o wspoiczynnikach kierunkowych m, = &, — ¢/3 i m, = &, — 3¢/8,
a wiec odpowiednio o rownaniach :

c 2c
(12) e
i

3¢ Te
(13) ¥y= —s—x—T 5

Odcinek paraboli y* = 4x odcigty tymi prostymi w éwiartce (+, —) (rozwazamy tylko te
¢wiartke, poaiewaz poszukujemy dodatniego pierwiastka} moizna przyblizy¢ odcinkiem prostej.
Rzgdnymi punktoéw przecigeia prostych (12) i (13) z parabola w tej ¢wiartce sa odpowiednio

1
(14) o s (6—2y/9%2¢7)
oraz

1 P
(15) V2= I(16—2p/64+z1.c=).

Punkty K i L o takich rzednych na prostych (12) i (13) mozna wyznaczy¢ za pomoca cyrkla

i linijki. Po polaczeniu ich odcinkiem KL mozna poprowadzi¢ prostopadia do tego odcinka przez
punkt (5, ¢). Wspoblczynnik kierunkowy tej prostopadlej bedzie pierwszym przyblizeniem
rozwigzania rownania (8), a to juZz oznacza, Ze jesteSmy w stanie dokonaé przyblizonej trysekcji
kata. (Gdyby wolno nam bylo rysowaé parabolg, to bylibySmy w stanie przeprowadzi¢ trysekcje
dokladng).

= JCSICTE O TOZWIAZANIU

Interesujacy nas wspélczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do odcinka KL — przyblizona
warto§¢ pierwiastka — jest liczba przeciwna do odwrotnosci wspolezynnika kierunkowego
prostej KL.
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Autor szacuje bledy w sposob preyblizony.
Z rorwazan jego nie wynika, jak dokladne sg
oszacowania tych bledow (, bledy bledow'!).
W zwigzku z tym cytujemy jedynic nicktore
z jego wrriikow bez uzasadniajgeych je
rozwakii.

Niech x; i x, beda odpowiednio odcigtymi punktéw K i L. PoniewaZ punkty te lezg na paraboli
y* = 4x, wiec oczywiscie

x*ﬁix vi
1 4 i 4n

skad wnioskujemy, ze wspolezynnikiem kierunkowym prostej KL jest
=y 4
Xg—x3 Yty '

M

wobec czego nasze przyblizenie pierwszego rzedu pierwiastka £ okreélone jest wzorem

1 1
4 = ——— = - — + -
s01 M n (y1+y2)
Podstawiajac tu wartoéci y, i y; z (14) i (15) otrzymamy
1
=a— v,
fo, 5
gdzie
3Y/9+23 + Y64 +21c2—17
(]6) kox - .

6¢c*

(Indeks 0 oznacza pierwiastek, indeks 1 — informuje o tym, ze jest to przyblizenie pierwszego
rzedu.) Z wzoru (16) wynika, Zze przyblizenie to rzeczywiscie daje si¢ skonstruowaé przy pomocy
cyrkla i linijki.

Mozemy rowniez rozwazac przyblizenia drugiego rzedu. Aby je otrzymad nalezy sprawdzi¢, czy
&oq jest blizsze &,, czy &,. (Dla malych katow bedzie blizsze &,, dla duzych — &,. Jesli warto$é
&4 lezy mniej wiecej posrodku, to jest ona bliska £, i nie ma potrzeby wykonywania kolejnego
kroku.) Praktycznym sposobem ustalenia tego jest sprawdzenie, czy rozwazana prostopadia
tworzy mniejszy kat z prosta o wspolczynniku kierunkowym m, = &, czy mz = &,.

Jesli &g, jest blizsze &, niz &, to ponawiamy konstrukcje opisana powyze) prowadzac przez punkt
(5, ¢) proste o wspolezynnikach kierunkowych m, = &, i mo, = &;,, otrzymujac drugie
przyblizenie £5,. (Analogicznie postepujemy w przypadku, gdy &o, jest blizsze &;.) Postgpowanie to
mozna oczywiscie iterowaé. W ogdlnym przypadku odpowiednikiem wzoru (16) bedzie

1
(17 = S . S
Vil 1+ Gk ) A4V a1k a2 — (ks +k3)
: 1 1
gdzie k,,, = v kaa=
f,n*c Exntic

af,,,i&,, ,sa wspolczynnikami katowymi prostych, od ktérych rozpoczyna si¢ konstrukcja (dla
8
Riasi= 3 ik, = = roéwnanie (17) sprowadza sie do (16)). Moina pokazaé, Ze przy

dostatecznie duzej liczbie iteracji blad rozwiazania bedzie mniejszy od dowolnie male) liczby
dodatniej. Okazuje si¢ jednak (jak zobaczymy), ze dla celow praktycznych wystarcza juz drugie
lub trzecie przyblizenie.

4. Oszacowania blgdow
Przyblizone obliczenia pokazujg, ze dla pierwszego przyblizenia bledy sg ujemne w przedziale

F1 4
(0, 8,.) i dodatnie w przedziale (8,.. —i-) Konstrukcja jest dokladna juz w pierwszym kroku dla

n n
pewnego kata 6, ~ 1.20220507355 x 5 a maksimum bl¢du jest osiggane dla 6 = > (zob.

rysunck).
x
Bledy kolejnych przyblizen dla 6 = T 53 w przyblizeniu nast¢pujace:
Ty,
sl
004t rf | At | AB
om; : e == e
e 1 | 0.033000777 0.034088729
2 ’ 0.019873889 i 0.020547095
00t 3 0.007111107 5 0.007358350
0 — " 4 | = | —0.005231552
TH2 T Th T3 w2 © 5 " 0.002047171
b 6 e | —0.002947263
-002 7 = L —0.000829884
=003 Jak wiec widaé, juz przyblizenia 1r1zcciego rzedu sa wystarczajaco dobre



